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Apresentação 


A questão primordial não é o que sabemos, mas como o sabemos. 
Aristóteles 


Não há ramo da Matemática, por mais abstrato que seja, que não 
possa um dia vir a ser aplicado aos fenômenos do mundo real. 
Lobachevsky 


o elaborar esta coleção para o Ensino Médio, levamos em conta as 

ideias que abrem esta apresentação. Isso porque nosso objetivo é 

criar condições para que você, aluno, possa compreender as ideias 

básicas da Matemática desse nível de ensino atribuindo significado a 
elas, além de saber aplicá-las na resolução de problemas do mundo real. 

Todos os conceitos básicos próprios do Ensino Médio foram explorados de 
maneira intuitiva e compreensível. As receitas prontas e o formalismo excessivo 
foram evitados, porém mantivemos o rigor coerente com o nível para o qual a 
coleção está sendo proposta. 

Na abertura das unidades apresentamos um tema que está relacionado com 
um dos capítulos que a compõem: ela te dará uma ideia de um dos temas que 
será estudado. Já na abertura dos capítulos apresentamos informações gerais, 
que podem ter uma abordagem histórica sobre o assunto que será discutido. 

Antes de resolver os exercícios, é absolutamente necessário que você es- 
tude a teoria, analise os exemplos e refaça os exercícios resolvidos. Na seção 
Resolvido passo a passo, comentamos e explicitamos as fases da resolução de 
um problema. 

A seção Outros contextos foi criada para formular, resolver e interpretar 
situações-problema que estão relacionadas a situações reais e/ou relacionadas 
com outras disciplinas. 

Cada unidade contém ainda as seções Pensando no Enem e Vestibulares de 
Norte a Sul, com questões baseadas no Enem (Exame Nacional do Ensino Médio) 
e de vestibulares de todas as regiões do país, destinadas a revisar, fixar e apro- 
fundar os conteúdos estudados. E no fim de cada volume, na seção Caiu no 
Enem, foram incluídas questões do Enem relacionadas a cada unidade. 

A coleção engloba, desse modo, todos os assuntos costumeiramente tra- 
balhados no Ensino Médio, além de auxiliá-lo em sua preparação para os pro- 
cessos seletivos de ingresso nos cursos de Educação Superior. 

As sugestões e críticas que visem ao aprimoramento deste trabalho serão 
sempre bem-vindas. 


O autor 


Cada volume da coleção é 


Conheça dividido em quatro unidades 
se U | IV TO nas quais você encontrará os 


seguintes boxes e seções: 


H Conjuntos 
Números numéricos 


e funções 


os 


Abertura de unidade Abertura de capítulo 
Duas páginas que proporcionam Texto introdutório com o objetivo 

o primeiro contato com um | de apresentar, por meio de uma 

dos assuntos que será abordado situação real ou contexto histórico, 


na unidade. o conteúdo que será estudado no 


capítulo. 


EB Resolvido passo a passo 


ão quadrática no computador 


amooo j asooo 


Para refletir, 


mre D Fique atento! D 
Exercício resolvido e Você sabia? Matemática 
passo a passo Pequenos boxes que trazem questões para e tecnologia 


reflexão ou dicas importantes para o estudo. Sugestões de atividades em que o 


computador é utilizado para visualizar 


Apresenta a resolução detalhada de 
uma questão ou problema. Não são 


modelos a serem seguidos, mas Exercicios e manipular gráficos e tabelas. Uma 
visam inspirar e indicar estratégias Essenciais para a aprendizagem. Ajudam a oportunidade de trabalhar com a 
de resolução. fixar e aprofundar os conteúdos estudados. Matemática dinâmica. 


Em um acidente radioativo ocorrido nodia 13 
de setembro de 1987, em Gosânia, Goiás, foram 
contaminadas centenas de pessoas aidentalmen- 
te por meio das radiações emitidas por uma cap 
sula que continha êsio 13 Fot o maiar acidente 
radioativo do Brasil eo maior do mundo ocorrido 
loteve iniciocoma 
de lixo que vascu 
lhavam as antigas instalações do Instituta Gaia- 
no de Radioterapia (também conhecido como 
Santa Casa de Misericórdia) no centrode Goiânia. 


fora das usinas nuclear 
de de dois catador 


No local eles encontraram um aparelho de 
radiot 


pia Removeram amáquina e levaram- 
ma até a casa de um deles Estavam interessados 
nas partes de metal e chumbo que podiam ser 
vendidas em ferros velhos da cidade; desconhe- 
ciam completamente aquela máquina e o que 
havia em seu interior 

No periodo da desmantagem da máquina, 
foram expostos ao ambiente 1925 g de clareto de 
césio 137 (CsC) Tal substância é um pó braneo pa 
reco como sal de cozinha, mas que noescurobri 
Iha com uma coloração azul pós cinco dias a pe- 


a foivendida a um proprietário de ferro-velho, que 
se encantou com o brilho azul emitido pela sub 
tância Crendo estar diante de algo sobrenatural, o 
dano doferro-velho passou quatro dias recebendo 
amigos e cunosos interessa mhecer o på 
brilhante Muitos levaram para casa pedrinhas da 
substância. Parte do equipamento de radioterapia 
foi para outro ferro velho, de forma que gerouuma 


enorme contaminação com o material radioativo. 
Ok primeiros sintomas da contaminação (vô 


mito náusea, diarreia e tortura) surgiramalgumas 


Césio137- o maior acidente radioativo do Brasil (52] 


oras ap o contato com asubstäncia, o que levou 
um grande número de pessoas à procura de hospi 
tais e farmácias, sendo mediadas apenas como 
portadoras de uma doença contagiosa Mais tarde 
descobriu que se tratava de sintomas de uma 
sindrome aguda de radiação Somente nodia 29 de 
Setembro de 1987 ë que os sintomas foram quai 
tados coma contaminação radioativa 

Os médicos que receberam o equipamento 
solicitaram a presença de um tsico,poistinham 
a suspeita de que se tratava de material radioa- 


tivo, Então o fisico nuclear Valter Mendes, de 
Goiânia, constatou que havia indices de radiação. 
Porsuspeitar da gravidade doacidente, ele acio- 
nou a então Comissão Nacional Nuclear (CNEN) 

Uma das primeiras medidas foi separar todas 
as roupas das pessoas expostas ao material ra 
dioativo e lavá-las com água e sabão para a des- 
contaminação externa Após essa medida, as 
pessoas tomaram um quelante (substância que 
eliminaos efeitos da radiação) Com ele, as parti 
culas de césio saem do organismo atravês dauri 
na e das fezes 

Cerca de um mës após o acidente quatro pes- 
soas jå haviam morrido O trabalho de desconta- 
minação dos locais atingidos gerou cerca de 
T3Atoneladas de lixo (roupas, utensilios, material 
de construção, ete) contaminado. 

Apso acidente, cerca de sessenta pessoas 
morreram vitimas da contaminação, entre elas 


funcionários quereahzaramalimpeza do local O 
Ministério Público reconhece apenas 628 vitimas 
contaminadas diretamente, mas a Associação das 
Vitimas do Csia 137 calcula um nämero superior 
a6 mil pessoas atir 


Para refletir 


Leitura(s) 


Textos que visam ampliar e 
enriquecer o conteúdo estudado 
no capítulo. 


Relação de inclusão e implicação lógica 


Vimos que uma propriedade pode ser expressa par um conjunto, Vamos considerar A o conjunto 


Outros 
contextos 


Aumento da obesidade 
mas pesados desde 2006 


Obesidade 


Quando comemos mais do que precisamos o excesso é armazenado em forma 
de gordura Em outras palavras, se o númera de calorias que "entra" no corpo for 
maior que o de calorias que “si” engordamos Esse desequilibrio pode ser gerado 
por hábitos alimentares errados, pouca atividade fisica. fatores hereditários, pro- 
blemas glandulares, etc O armazenamento de gordura que se aproxima de um 
nivel que compromete a saúde de uma pessoa è chamado de obesidade, 


Papel confuso da gordura na doença 

Foi estabelecida uma nitida ass entre obesidade e várias enfermidades 

sêrias,entre elas diabetes, hipertensão, doenças cardiovasculares e atë alguns tipos 

de câncer, embora muitos aspectos dessa relação não tenham sido explicados Ain- 

da assim, a definição médica mals comum de obesidade baseia-se em evidências 
acima do peso. 

ds parâmetro utilizados para identificar 


de fetos adversos sobre a saùde em p 
‘O indice de massa corporal (IMC) é 
sobrepeso e obesidade: Ese indice è caleulado com a massa de uma pessoa, em quilo- 
gramas, dividia pelo quadrado da sua altura, em metros Já que uma maior martali 
dade encontrada em pessoas com IMC maior doque 30,esse númer tornou seum dos 
principais parâmetros para definira obesidade Um IMC entre 25e 30 chamado sobre 
peso refletindo j alguma conexão com efeitos adversos à saúde 
Essas relações epide- 
miolögicasentre IMC een 
fermidade, contudo, po- 
dem variar em diferentes 


subpopulações, E nenhum 
número preciso permite 
que os médicos determi- 
nem qual quantidade de 
gordura exeedenteeausarà 
uma doença. Algumas pes- 
soastëm problemas de satt 
de com oIMC abaixo de, 
enquanto outras permane. 
cem sadiascam IMC maior 


doque30. 


Da 


Alêm das diferenças entreas populações a localização da gordura armazenada 
nocorpatambém parece seruma variável importante O tecido adiposo se acumu- 
la soba pelena maioria das àreas corporais, bem como dentro ao redor dos órgãos 
internos, especialmente no abdômen. Muitos estudos sugerem que diabetes e do- 

ssa gordura intra-abdominal, 
ou visceral. Em alguns casos, é relativamente improvável que um excesso signifi 


enças cardiovasculares, em particular, estão hgadas: 


cativo de gordura nos quadris e coxas — que produz a forma de “pera” no corpo = 
lominal 


cause essas doenças quando não estiver presente também a gordura 


em excesso Essa última, presente no corpo em forma de “maçã” està altamente 


associada a diabetes e outros desequilibrios metabólicos, me usência de 
gordura abundante na parte inferior do corpo 


1. Hä palavras no texto que você desconhece! Se sim, procure-as em um dicionário 


(2. © indice de massa corporal (MC) é dado pela fórmula IME = em que pé a massa, 


em quiogramas, ea ëa altura, em metros, do individuo- A avalaçãode um pesa, se está 
Normal, abaixo ou acma do peso ideal, è ferta de acordo com a seguinte tabela: 


enso | me] 
Respodopeis | Abade? 
a) Determine INC de an, quetem 160 mdeatunesi2ig | 
er ml | asas 
b) Classifique o IMC de Amanda segundo a tabela ao lado. Sepi Tee 
c) Qualéaaltura minima para que uma pessoa de massat0g3kg | _OPSdade Crau i lenad 
“e conaderada com sobrepeso? ChestideGauT [8:55] 
Tadeon | anean 


3. Mulas pessoas acreditam que um bebê ou uma criança "gordinha" € sinônimo de boa 
salde. Você concorda com Isso? 
4. Quais medidas podem ser tomadas para evitar a obesidade? 


S. Uma dieta equlibrada näo significa mina o consuma totalde gordura Pesquise quais 
ão os benefico da Ingestão de alguns tipos de gordura para o nosso organisma. 


Procure mas informações em jornals, revistas e nos stes: 

+ Artigo Cintas avantajadas do Dr Dråuzio Varella: chttp:/fdrauziovarela com bridoencas- 
&sintomas/obesidade/cinturas-avantaadas/» 

= Associação Brasileira para o Estudo da Obesidade e da Sindrome Metabólica: «www 
abesoorg br, 


Do rami. raastaa 


ee 


Outros contextos 


Temas relevantes e atuais que tratam de situações práticas, 
articulando a Matemática com outras disciplinas e com temas como 
saúde, sociedade, meio ambiente entre outros. 


dos elementos de um certo universo U que possuem a propriedade p, e & o conjunta dos elementos 
desse mesmo universo que possuem a propriedade q. Quando dizemos que: 
bulares de Norte a Sul 


p= q (p implica q ou p acarreta q). Pique atento! 


EntãoA = (8,13,23,33,.) 8-0, 


Assim, 


estamos dizendo que A c 8, 
Exemplos: 


«pm é um número natural que termina com 3; 


+q: n é um número natural impar. 


+ p: ser quadrilátero com quatro lados de mesma medida: 


+q: ser quadrilátero com lados opostos paralelos. 


Hipótese p: a e b são números pares inteiros quaisquer 
Teseqia- bé par 


Vamos demonstrar quep =q. 


Demonstração. 


m-im maom = 2-Zom = 24662) 
kkez) 


Logo, a + bé par, como queriamos demonstrar. 


amamen 


a) No universa dos números naturais, vamos considerar as propriedades: 


579, 3,-)ep=>qouA CE, 


b) Consideremos, no universo dos quadriláteros, as propriedades: 


Nesse cas, A é a conjunto dos losangos e 8 éo conjunto dos paralelogramos e, portanto, A C B. Logo, 
P= q, ou seja, ser losango implica ser paralelogramo, ou, ainda, se um quadrilátero é losango, então 
ele é paralelogramo. 

Outra implicação: Se dois números inteiros, a eb, são pares, então seu produto é par. 

Nesse caso, temos um teorema (proposição que devemos demonstrar) em que a hipótese é "a e 
b são dois números pares inteiros quaisquer" e a tese é “o produto a + b é par" 

Vamos fazer a demonstração ou prova, que consiste de uma sequência finita de pastagens lógicas 
que permite, a partir da hipótese (p), chegar à tese (g). 


Como a é um número inteiro par é da forma = 2n (n E 2) 
Como bé um número inteiro par é da forma b = 2m (m E2). 


É Agora é com você. Demonstre que se dois números inteiros a e b são impares, entào seu produ- 
to a - b é ímpar Lembre-se de que um númera inteiro impar qualquer pode ser escrito na forma 


Um pouco mais... 


Textos e exercícios que ajudam a 


aprofundar o conteúdo do capítulo. 


o 
Es 


EEE 


tam 


Região Norte 


+ quimica 


(UFPA) A quantidade x de nicotina no sangue di- 
minutu com o tempo t de acordo com a função. 


ranet 


metade em 2 horas, em 5 horas existirà no sangue: 
(e necessário considerar JE = 141) 


a) mas dexo 
B) uk deme. 
q 200% dex. 


Bologa 


(UFR) Em pesquisa recente realizada por cientistas 
brasliros de uma universidade federal comprova. 


4. ciências Sociais 
(UFP) Um boato se espalha da seguinte manera: 
no primeiro dia, apenas uma pessoa tem onher 
mento dele; no segundo, ela conta a outras trës pes- 
soas e, a cada dia que passa, todas as pessoas que 
Sabem do boato contam- no para três novas pessoas 
Assim a sequência formada pelo número de pesso- 

ie as que sabem da boato, em termos dos dias que 

pascam, é dada por. 816,64 Em umacidadecom 

Vi milhão de habitantes, quantos das serão neces. 

sários para que todas as pessoas sejam informadas 

do boato? (Aproxime sua resposta para o menor 

intero maior ou igual 20 valor obtida. Dados use a 

aproximação log (15-10) = 2052} 

au 


a quantidade inicial x se reduz à 


d) z038 dexo 
o) 2064 de xo. 


ram que a arranha e o mioedo-dourado saoe- | b) 13 


pécis em extinção no Brasil Com o objetivo de | aja 


preservar essas espécies, foram reunidos numa re- 
Serva forestal 120 aranhas e 80 micos- legs 


as 


fados. Constatou-se, após alguns anos, que ces. | e) 16 
ementa da população de aranhas fo 5% a0 ano e 


que a população de micos cresceu tara de 0% aa 


no. Em quanto: 


união desses animats na reserva, o númerodem 


cos deve chegar 


selog 3 = 0377 elog 2047 = 008) 


a) 25ans 
b) 20anos 
é) 30anos 
d) 15anos 
e) 10anos 


Região Nordeste 


3. quimia 


neh) Cada elemento radioativo, seja natural 
ou obtido artificalmente, se desintegra a uma velo 


cundequethee: 
necessário para 


metade da stnadade inicial O cobalto 60, ca radia- 
oê muito utiizada em equipamentos de radiate- 


Tapa, tem mela- 


tempo necessärio para que BOO g de cobalto 60 


sejam reduzidos 
anos, é guala: 
ano, 

ias. 

g 3o. 

as 

da 


(UFRN) Se logo + togay = 3, com x e y inteiros 
maiores que então 

arm. 

bjx+y= an 

gxy=z 

dep 


tempo, aproximadamente, após à 


ão dobro do namera de aranhas 


Região Centro-Oeste 
6. fa 
UFCG) Alei de resfriamento de Newtonestabele 
ceparados corpos Ae 8 comtemperaturasde 80°C 
é 160 "C, respectivamente, imersos num melo com 
temperatura constante de30"C, que as temperaturas. 
t, serão dadas pelas fun- 
caracteristica Meada é atempo 


que a sua atividade seja reduzida à 
es aê que corpos tenham temperatura Iguais? 


aa ilogs 
e | o pa 1t 
njat 

5 por desintegração, a 125 g, em ud 
ant 


a (Bjo 


ant 


7 tua 
(UEG-G0) A intensidade de um terremoto, medida 
a escala Richter, é um número que varia de! = O 
até = 89 para o maier terremoto conhecido é 

Bogel E) 
dado pela óemul | = Žiogu( É) em quet éa 
energia berada na terremoto em qulowatts-hora 

E10- kwh. Aumentando em uma unidade 
3 intensidade do terremoto, a energia Iberada a 
multiplicada por um número 
3) nointenvlode 30240. 9 nointeralode20a30. 


bi maiorquedo. d menor que zo 


re ofgntaqueatição tj) 


descreva a população de microrganismos no solo de 
um terreno com residuos ticos no instante t > O, 
dada em minutos contados a partur da instante im 
Balt = 0, e que essa função satisfaça as seguintes 
tondições: 

L número de micrarganimos emt = 065-10. 

n pawa 

Com base nessas informações, julgue os itens que 
se seguem: 

3) O valorde Pé superiora 10" 

ty Oquecente X eintenora s 


Regio sudeste 

3. nologia 
PICESH) Todo doque durante a ua ano 
mol produz ovas ou sementer deve ser destruido em 
qualquer perado de saa xstëncia ou durante uma 
Stacio qualquer porque, de outro modo, com base 
rag plan nm a da 
dent: aumentara tanto que nenhuma elo con 

abs de mentos 

Com has aura adota dr or 
num franca mapa qu deponia BOS, 
chegando as gerações em umana Supondo que È- 
dos ovos de cada mariposa monem e ques 
raios remanescentes sejam femeas então, o 
“al de no o namero de descendentes femeas, 
de uma ünica mariposa: (use: 3° = 9 765 625) 
al sera malor que milhões 
È) estars compreencidoentre mise mes. 
o) estarā compreencidoertre mio mães. 
d) estará compreendido ente mise mães. 
3) sera menor que muhões 


Vestibulares de Norte a Sul 


Questões de vestibulares, de todas as regiões geográficas do Brasil, 


relacionadas aos conteúdos estudados. 


Caiu no Enem 


Questões extraídas do 
Enem classificadas de 
acordo com as unidades 


10. quimica 
FUGA acidez de uma solução liquida é medida 
pela concentração de fons de hidrogênio H' na so- 
Jução A medida de acidez usada è o pH, definido por 
pH = loga [47 em que [Ha concentração de 
Jons de hidrogêni Se Uma cerveja apresentou um 
pHide 0 eum sucode laranja, um pHi de30entäo, 
felativamente a essas soluções, é coreto afirmar 
quea razão (concentração de ions de hidrogênio na 
Terve). quoziente (oncantração de lons de hidro- 
gênio na suca} é igual z 
a noor 
boo 
am 
aj 2000 


Região Sul 
1. Quimica, 
nises) As substâncias radioativas emitem partt- 
tulas e apresentam uma tendência naturala se dè- 
Sintegrar- Assim, com o passar da tempo, sua massa 
vai diminuinda. Suponha que um certo material 
Tadioativo perde, todo dia, 5% da massa que possuia 
no diaantenor Se hojeele tem 15g. que massa terá, 
aproximadamente, daquia 2 dias? 
ave anag 
busig di 988g 
daag 


Quimica 
UELPE) O lodo é um elemento radioativo util- 
zado em Medicina nuclear para exames de breoide 
€ posaui meia-vida de 8 dias Para descarte de ma- 
tenal contaminado com gde lodo 181, sem prejuizo 
para o melo ambiente, laboratorio aguarda queo 
mesmo fique reduzido a 10 g de material radioa- 
tivo Nessas condições, o praza minimo para desear 
te do material ède: (Dado: logn Q) = 03) 

a) 20 das, 

b) s0 dias. 

e, mo dias. 

a 160 dias. 

e) 200 dias. 


(PUCRS) A equação = 6 pode ser solucanada par 
melo da asa do gráfica da função dada por 

a f= de 

DIA = 

a f= am 

ani 

e) fle) = logo 


a] 
É emo | Pensando = — 
[ER Esse EO | no Enem Atenção! Ainda que seja pedido 
E SE mm = Assinale", “Indique”, etc. 
E EEEE] Atividades p em algumas questões, nunca 
A ESSES | Ontextualizadas que S T O 
(| pamaine esem | visam o desenvolvimento respostas no caderno. 
; mE memos | das competências e 
Do E esses | habilidades previstas na 
O Re = Matriz do Enem. 
Em = Objeto Educacional Digital 


Este ícone indica Objetos Educacionais 


Digitais relacionados aos conteúdos 


do livro. 
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UNIDADE 


Números 
e funções 


O Brasil é uma república federativa constituída político-administrativamente 
por 26 estados e um distrito federal, que estão agrupados em cinco regiões. 

Os estados estão divididos em municípios, que totalizam, aproximadamente, 
5565 em todo o país, entre os quais foram escolhidos doze para receber os jogos 
da Copa do Mundo de 2014, sediada no Brasil. 


e i - O 


Manaus (AM) 


| 

| 

| 

| 

$ 
Fortaleza (CE) 
Natal (RN) 


Cuiabá (MT) 
Brasília (DF) 


| ne 
Curitiba (PR) 
> O 


Porto Alegre (RS) & 


Belo Horizonte PY 
(MG) 


Rio de Janeiro (RJ) 


São Paulo (SP) 


Fuleco, o tatu-bola 
mascote da Copa 
do Mundo de 2014. 


Museu de Artes 


orizonte (MG) | e Ofícios. 


Área 330,954 km? 
Densidade 7251,5 hab./km? 
IDH 0,839 

PIB R$42,15 bilhões 


População 2375444 


Praça dos Três Poderes, 
monumento Os Candangos. 


Área 5802 km? 
Densidade 407,3 hab./km? 
IDH 0,844 

PIB R$ 117,6 bilhões 


População 2562963 | 


Arsenal de Guerra da 
Capitania de Mato Grosso. 


Área 3 538, 167 km? 
Densidade 153,4 hab./km? 
IDH 0,821 

PIB R$ 9,01 bilhões 


População 551350 


Jardim Botânico. 


Área 434, 967 km? 
Densidade 4111 hab./km? 
IDH 0,856 

PIB R$ 43,3 bilhões 


População 1746 896 


Teatro José 
de Alencar. 


Área 313,140 km? 
Densidade 7748 hab./km? 
IDH 0,786 

PIB R$ 28,3 bilhões 


População 2447409 


Teatro Amazonas. 


Área 11400 km? 


Densidade 150,2 hab./km? 
IDH 0,774 
PIB R$ 38,1 bilhões 


População 1802525 


1. Qual é a cidade-sede da Copa co 


2. Qual é a região do Brasil com 


Ponte de Todos, 
Newton Navarro. 


Área 170,298 km? 
Densidade 4 638 hab./km? 
IDH 0,788 

PIB R$ 8,7 bilhões 


População 803 811 


Centro Cultural Usina 


Área 496, 827 km? 
Densidade 2 878,7 hab./km? 
IDH 0,865 

PIB R$ 36,8 bilhões 


População 1409 939 


Teatro Santa Isabel. 


Área 218 km? 
Densidade 6 422 hab./km? 
IDH 0,797 

PIB R$ 22,5 bilhões 


População 1536 934 


a = 


Área 1264,296 km? 


Densidade 5 190,5 hab./km? 
IDH 0,816 
PIB R$ 154,8 bilhões 


População 6323 037 


Elevador Lacerda. 


Área 706,799km? 
Densidade 3 840 hab./km? 
IDH 0,805 

PIB R$ 29,7 bilhões 


População 2 676 606 


Estação da Luz. 


| Área 1522,986 km? 

| Densidade 7 216,3 hab./km? 
IDH 0,841 

| PIB R$ 357,1 bilhões 


| População 11244369 


r Índice de Desenvolvimento Humano (IDH)? 


ero de cidades-sede da Copa? 


Fonte de dados: <«www.portal2014.org.br/cidades-sedes>. Acesso em: 4 mar. 2013. 


Conjuntos 
numéricos 


Os números naturais (inteiros positivos) e as razões entre eles (ra- 
CONTEÚDO 


DIGITAL cionais) eram os únicos tipos de números trabalhados pelos gregos até 
o século V a.C. Eles acreditavam que esses números fossem suficien- 


Grandeza: algo que tes para comparar duas grandezas quaisquer de mesma espécie — 
pode ser medido. E 


segmentos de reta, áreas, volumes, etc. 

A primeira grande crise no desenvolvimento da Matemática ocorreu 
quando se percebeu que havia segmentos de reta cuja medida não 
correspondia a nenhuma razão entre dois números naturais, o que 
significava que a reta numerada continha pontos que não correspon- 
diam a nenhum número conhecido. Esses novos números foram cha- 
mados irracionais. 

O “número de ouro” dos gregos, símbolo da harmonia e da beleza, 
é um dos mais famosos exemplares dos números irracionais, represen- 


1+ 5 , 
tado por Ea que corresponde, na forma decimal, ao número 


1,61803398... Esse número está presente em diversos elementos da 
natureza, arte, arquitetura, música e literatura. 


Veja alguns exemplos: 


e O caramujo Nautilus marinho apresenta a razão áurea em seu cor- 
po segmentado em forma de espiral, chamada espiral de ouro. 
Pode-se construí-la a partir de retângulos cujos lados estão na 
razão áurea. 


e A obra Mona Lisa (1503-1506), de Leonardo da Vinci (1452-1519), apre- 
senta a razão áurea em várias partes. Por exemplo, se fizermos um 
retângulo ao redor do seu rosto e dividirmos a medida do compri- 
mento pela largura, obteremos o número de ouro. 
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e O Partenon, em Atenas, na Grécia, é um templo grego construído por 
volta de 440 a.C., cuja medida da largura dividida pela altura resulta 
em aproximadamente 1,6 m. 


ES RSRS do : 
To NE EG SA a As 
Nautilus com a concha vazia. 


e O modelo de violino Stradivarius é conhecido por sua qualidade 
de som. Antônio Stradivari (1644-1737), que foi o construtor desse 
modelo, seguia uma simetria perfeita, ou seja, se medirmos o 
comprimento total do violino e medirmos o comprimento do tam- 
po e depois dividirmos esses números obtidos, obteremos o nú- 
mero de ouro. 

A construção dos conjuntos numéricos permaneceu por séculos 
como uma grande questão entre os matemáticos, sendo amplamente 
Violino do modelo pesquisada, e culminando, no século XIX, com a teoria dos conjuntos 
Stradivarius. de George Cantor (1845-1918). 


ÉS Números 


Os dois principais objetos de que se ocupa a Matemática são os números e as figuras geométricas. 
Quando comparamos uma grandeza e uma unidade obtemos um número. Se a grandeza é discreta, a 
comparação é uma contagem e o resultado, um número natural. Por exemplo, quando contamos o número 
de selos de uma coleção, aqui a unidade é 1 selo. 
Se a grandeza é contínua, a comparação é uma medição e o resultado é um número real. Por exemplo, 
quando medimos a distância em quilômetros entre duas cidades, aqui a unidade é 1 km. 


Os números estão presentes de modo marcante no nosso dia a dia. Junte-se a um colega, analisem e 
resolvam as seguintes situações envolvendo números que vocês já estudaram no Ensino Fundamental. 


a) c) 
1 E 
3 45 6 7.808 ê 
0N2B84151 E 
17 1819 20 21 22 â 
4 i Ê Em uma receita para 12 rosquinhas são 
E necessários 2 copos de leite. 
Quantas semanas completas temos de 27/7 a Se dona Laura pretende fazer 36 rosqui- 
15/10 do mesmo ano, incluídos esses dois dias? nhas, que quantidade de leite vai usar? 6 copos. 
11 semanas completas. 
b) d) 


Em uma cidade de Santa Catarina, a temperatu- 
ra as 2hera —3 ºC. 

Das 2h às 5h houve uma variação de —2 ºC. 

Das 5h às 8h a variação foi de +4ºC. 

Das 8h às 11h a variação foi de +3 ºC. Qual é a área, em m?, desse terreno de forma 

Qual foi a temperatura registrada às 11h? +2ºc quadrada? 100 m? 


Em cada uma dessas situações usamos os números para contar ou medir. Neste E 
j 7 Lo, . Para refletir 
capítulo, vamos recordar e aprofundar o que você já sabe sobre os importantes Onde mais você usa 
conjuntos numéricos: o dos números naturais (IN), o dos números inteiros (Z), o dos números? Troque 
> 3 : . : % . ; ideias com seu colega. 
números racionais (Q) e o dos números reais (IR). Você também aprenderá um pou- 
co sobre a linguagem dos conjuntos. 


Capítulo 1 e Conjuntos numéricos B 


Resposta pessoal. 


Ø A noção de conjunto 


A noção de conjunto é bastante simples e fundamental na Matemática, pois a partir dela podem ser 
expressos todos os conceitos matemáticos. 
Um conjunto é uma coleção qualquer de objetos. Por exemplo: 


a) conjunto das unidades federativas da região Centro-Oeste do Brasil: C = (Mato Grosso, Mato Grosso do 
Sul, Goiás e Distrito Federal) 


b) conjunto dos números primos: B = 2,3,5,7,11,13,.. 


c) conjunto dos quadriláteros: O = (quadriláteros) 
Um conjunto é formado por elementos. Um objeto a qualquer pode ser elemento de um determi- 
nado conjunto 4. Quando for, dizemos que: 


e a pertence a A e escrevemos a E A. 
Caso contrário, dizemos que: 


e q não pertence a À e escrevemos a É A. 
Nos exemplos acima, temos: 


a) Mato Grosso E Ce Paraná É C, 
Você sabia? 


b) 2EBe9EB; Para indicar que 2 não 

c) retângulo EQe triângulo & Q. pertence a I, escrevemos 2 É I. 
Outra maneira de representar um conjunto é por meio de uma propriedade ou condição. 
Por exemplo, consideremos a propriedade: 

p: x é um número natural ímpar. 

Essa propriedade pode ser expressa pelo conjunto | = (1,3,5, 7, 9, 11, ...}. Assim, é indiferente dizer que x possui 
a propriedade p ou que x pertence a I (x € 1). 

Consideremos agora a condição c: 

c: x é um número natural que satisfaz a condição x > 5. 

Essa condição pode ser expressa pelo conjunto A = (6, 7, 8, 9,10, ...). Nesse caso, também é indiferente 
dizer que x satisfaz a condição c ou que x E 4. 

Agora, consideremos dois conjuntos, E e F. Se todos os elementos de E forem também elementos de F, 
dizemos que E é um subconjunto de F ou que E está contido em F ou, ainda, que E é parte de F. Indicamos esse 
fato por E C F que pode ser lido das seguintes maneiras: 

e E é subconjunto de F; e E está contido em F; e E é parte de F. 

Podemos representar esse subconjunto em um diagrama: 


e 


Se E não for subconjunto de F, escrevemos E É F. Nesse caso, existe pelo menos um elemento de E que 
não pertence a F. 


Exemplos: A 
a) Se A é o conjunto dos retângulos e B é o conjunto dos quadriláteros, então A 
A C B, pois todo retângulo é um quadrilátero. C > 
b) Se C = {1, 2, 3} e D = {1, 2, 4}, então C Ė D, pois 3 E C e 3 & D. Nesse caso, 


também D ¢ C. 
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É5 Conjunto dos números naturais (IN) 


“Deus criou os números naturais. O resto é obra dos homens.” 


Leopold Kronecker 
O conjunto dos números naturais é representado por: 


N=0,1,2,3,4,5,6,7,8,..+ 


O primeiro elemento desse conjunto é o zero. O sucessor do zero é o 1, 
o sucessor do 1 é o 2, e assim por diante. Representa-se o sucessor de um 
número natural qualquer n por n + 1. Como sempre podemos obter o 
sucessor de um número natural, dizemos que o conjunto dos números 
naturais é infinito. Tal fato é representado pelas reticências (...) no final. 

Os números naturais são usados nas contagens (por exemplo: a 
população brasileira é de aproximadamente 190 milhões de habitantes), 
nos códigos (por exemplo: o CEP de uma empresa em São Paulo é 
02909-900) e nas ordenações (por exemplo: o 1º estado brasileiro em 
superfície é o Amazonas e o 2ºé o Pará). Às vezes, são usados também 
para expressar medidas de grandezas: 8 horas, 10 cm, 3 litros, 50 kg, 
100 km/h, 1570 745 km?, etc. 


Glow Images 


Yuri Tuchkov/Shutterstock/ 
Lara S.A. Iwanicki/kino.com.br 


Hodômetro: os números indicam Placa de carro: os números 
a quantidade de quilômetros já representam códigos de identificação. 
percorridos por um carro. 


Um subconjunto importante de IN é o conjunto IN*, obtido excluindo 


o zero de IN: 
N =2 34560) 


Um subconjunto de IN ou parte de IN é o conjunto dos números 
naturais pares (P): 


P=024 6810 07) dü P=Qn;nelIN 


Indicamos assim: P C IN. (Lê-se P é um subconjunto de IN ou P está 
contido em IN ou P é parte de IN.) 


Ea 


Em IN é sempre possível efetuar a adição e a multiplicação, ou 
seja, a soma e o produto de dois números naturais sempre resultam 
em um número natural. Já a subtração 3 — 4, por exemplo, não é 
possível em IN. Daí a necessidade de ampliar o conjunto IN introdu- 
zindo os números negativos. 


Promova um pequeno debate com os alunos, 
perguntando o que eles entendem da frase de 
Kronecker. Estimule-os a refletir sobre o que 
seria “o resto”. 


Para refletir 

* Qualquer número natural tem um 
único sucessor? Sim. 

* Números naturais diferentes têm 
sucessores diferentes? Sim. 

* O zero é o único número natural que 
não é sucessor de nenhum outro? Sim. 

* Existe um número natural que é 
maior do que todos os outros? Não. 


2º 


Pódio: os números indicam 
a ordem dos vencedores. 


Fique atento! 

Sempre que queremos excluir o zero 
de um conjunto, colocamos o 
asterisco (*) no símbolo que o 
representa, por exemplo IN*, IR*, etc. 


Você sabia? 

* Todo múmero par p pode ser escrito na 
forma p = 2n, em que n é natural. 

«Semençsão naturais, então m + ne 
m : n também serão sempre naturais. 


As imagens desta página não estão 
em proporção entre si. 
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Conjunto dos números inteiros (7) 


Reunindo os números naturais e os números inteiros negativos, obtemos o conjunto de todos os números 
inteiros, que é representado por: 


A= ke sa = O cdi 


Algumas grandezas, como a temperatura, são indicadas por números inteiros. 


Termômetro indicando temperatura negativa. 


Destacamos os seguintes subconjuntos de Z: 


e IN, pois IN C Z. Veja a representação no diagrama. 


Você sabia? 
Z A letra Z é inicial da palavra Zahl, que 
N significa ‘número’ em alemão. 


e Z* = Z — {0} ou Z* = {.., —4, —3, —2, —1, 1, 2, 3, 4, ...} 
Observe que na figura a seguir há uma simetria em relação ao zero. 


Ee ° 
=4=3 =2=1 0 1 2 3 


Do 


O oposto ou simétrico de 3 é —3, bem como o oposto de —3 é 3, valendo: 
3 + (—3) = -3+3 =0 
No conjunto Z é sempre possível efetuar a adição, a multiplicação e a subtração, ou seja, a soma, o 
produto e a diferença de dois números inteiros resultam sempre em um número inteiro. E todas as pro- 
priedades das operações em IN continuam válidas em Z. 


Já da divisão de dois números inteiros nem sempre resulta um 


número inteiro. Veja exemplos: 
x a Não, todo número natural é inteiro. 
a) (—8) : (+2) = —4 —> é possível em Z 
ND ; Para refletir 
b) (-7) : (+2) =? > não é possível em Z * Existe número natural que não é inteiro? 


A x 2 . . * Existe número inteiro que não é natural? 
Assim, foi necessário ampliar o conjunto Z. 
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Sim, os números inteiros negativos. 


5 Conjunto dos números racionais (Q) 


Ao acrescentarmos as frações não aparentes positivas e negativas ao con- 
junto Z, obtemos o conjunto dos números racionais (Q). Assim, por exemplo, 
são números racionais: 


, ,0, l 
2 4 2 


, 


3 Bi > e2 
4 3 
Observe que todo número racional pode ser escrito na forma 7 
coma E Z, b E Z e b oO. Por exemplo, 
6 2 10 3 2 0 


2 = ,l==,2 = 5 ,—>,0 = , etc. 
3 2 5 4 3 2 


Podemos, então, escrever: 


Você sabia? 
Fração aparente é aquela que 
indica um número inteiro: 


12 =3; E = —4; etc. 

4 2 
A aparência é de fração, mas 
representa um número 


inteiro. 


O conjunto Q dos números racionais é formado por todos os números 
que podem ser escritos na forma de fração com numerador e 


denominador inteiros e denominador diferente de zero. 


Simbolicamente, indicamos assim: 


o= (x|x = 


y 


lê-se “tal que” 


coma ELbEZLebAO) 


A restrição b O é necessária, pois o divisão de a por b, só tem signi- 


ficado se b não for zero. 


Se b = 1, temos A = 


n/a 


, O que implica que Z é subconjunto de Q. Como 
NCZeZ CO, temos: 


NCZCQ 


Agora, com os números racionais, podemos efetuar divisões que eram 
impossíveis só com números inteiros. Exemplos: 


a) 17:9 = A ou Té ou 1,8888... 
9 9 


b 9:03) = san 


Estimule os alunos a relacionar a 
linguagem usual com a linguagem 
simbólica. Por exemplo, a E Z 
significa ʻa é um número inteiro’. 


Você sabia? 
A designação “racional” 


: a 
surgiu porque - - pode ser 


vista como uma razão entre 
os inteiros a e b. A letra Q, 
que representa o conjunto 
dos números racionais, é a 
primeira letra da palavra 
“quociente”. 


Verifique se os alunos 
compreenderam a linguagem 
matemática:N C Ze Z C Q, 
então IN C Z C Q, ou seja, “se IN é 
parte de Z e Z é parte de Q, então 
IN é parte de Q”. 
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Representação decimal dos números racionais 


Dado um número racional a b * O, sua representação decimal é obtida dividindo-se a por b, podendo 
resultar em: 


e decimais exatos, finitos, quando o denominador contiver apenas os fatores primos de 10 (2 e/ou 5). Exemplos: 


ERR E Sos ps O ge 
2 2x5 10 5 5x2 10 
2 
a E 1x st n 03 a 8 - RE z 3x5 -6 -06 
4 2x2 2x5 100 20 2x5 2x5 100 


e decimais periódicos ou dízimas periódicas, infinitas, quando o deno- 
minador da fração na forma irredutível contiver algum fator primo 
diferente de 2 e 5. Exemplos: 


a) é = 0,666... (o período é 6) e representamos assim: é = 06; 
b) 1 = 0,0909090... = 0,09 (o período é 09). 


> ; a 
Da mesma forma que um número racional 5 pode ser represen- 
tado por um número decimal exato ou periódico, estes também po- 


f +- g z 
dem ser escritos na forma de fração p que recebe o nome de fração 
geratriz do decimal. 


Acompanhe como escrever a fração geratriz de cada decimal a seguir: 


a) 0,75 c) 0,414141... 
N = 04944... 
0,75 = 2 > fração geratriz i 
100 4 100N = 4,414141... 
100N = 41 + 0,414141... 
100N = 41 + N 
99N = 41 
41 a : 
= — — fração geratriz 
99 
b) 0,222... d) 0,178 
x= 0222... N= 0,1787878... 
10x = 2,222... 10N = 1,787878... 
10x = 2 + 0,222... 10N = 1 + 0,787878... (0,787878... = Z . Verifique. 
10x=2+x 78 
= 10N =1+ — 
9x 99 
x= n — fração geratriz 990N = 99 + 78 
N= IL — fração geratriz 
990 i 


Você sabia? 


Fique atento! 

A representação decimal tem um 
grande valor prático comparado com 
a representação em forma de fração. 
Foi o matemático holandês do século 
XVI Simon Stevin (1548-1620) quem a 
sistematizou em seu livro A dízima, 
publicado em 1585. 


Porque é a fração que dá 
origem ao número decimal. 


Para refletir 
Por que esse nome, “fração geratriz”? 


O número 0,999... é igual a 1, pois o símbolo 0,999... representa o número cujos valores aproximados são 0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; 


etc. cada vez mais próximo de 1. Dizemos que essa sequência tem 1 como limite. 
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Números racionais e medidas de grandezas 
Historicamente, os números racionais estão associados a resultados de medi- 

ções empíricas de grandezas. Por exemplo, ao medir o comprimento do segmento 

de reta com uma unidade u de medida 1, podem ocorrer duas possibilidades: 


Segmento de reta: parte da 
reta compreendida entre dois 
de seus pontos distintos, 

o denominados extremos. 

12) A unidade u cabe em AB um número inteiro de vezes: 


A B u 


Vamos supor que u caiba exatamente p vezes em AB. Então a medida de AB = p unidades, em que p é um 
número natural. Na representação acima a medida de AB é 5u. 
2º) A unidade u não cabe um número inteiro de vezes em AB: 


A B u v 


Nesse caso, procuramos um segmento de reta v que caiba q vezes no segmento unitário u e p vezes no 
-75 - . sa = DE 
segmento de reta AB. A medida de v será a fração — e, consequentemente, a medida de AB será p vezes 


Fam Quando tal segmento v existe, dizemos que os segmentos de reta u e AB são 
q 


p 


ou seja, igual a 


comensuráveis e a medida de AB é o número racional 


Na figura acima, temos que a medida de AB = sou ou 5,5u. Se tomássemos a unidade u como sendo 1 


centímetro (1 cm), teríamos que a medida de AB = 5,5 cm. 
Observação: Nem sempre existe o segmento v nas condições acima, ou seja, nem sempre dois segmentos 
são comensuráveis. Estudaremos isso ainda neste capítulo. 


Os números racionais na reta numerada 


Imaginemos uma reta na qual foram fixados um ponto a 
O, chamado de origem, e um ponto U, diferente de O. To- 2 2 3,23 
ATi i : =da OFU 2333. 
mamos o segmento OU como unidade de comprimento (de mpu j e o oH 
medida 1). Escolhemos também um sentido para ser o po- k mime Tl O Ea Ea tA E 
Si : : sentido —— 
sitivo. Agora, podemos localizar na reta numerada qualquer unidade positivo 


número racional. 5 i 
Por exemplo, veja a localização dos números racionais 3: Sh —2,6; 3,25 e 2,333... além dos inteiros 


—4,-3,-2,—1,0,1,2,3,4e5. 


Para refletir 

« Entre dois números 
inteiros, sempre há um 
outro número inteiro? 

« Entre dois números 
racionais sempre há um 


° t fica entre 0 e 1: dividimos o intervalo em 3 partes iguais e tomamos duas 


no sentido de O para 1. 


° + fica entre —2 e —1, no ponto médio do intervalo. 


25 1 outro número racional? 
e 3,25 = 3—— = 3— fica entre 3 e 4: dividimos o intervalo em 4 partes iguais Converse com um colega 
100 4 . sobre isso. 
e tomamos uma no sentido de 3 para 4. 
Veja as respostas no 
3 | E gh i . . Manual do Professor. 
e 2,333.. = a = e fica entre 2 e 3: dividimos o intervalo em 3 partes iguais 


e tomamos uma no sentido de 2 para 3. 


Todo número racional tem um ponto correspondente na reta numerada. Mas nem todo ponto da reta 
numerada corresponde a um número racional. Assim, o conjunto Q não “preenche” toda a reta numerada, é 
como se existissem “buracos” a serem completados com um outro tipo de número: os números irracionais. 
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(5 Números irracionais 


Por muito tempo, acreditou-se que os números racionais eram suficientes para medir todos os segmentos 
de reta, ou seja, que todos os segmentos eram comensuráveis. Os discípulos de Pitágoras também acredita- 
vam nisso, mas foram eles próprios que descobriram que o lado e a diagonal de um quadrado são segmentos 
de reta incomensuráveis (veja a página 22). 


Ao medir a diagonal de um quadrado cujo lado mede uma unidade de compri- Di : 
2o iagonal de um polígono 


mento chegamos a um número que não é racional. Acompanhe: convexo: segmento de 
reta que liga dois vértices 
não consecutivos de um 


Usando a relação de Pitágoras: poligono convexo: 
d = 12 + 12 Estimule os alunos a ler, 1 d 
2 interpretar e debater o 
d'=2 texto da página 22. Se 
d = 2. necessário, recorde com 


eles a relação de Pitágoras. 


A pergunta é: que número, elevado ao quadrado, resulta em 2? Com o uso de uma calculadora, podemos 
obter parte da representação decimal do número fazendo aproximações sucessivas. 


E = qu = 1(menordoque 2) 


j . 2 estáentrele 2 
2º = 4 (maiordoque 2) 


es Rs = 1,96 (menor doque 2) 


3 . 2 está entre 1,4e1,5 
(1,5)* = 2,25 (maior doque 2) 


(1,41)? =1,9881 (menor doque 2) 


2 =? 
(142)? = 2,0164 (maior do que 2) 


) V2 está entre 1,41 e 1,42 


1,414)? = 1,999396 doque 2 | 
T= ) a a E TE 
(1,415)* = 2,002225 (maior doque 2) 


Se continuarmos esse processo, não chegaremos nem a uma representação decimal exata nem a uma 
dízima periódica. Portanto, V2 não é um número racional (veja a demonstração desse fato na página 22). 
Os números que não admitem uma representação decimal exata nem uma representação na for- 
ma de dízima periódica chamam-se números irracionais. V2 é um número irracional, pois a represen- 
tação decimal de V2 possui infinitas casas decimais não periódicas. 
A sequência 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; etc. aproxima-se do número irracional: 
2 = 1414213562... 


Observação: Para fazer cálculos, usamos valores racionais aproximados de “2, comov2 =1,41 ou 2 =1,4142. 


Há infinitos números irracionais; veja alguns: 
a) 0,10100100010000100000... 
b) 2,71727374... 


c) A raiz quadrada de um número natural não quadrado perfeito é irracional: V3 ; 5; — 8; —10. 


d) A raiz cúbica de um número natural não cúbico perfeito é irracional: 4/7; 4/11; — 415; — 3/25. 


0,8660254... 


~f 


= 1,3416408... 
1- 
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q (Pi) é irracional 


O número x é obtido dividindo-se a medida do Você sabia? 
comprimento de qualquer circunferência pela medi- * Que os matemáticos já demonstraram que t é um número 
a . irracional? 
da de seu diâmetro (m E 3,1415926535...). Veja algumas * Que o número irracional m foi calculado com o auxílio de 
aproximações para m: um computador, obtendo-se 1,2 trilhão de casas decimais 


Eq] sem que tenha surgido uma decimal exata ou uma dízima? 
A demonstração feita pelos matemáticos é o único modo 
3I<m<32 que temos de saber que nenhum computador vai encontrar 
34<7<315 periodicidade no cálculo dos algarismos decimais do 7, 
E dic mesmo que examine alguns trilhões de dígitos. 
etc. 


O número de ouro dos gregos, & (Fi), é irracional 


Considere um segmento de reta AB cuja medida AB é de 1 unidade de comprimento. Nele podemos 
localizar um ponto C, de tal modo que C divide AB na seguinte proporção: a razão entre o segmento todo 
e a parte maior é igual à razão entre a parte maior e a parte menor. 


A C B 

.— gy 

Ie ja] 
X =X. 


AB AC 
Assim, — = —— , ou seja 
AC CB 
I- xX >x? =1-x>xX +x-1=0 
xX =X 
Resolvendo essa equação, o valor positivo de x é a 1 ; 
Consideremos a razão: 
= 1 o 2(N5 +1) +55 
x 5 —1 (V5 — (NS +1) 2 
2 
Estimule os alunos a 
d) = Iry S = 1,6180339887.. Pesquisar sobre o 
2 i número áureo ou 
número de ouro dos 
gregos. 


NYT/The New YorkTimes/Latinstock 


S5 


o : : 1+ ` , > 
Esse número irracional, = cujo valor aproximado racional 


é 1,618034, é conhecido como número de ouro, razão de ouro ou 


ainda razão áurea. 

Para os gregos, o número de ouro representava harmonia, equi- 
líbrio e beleza. Por esse motivo, muitas construções gregas tinham 
como base esse número. Mas foi no século XIII que o matemático 
Fibonacci constatou que o número de ouro está presente também 
na natureza. No Renascimento, a revalorização dos conceitos es- 
téticos gregos levou grandes pintores, como Leonardo da Vinci, a 


utilizar o número de ouro em suas pinturas, como na obra Mona Mona Lisa, óleó'sobre téla de Leonardo 
Lisa, citada no início deste capítulo. O 7%⁄ero de ouro será retomado no da Vinci 
? P ` capítulo 7, que aborda sequências. ` 
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Leituras 


A crise dos irracionais 


Como já dito anteriormente, os pitagóricos acreditavam que, 
tomando-se quaisquer dois segmentos, eles seriam comensurá- 
veis. Para eles, o dogma de sua doutrina, “TUDO É NÚMERO”, 
referia-se aos números racionais, já que eles não concebiam a 
existência de outros números que não fossem racionais (inteiro 
ou fração). 

Assim, como estudamos, ao medirem a diagonal de um qua- 
drado cujos lados medem 1 unidade de comprimento, os pitagó- 
ricos se depararam com o número irracional 2 = 1414213562. 
ou seja, descobriram que o lado desse quadrado e sua diagonal são 
segmentos incomensuráveis. 

Essa descoberta causou, na época, grande constrangimento, 
pois punha por terra um dos dogmas centrais dos pitagóricos: 
“TUDO É NÚMERO” (racional). 

Conta-se que Pitágoras proibiu seus discípulos de divulgar tal 
descoberta para não abalar a sua doutrina, mas um deles, Hipaso, 
quebrou o voto de silêncio e foi, por isso, duramente punido. 

A resistência aos números irracionais prosseguiu por vários 
séculos, até que, no fim do século XIX, o matemático George Cantor 
fundamentou-os adequadamente. George Cantor 


Araldo de Luca/Corbis/Latinstock 


i 


Busto de Pitágoras 


Interfoto/Latinstock 


Prova de que v2 é irracional 


Para provar que v2 é um número irracional, vamos supor que ele seja um número racional, ou 


seja, que possa ser escrito na forma P p E€ Z,q E Z, eq %* 0 e chegar a um absurdo. 
q 


Supomos que V2 é racional, ou seja, V2 = P consideramos £ fração irredutível, ou seja, p e 
q 
q são primos entre si, isto é, mdc (p, q) = 1. 
Elevando ambos os membros ao quadrado, temos: 


2 2 
wa = [E] > a =2 > p = 24 dl) 


Como todo número par pode ser escrito na forma 2k, em que k E Z, temos que p? = 2q° é par (II). 
L3 
k 


Assim, p° é par > p é par > p = 2m, m E Z (HI). 

Observe que: 
p =2m > pP = 4m o 2¢? = 4m 5q' = 2m b g é par >q é par (IV) 

As conclusões (III) de que “p é par” e (IV) de que “q é par” são contraditórias, já que p e q foram 
supostos primos entre si. Chegamos a um absurdo. Assim, não podemos supor que 2 é racional. 
Logo, /2 é irracional. 


Portanto, V2 = 14142135... não é uma decimal exata nem periódica. 
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Conjunto dos números reais (IR) 


Da reunião do conjunto dos números racionais com os números irracionais obtemos o conjunto dos 
números reais (IR). 

Como constatamos, os números racionais não são suficientes para preencher todos os pontos da reta numera- 
da. O conjunto IR pode ser visto como modelo aritmético de uma reta, enquanto esta, por sua vez, é o modelo geo- 
métrico de IR. Por exemplo, os pontos da reta correspondentes aos números —vV3 , V2 „etc. não são alcançados com 
os números racionais. Já os números reais esgotam todos os pontos da reta, ou seja, a cada ponto da reta corres- 
ponde um único número real e, reciprocamente, a cada número real corresponde um único ponto da reta. 

Por isso, dizemos que existe uma correspondência biunivoca entre os números reais e os pontos da reta. 
Temos assim a reta real, que é construída desta forma: numa reta, escolhemos uma origem (e associamos 
a ela zero), um sentido de percurso e uma unidade de comprimento, por exemplo: 


0 1 (unidade de comprimento) 


Observe alguns números reais colocados na reta real: 


= 4 VT 
t7 t 

T TT TT T T T TT T p 

2a 5] O 05 1152 


O diagrama ao lado relaciona os conjuntos numéricos estudados até aqui. 


Observação: Com os números reais, toda equação do tipo x? = a, com a E IN, 
pode ser resolvida e todos os segmentos de reta podem ser medidos. 


NCZCQCIR 


Desigualdades entre números reais Fique atento! 
ao reals: 
Dados dois números reais quaisquer, a e b, ocorre uma e somente uma das * Os números naturais; 


* os números inteiros; 
* OS números racionais; 
a<boua=boua>b * os números irracionais. 


seguintes possibilidades: 


e Geometricamente, a desigualdade a < b significa que a está à esquerda de b na reta real: 


T 7 »a<b 
a b 


A desigualdade a > b significa que a está à direita de b na reta real: 


7 7 -a>b 
b a 
e Aritmeticamente, vamos analisar alguns exemplos: Você sabia? 
. Ordenar os números reais 
a) 2,195... < 3,189... pols 2 <3; aritmeticamente é como 
b) 4,128... < 4,236..., pois 4 = 4 e 0,1 < 0,2; ordenar as palavras em 


um dicionário. 


c) 3,267... < 3,289..., pois 3 = 3; 0,2 = 0,2 e 0,06 < 0,08; 
d) 5,672... < 5,673..., pois 5 = 5; 0,6 = 0,6; 0,07 = 0,07 e 0,002 < 0,003, e assim por diante. 


e Algebricamente, a < b se, e somente se, a diferença d = b — a é um número positivo, ou seja, vale a < b 
se, e somente se, existe um número real positivo d tal que b = a + d. 


Uma vez definida essa relação de ordem dos números reais, dizemos que eles 

" . o eres f — 
estão ordenados. Usamos também a notação a < b para dizer que a < b ou a = b. Notação: conjunto de sinais 
Assim: com que se faz uma 


a = b lê-se a é menor do que ou igual a b. pie 
a 3 É a designação convencional. 
b = a lê-se b é maior do que ou igual a a. 
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Módulo de um número real 


O módulo ou valor absoluto de um número real r, que representamos por |r|, é considerado igual a r 
se r > 0 e igual a —rser< 0. Por exemplo: 
a) |2| = 2, porque, neste caso, r =2e2>0 
b) |0| = O, porque, neste caso, r = O 
c) | -2| = —(-2) = 2, porque r = 2e —2 < 0 
Resumindo, podemos escrever: 


Il=nserz0 e |r| =-rser<0 


Geometricamente, o módulo de um número indica, na reta real, a distância =3 0 2 

desse número ao zero. E P E i 
uniqades unidades 

e distância do 2 ao O: 2 unidades — |2| = 2 
e distância do —3 ao O: 3 unidades —> |-3| = 3 

Veja outros exemplos: 
a) B1 =3 q vZ] = (7) = v7 
b) |-6| = —(-6) = 6 d) |0| = 0 


Podemos observar que o módulo de um número real qualquer nunca é negativo, ou seja, é sempre 
positivo ou zero. 


Exemplos: 
a) 2- |5| =2-5=10 g) |3 — x| quando x = 7 
b) |-7| + |-2|=7+2=9 Ped pn -4| = 
c) |-3| — |+8| = 3 — 8 = —5 h) |x? — 3x — 10| quando x = 2 
d) |-5 + 3| = |-2| = 2 þe — 3x — 10| = |4 — 6 - 10| = |~12| = 
e) |—5| + 3| =5+3 = 8 i) þe] com x EIR 
f) I(—5)(—4)| = |20| = 20 Comox E IR = xX? > 0 e, pela definição, |x?| = x°. 


Distância entre dois pontos na reta real 


Considerando a reta real representada por: 
C D A B 


T T T ne 


E: 0 2 5 


podemos determinar, pelo módulo, a distância entre dois pontos dessa reta fazendo a correspondência entre 
os pontos da reta e números reais: 
e a distância entre A e B é AB = |5 — 2| = |3| = 3 
e a distância entre Ce D é CD = |(—4) - (5) = I| = 1 
e a distância entre D e A é DA = |2 — (—4)| = |6| = 6 
e a distância entre B e Cé BC = |(—5) — 5| = |-10| = 
Observe que: 
e a distância entre A e B é AB = |5 — 2| = |3| = 3 
e a distância entre B e A é BA = |2 — 5| = |-3| = 3 
Logo, AB = BA. Verifique outros exemplos e veja que essa desigualdade ocorre sempre. 
De modo geral, é possível demonstrar que: 


Na reta, se a é a coordenada do ponto A e b é a coordenada do ponto B, então 
a distância entre A e B pode ser escrita por |a — b| ou |b — a|, que são iguais. 


PU Unidade1 - Números e funções 


Exercícios 


Veja resolução do exercício 11no Manual do Professor. 
1. Escreva, usando chaves, os subconjuntos de IN. 


a) M(6): conjunto dos múltiplos de 6. o o 


b) D(6): conjunto dos divisores de 6. D(6) = {1, 2,3, 6} 

c) A: conjunto dos números primos | menores do que 20. 
3,5,7,11,13, 17,19} 

d) C: conjunto dos números naturais usarados per- 


feitos. C = (0,1,4,9,16,25,36,49,..) Chame a atenção dos 
alunos para o fato de que as reticências (..) dos itens a e d significam “infinitos”. 
Represente o conjunto formado pelos possíveis valores 
de x em cada item. 
a) xENex<3 {0,1,2} 
bxeZex= 212, 
co) xENexs + (0,1) 


41,0,1,2,3) 
dxeZe-2<x=<3 


e) xE Ne x < q Não existe 


f)xeZex<o 
(..,—3,-2,-1) 


3. Formule um problema que envolva números inteiros 
e dê para um colega resolver. Resposta pessoal. 


4. Copie e complete o diagrama a seguir, colocando nele 
as letras dos conjuntos numéricos IN, Z e Q de forma 
adequada. 


Depois distribua os seguintes números nos locais ade- 
quados: 


3 4 


= 8 5// 058 2 8 O 8-2 Es 0,555... 


5. Associe cada número racional abaixo à letra corres- 
pondente marcada na reta numerada. 


D E G BF AC 
Se DD 4 4a 
4 7 5 
e 1— e— A e —— e E 
3 10 4 
e —2,5 D e 0,181818... B e 0,7 F 


6. Dê a representação decimal dos seguintes números 


racionais: 


7 3 7 2 us 
a) — 0,875 b — 015 co — 14 d) 1> 1,6 
E 4 o i 


7. Determine a geratriz A dos seguintes decimais pe- 


riódicos: F 
a) 0,333... 3 c) 0,242424... 33 
b) 0,1666... + d) 0,125777... 28. 
2250 
8. Coloque em ordem crescente os números reais: 
TERE: osel egne etat 
—; 05; —; —; 0,52; 0,25 2 10 5 
10 Rs 


valor para x. 


ATENÇÃO! 
Não escreva no 
seu livro! 

9. Identifique como decimal exato (finito), decimal infi- 
nito periódico ou decimal infinito não periódico cada 
um dos números a seguir: 
a) 0,555 Exato. 

b) 0,1454545 Exato. 


c) 0,1231251271291211... 


Infinito não periódico. 


d) 0,26666... 


Infinito periódico. 


e) 0,020020002.. 


Infinito não periódico. 


f) 0,789145 Exato. 
10. AE Entre os números reais —/3 e +45: 
a) quantos números naturais existem? E números 
inteiros? 3;4 
b) quantos números racionais existem? E números 
irracionais? Infinitos; infinitos. 


11. moura Fazendo conjecturas com o uso da calculadora 
Usem a calculadora, substituam x e y por números 
reais quaisquer várias vezes e verifiquem se as afirma- 


ções abaixo são verdadeiras: EE 
Você sabia? 


a) Nx Vy = XxX yv Conjecturar é levantar 
hipóteses, é inferir que 
) x +4y = Jx +y F algo é provável. 


Agora, elevem ambos os membros ao quadrado nos itens 
a e b e verifiquem se sua conjectura estava correta. 


12 DESAFIO 


EmEQUIPE Façam o que se pede. 


a) Efetuem cada operação: 


“2+46 - 6+ 1016 
-2+68 * 100 + 200 300 
«4+87n e 26 + 60 86 

e 10 + 1222 e8 +816 


b) Notem que só foram usados números pares nas 
operações acima. E sobre os resultados obtidos? Há 
algum padrão que pode ser percebido em todos 
esses resultados? Todos os resultados são números pares. 


c) Conjecturem uma regra para esse padrão (uma hipó- 
tese sobre o padrão observado). Algo do tipo: “sempre 


que...” ou “toda... 
Veja a resposta SE itens ce d no Manual do Professor. 
d) Lembrando que qualquer número par p sempre 


pode ser escrito na forma p = 2n, em que n é natu- 
ral, tentem provar a conjectura acima. 


13. S 
) |-7 7 e) |-9] + |—7| 16 
b) Im -3| 7-3 f) —|-7| -7 
c) ao g) |-2 + 5| 3 
d) (—3) + |-5] -15 h) |2x— 1| quando x = —5 
14. Se P corresponde ao número —127, Q corresponde ao 


número 238 e M corresponde ao número —31, calcule 
PO, PM e MQ. PQ = 365; PM = 96; MQ = 269 
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n 


8 A linguagem de conjuntos Qi, 


Relação de inclusão entre conjuntos 


Dados os conjuntos A e B, se todo elemento de A for também elemento de B, A está contido em Be 
escrevemos A C B, como já estudamos na página 15. 
A relação A C B chama-se relação de inclusão. 


Propriedades 


A relação de inclusão possui três propriedades básicas. Dados os conjuntos A, B e C quaisquer de um 
determinado universo U, temos: 


A C A (propriedade reflexiva). 
Se A C B e B C A, então A = B (propriedade antissimétrica). 


Se A C Be B CC, então A C C (propriedade transitiva). 

A propriedade antissimétrica é sempre usada quando se quer provar que dois conjuntos são iguais. Para 
provar que A = B, basta provar que A C B (todo elemento de A pertence a B) e que B C A (todo elemento de 
B pertence a A). 

A propriedade transitiva é fundamental nas deduções. Na lógica, ela é conhecida como uma forma de 
raciocínio chamada silogismo. Por exemplo: 

P: conjunto dos paulistas 
B: conjunto dos brasileiros 5 


S: conjunto dos sul-americanos B 
i È aaa P 
Todo paulista é brasileiro. CD 
Todo brasileiro é sul-americano. 


Então, todo paulista é sul-americano. 
SePCBeBC S, entãoPCS. 


Veja outro exemplo: 

N: conjunto dos números naturais 

Q: conjunto dos números racionais R 

IR: conjunto dos números reais g 
Todo número natural é racional. C J 
Todo número racional é real. 
Então, todo número natural é real. 
SeNCQeQCIR,entãoNCR. 


Complementar de um conjunto Fique atento! 
O complementar de um conjunto só 
Dado o universo U = {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} e o conjunto A = {1, 3, 5, 7), tem sentido quando fixamos um 


A C U, dizemos que o complementar de A em relação a U é (0, 2, 4, 6, 8, 9}, comun o ERA 


ou seja, é o conjunto formado pelos elementos de U que não perten- 


cem aA. 

De modo geral, dado um conjunto A, subconjunto de um universo U, U 
chama-se complementar de A em relação a U o conjunto formado 
pelos elementos de U que não pertencem a A; indica-se C$ ou Al ou A <€ ) 
(lê-se complementar de A em relação a U). At 


Logo, A! = (x|x E Uex tg Ab 
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Propriedades 
É possível demonstrar a validade das seguintes propriedades: 
2) (a8) = À para todo A C U (o complementar do complementar de um conjunto A é o próprio conjunto 4). 


2?) Se A C B, então BEC Al (se um conjunto está contido em outro, seu complementar contém esse outro). 
Escrevendo de outra forma, temos: 
ACB>BÍCA! 
De 1º) e 22), conclui-se que: 


32) AC Bê B! C AL Ao final deste capítulo existem alguns assuntos opcionais relacionados a esse 
tema. É a parte que envolve as relações lógicas (implicações, contrapositiva, etc.). 


Veja a resolução do exercício 17 no Manual do Professor. 


15. Escreva três conjuntos X tal que A C X, sendo 17. Copie o diagrama abaixo no caderno e hachure os 
A = 2,4, 6). Exemplos: X = {2,3, 4,5, 6}; X = {2, 4, 6, 8); conjuntos fazendo uma figura para cada item. 
X=10,2,4, 6h X = (2,4, 6]: X = 24 bish 
X=Ņ. U 
16. Dados U = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, A = 10, 2, 4, 6, 8), A b 
B = {l, 3,5, 7, 9} e C = {2, 4}, determine: 
a) Cô {1,3,5,7,9} 
b) CË {0,2,4,6,8} 
c) CG {0,1,3,5,6,7,8,9} C 
d) C4 {0,6,8} a) Câ b) Bº e) CS 
z i Você sabia? 
Operações entre conjuntos Esta maneira de 


representar 
conjuntos usando 
curvas fechadas 


Reunião ou união de conjuntos 


Dados dois conjuntos, A e B, a reunião A U B é o conjunto forma- não entrelaçadas 
. chama-se diagrama 
do pelos elementos de A mais os elementos de B: de Venn em 
AUB={ģ{x|xEAouxEB} homenagem ao seu 
a e = = criador, O 
Por exemplo, se A = 82, 6)eB= $, 6}, então A U B = ß, 5, 6}. Ep 


Observação: Este “ou” da reunião não é o “ou” de exclusão da linguagem Venn (1834-1923). 
E E teatro” Elesignifica: AUB t3 Na fotografia ao 
usual “vamos ao cinema ou ao teatro”. Ele significa: se x E A U B, então lado, apresentamos 
x E A ou x E B ou x pertence a ambos, isto é, x E A U B quando pelo uma das janelas da 
menos uma das afirmações, x € A ou x E B, é verdadeira. Faculdade de Gonville e Cats 
z (Universidade de Cambridge), 
que homenageia John Venn, estudante 


Intersecção de conjuntos e professor dessa instituição. 


Dados dois conjuntos, A e B, a intersecção A N B é o conjunto formado pelos elementos que pertencem 
simultaneamente a A € a B: 


ANB=ix|xeA4exeB) 
Por exemplo, se A = 2,4, 6} e B = {2, 3, 4, 5}, então AN B = 2, 45. 
Observações: 


1?) x E AN B quando as duas afirmações, x E A e x E B, são simultaneamente verdadeiras. 


23) Se A N B = Ø, então os conjuntos A e B são chamados disjuntos. 
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Propriedades da união e da intersecção 
Dados três conjuntos, A, Be C, valem as propriedades: 
PAUB=-BUA U U 
A N B = B N A (comutativa) 
23 (AUB)UC=AU(BUC) 
(ANB) AC=AN (BN £) (associativa) É x 
3)AN(BUC=(ANBJU(ANO) AN(BUC) (ANBU(ANO) 
AU (BN C) = (A U B) A (A U Q) (distributiva) Opiera 
4?) A C B é equivalente a A U B = B e também é equivalente a A N B =A 


AUB=B ANB=A 


Constate a veracidade dessas propriedades de um modo geral, representando os conjuntos por diagramas, 
como foi feito com a 3º e a 4º propriedades. 


Diferença entre conjuntos 


Dados os conjuntos A = {0, 1, 3, 6, 8, 9} e B = (1, 4,9, 90), podemos escrever o conjunto C formado pelos 
elementos que pertencem a A, mas que não pertencem a B. Assim, C = (0,3, 6, 8). 
O conjunto C é chamado diferença entre A e B e é indicado por A — B (lê-se A menos B). 


De modo geral, escrevemos: 
Fique atento! 
A-B=(xlxeAex EB Se B C A, então A — B = C}. 


Nos diagramas abaixo, a diferença A — B está colorida. 
o & 


Exercício resolvido 


CONTEÚDO 
DIGITAL 


passo a passo: exercício 1 


Co 


Resolvido passo a passo os projetos de cada catálogo, ele verifica que G e 

C terão 10 páginas em comum; G e G terão 

1. (Enem) Um fabricante de cosméticos decide pro- 6 páginas em comum; G e G terão 5 páginas em 
duzir três diferentes catálogos de seus produtos, comum, das quais 4 também estarão em G. 

visando a públicos distintos. Como alguns produ- Efetuando os cálculos correspondentes, o fabrican- 


tos estarão presentes em mais de um catálogo e te conclui que, para a montagem dos três catálogos, 
ocupam uma página inteira, ele resolve fazer uma necessitará de um total de originais de impressão 
contagem para diminuir os gastos com originais igual a: 

de impressão. Os catálogos G, C e G terão, res- a) 135. c) 118. e) 110. 
pectivamente, 50, 45 e 40 páginas. Comparando b) 126. d) 114. 


[28) Unidade 1 + Números e funções 


1. Lendo e compreendendo 


a) O que é dado no problema? 
É dado o número de páginas de cada catálogo, 
destacando-se quantas páginas serão comuns 
aos três catálogos. 

b) O que se pede? 
Pede-se a quantidade mínima de originais de 
impressão necessária para imprimir completa- 
mente os três catálogos. 


2. Planejando a solução 


Devemos fazer uma nova leitura do problema, com 
muita atenção, para saber qual é a quantidade de 
páginas em comum entre os catálogos. O uso do 
diagrama de Venn ajuda muito nessa leitura e na 
obtenção de informações. 


3. Executando o que foi planejado 


Como são três catálogos, desenhamos um dia- 
grama de Venn com três círculos, que represen- 
tarão os catálogos G, C e G. As regiões comuns 
entre os círculos representam as páginas em 
comum entre os catálogos. Dessa forma, tere- 
mos sete regiões distintas, conforme mostrado 
a seguir: 
Páginas iguais nos 


catálogos C e C, e 
que não estão em C. 


Páginas exclusivas 


do catálogo C. 


Páginas 
exclusivas do 
catálogo C.. 


Páginas iguais nos 
catálogos C, e C, e 


Páginas exclusivas 


Páginas iguais do catálogo C.. 


nos catálogos C, 
e C, e que não 
estão em C.. 
Páginas iguais 
nos três catálogos. 


Começamos a preencher o diagrama pela parte 
central, que corresponde às páginas iguais nos três 
catálogos. Do enunciado, descobrimos que são 
quatro. A partir daí, preenchemos cada região de 
páginas iguais tomando dois catálogos por vez. Por 
exemplo, se no enunciado lemos que C; e G terão 
5 páginas em comum, das quais 4 também estarão 
em G, então apenas 1 página é comum a G e G, 
não estando em G. 


que não estão em C, 


Portanto, o diagrama preenchido fica assim: 


A soma de todos os números das sete regiões nos 
dará a quantidade de originais de impressão ne- 
cessária: 

38 +6+4+2 +34 +1+33 = 118 originais 
distintos. 


4. Verificando 


Do diagrama de Euler-Venn, percebemos que são 
34 + 1 +33 = 68 páginas que não pertencem ao 
catálogo 1. 


Como o catálogo 1 tem 50 páginas, então precisa- 
remos de 50 + 68 = 118 originais distintos. Assim, 
verificamos a resposta e ela está correta. 


5. Emitindo a resposta 


A resposta é a alternativa c. 


6. Ampliando o problema 


a) Se a tiragem de cada catálogo, G, C e G, for, 
respectivamente, 3 000, 4000 e 6 000 impres- 
sões, quantas páginas serão impressas no 
total? 570 000 páginas impressas. 


b) A gráfica que vai imprimir os catálogos cobra 
R$ 1,00 por página se a tiragem for até 5 000 
cópias da mesma página, R$ 0,80 se a tiragem 
for de 5 001a 10 000 cópias, e R$ 0,70 para tira- 
gens acima de 10 000 cópias. Assim, qual é o 
custo unitário do catálogo G considerando-se 
as quantidades apontadas no item a? R$ 47,20 


Discussão em equipe 


Troque ideias com seus colegas sobre a impor- 
tância de ainda haver catálogos impressos nos 
dias atuais. Um catálogo eletrônico (em um site 
na internet, por exemplo) não seria mais eficaz, 
além de poupar o corte de árvores para a fabri- 
cação do papel? 
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Veja a resolução dos exercícios 23 e 26 no Manual do Professor. 
18. Dados os conjuntos A = {0, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, B = 2,4,5, 
6, 9}e C = {0, 3, 6, 9, 10}, determine: 


a) AUB c) AUC e) AN (BNC) {6} 
(0,2,3,4,5,6,7,8,9) ` {0, 3,4, 5,6,7, 8,9,10} 

b) ANB d) (A A B) U C 
{4,5, 6} {0, 3, 4, 5, 6, 9,10} 


19. Dados os conjuntos A = {a, b, c, d, e, f, g}, B = {b, d, g, h, Ù} 
eC = {e, f, m, n}, determine: 


a) A — B {a,c,e,f} c) B—A (hi) 
bB-Cs d) (A-BU(B-A) 
(a, ce fhi 
20. Empupia Com os conjuntos numéricos dados, efetuem 


as operações de união e intersecção: 


a) Ze Q b) QeR 
ZUQ=QeZNQ=Z OUR=ReQNR=Q 
21. ARPE Determinem: 
a) NUZ z c) (NUZ)UQQ 


b) (NNQUZ z d) (ZAN) NQ N 


22: 


Indique simbolicamente a parte colorida no diagrama: 


a) A B b) [a B 


C E 
(AUB)NCou (ANBJU(BNC ou 
(ANQU(gnd) (AUconB 
Copie o diagrama ao lado no U 
caderno e hachure os conjun- 
tos, fazendo uma figura para 


23. 7 E 


cada item. 
a A-B co) B-C 
b) A-C d) B-A é 


24. Um professor de Língua Portuguesa sugeriu em uma 
sala de aula a leitura dos livros Helena, de Machado 
de Assis, e Iracema, de José de Alencar. Vinte alunos 
leram Helena, 15 leram só Iracema, 10 leram os dois 
livros e 15 não leram nenhum deles. 

a) Quantos alunos leram Iracema? 25 alunos. 

b) Quantos alunos leram só Helena? 10 alunos. 


c) Qual é o número de alunos nessa sala? 50 alunos. 


25. Num levantamento entre 100 estudantes sobre o 
estudo de idiomas, foram obtidos os seguintes re- 
sultados: 41 estudam inglês, 29 estudam francês e 
26 estudam espanhol; 15 estudam inglês e francês, 
8 estudam francês e espanhol, 19 estudam inglês e 
espanhol; 5 estudam os três idiomas. 

a) Quantos estudantes não estudam nenhum desses 

idiomas? 41 estudantes. 


b) Quantos estudantes estudam apenas um desses 
idiomas? 27 estudantes. 


26. 


27. 


28. 


Na internet, sites de busca permitem que o internauta 
faça combinações entre as palavras que devem ser 
pesquisadas para obter os resultados desejados. Em 
geral, as regras de procura são as seguintes: 

* Quando as palavras são digitadas com um espaço 
entre elas, a busca é feita por uma palavra e a outra 
palavra. Por exemplo, digitando amor esperança 
serão procurados apenas os sites que contenham ao 
mesmo tempo as palavras “amor” e “esperança”. 
Quando se usa um sinal de — (menos) na frente de 
determinada palavra, a busca é feita excluindo-se 
os sites que contenham tal palavra. Por exemplo, 
digitando amor -esperança serão procurados os 
sites que contenham a palavra “amor”, mas que não 
contenham a palavra “esperança”. 

Com base nessas palavras, considere que um rapaz te- 
nha feito a seguinte pesquisa: amor beleza -desespero. 
No diagrama de Venn abaixo, considere que os sites com 
as palavras Amor, Beleza e Desespero estão represen- 
tados como conjuntos com a inicial da palavra, ou seja, 
ao conjunto A pertencem todos os tipos de sites que 
contêm a palavra Amor, e assim por diante. Copie o dia- 
grama em seu caderno e pinte as regiões que represen- 
tam corretamente o resultado da busca feita pelo rapaz. 


B 


D 


Numa pesquisa feita com 1000 famílias para verificar a 
audiência dos programas de televisão, foram obtidos os 
seguintes resultados: 510 famílias assistem ao programa 
A, 305 assistem ao programa B e 386 assistem ao progra- 
ma C. Sabe-se ainda que 180 famílias assistem aos pro- 
gramas A e B, 60 assistem aos programas B e C, 25 assis- 
tem a A eC, e 10 famílias assistem aos três programas. 

a) Quantas famílias não assistem a nenhum desses 

programas? 54 famílias. 


b) Quantas famílias assistem somente ao programa A? 
A E i 315 famílias. 
c) Quantas famílias não assistem nem ao programa 


A nem ao programa B? 365 famílias. 


Uma pesquisa mostrou que 33% dos entrevistados 
leem o jornal A, 29% leem o jornal B, 22% leem o jornal 

C, 13% leem A e B, 6% leem B e C, 14% leem Ae Ce 6% 
leem os três jornais. 

a) Quanto por cento não lê nenhum desses jornais? 43% 
b) Quanto por cento lê os jornais A e B e não lê C? 7% 


c) Quanto por cento lê pelo menos um jornal? 57% 


be ooo oo 
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Oriente as duplas a tentar encontrar a solução dessas situações. Para isso, disponibilize alguns minutos de troca de ideias. Depois, pergunte os 
resultados obtidos e, principalmente, como chegaram a eles. Caso alguns alunos não encontrem a solução, resolva as situações na lousa. Depois, peça 
que tentem generalizar a situação, criando uma “fórmula” para ela. 


Número de elementos da união de conjuntos 


Vamos estudar como obter o número de elementos da união de conjuntos. Para isso, forme uma dupla 
com um colega e tentem resolver as duas situações propostas a seguir: 


12) Em uma sala de aula com 50 alunos foi feita a seguinte pergunta: “Quem gosta de futebol?” e 40 
alunos levantaram o braço. Depois de abaixados os braços, perguntou-se: “Quem gosta de vôlei?” e 
30 alunos levantaram o braço. Nenhum aluno deixou de levantar o braço. 

a) Como é possível 40 alunos gostarem de futebol e 30 alunos de vôlei (40 + 30 = 70) se apenas 50 pessoas 
estavam na sala? Alguns alunos levantaram os braços duas vezes. 
b) Quantos responderam que gostam dos dois esportes? 20 alunos. 


2º) Em outra classe com x alunos repetiu-se a pergunta: “Quem gosta de futebol?” e 30 alunos levantaram 
o braço. Depois de abaixados os braços, também se perguntou: “Quem gosta de vôlei?” e 25 alunos le- 
vantaram o braço. Nenhum aluno deixou de levantar o braço e 10 levantaram o braço duas vezes. De 
acordo com essas informações, determine quantas pessoas estavam na sala. 45 pessoas. 


Agora, consideremos A o conjunto dos números ímpares de O a 10 e Bo conjunto dos números primos 
de O a 10. Então: 
A={,3,5,7, 9> n(A) =5 
B = 9,3,5, => n(B) = 4 
AN B= 8,5, 7} # Ø => n(A N B) = 3 (número de elementos da intersecção A N B é igual a 3) 
AUB=fl, 2,3,5,7, 9> n(A U B)=6 
Observe que n(A N B) = n(A) + n(B), pois há três elementos comuns a ambos os conjuntos [n(A N B) = 3]. 


Assim: 
6 = 5 Ei 4 T7 3 Fique atento! 
y y y y A representação n(A) significa 
n(A U B) = n(A) Ea n(B) = n(A N B) a quantidade de elementos no 


conjunto A. 


De modo geral, quando A e B são conjuntos finitos, tem-se: 


n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B), quando A N BD 


Demonstração: 
Observe que n(A) inclui n(A N B) e n(B) também inclui n(A N B): 
A B 


ANB 
n(A U B) = [n(A) — n(AAB)] + n(A4ABY + [n(B) — n(A N B)]> 
= n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B) 
No caso particular de A N B = Ø, temos: n(A U B) = n(A) + n(B), pois n(A N B) = 0. 


Observação: No caso de três conjuntos, A, B e C, é possível provar que a fórmula que indica o número de 
elementos da união AU BU Cé: 


n(AUBUC)=n(A) +n(B) + n(C) —- n(ANB)—- nBN O —- n(ANO +n(ANBNO 


Agora, usando as fórmulas, verifiquem se vocês acertaram as respostas das situações propostas acima. 
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Exercícios resolvidos 


2. Em uma sala de aula 10 alunos gostam de Mate- 
mática, 16 gostam de Arte, 5 gostam das duas dis- 
ciplinas e 8 não responderam. Quantos alunos há 
nessa sala? 


Resolução: 


A: alunos que gostam de Matemática 

B: alunos que gostam de Arte 

A N B: alunos que gostam de ambas as matérias 
A U B: alunos que gostam de Matemática ou Arte 
n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A NB) 
n(AUB)=10+16-5=21 

Então, os alunos que gostam de Matemática ou de 
Arte são 21. Com os 8 que não responderam, temos 
29 alunos nessa sala. 


. Das 40 pessoas que participaram de uma pesquisa, 
30 gostam do jornal 4, 20 gostam do jornal Be 
5 não gostam de nenhum. Qual é a quantidade de 
pessoas que gostam dos dois jornais? 


Resolução: 


A: pessoas que gostam do jornal A 

B: pessoas que gostam do jornal B 

AM B: pessoas que gostam de ambos os jornais 
A U B: pessoas que gostam do jornal A ou do 
jornal B 

n(AUB)=40-5=35 

n(AU B) = n(A) + n(B) — n(A N B) 

35 = 30 + 20 -x>x=15 

Então, são 15 pessoas que gostam dos 2 jornais. 


TT ——————— 


29. Se n(A U B) = 14, n(A) = 10, n(B) = 9, determine 
n(A A B). 5 


30.Uma prova com duas questões foi dada a uma classe 
de 40 alunos. Dez alunos acertaram as duas questões, 
25 acertaram a primeira questão e 20 acertaram a 
segunda questão. Quantos alunos erraram as duas 
questões? 5 alunos. 


31. Se n(A) = 18, n(B) = 23, n(A N B) = 7, determine 
n(AU B). 34 


32.Numa pesquisa com 83 pessoas sobre programas 
de televisão, 41 responderam que gostam do progra- 
ma 4, 56 que gostam do programa B e 7 que não 
gostam de nenhum deles. Quantos pesquisados 
gostam de ambos? 21 pesquisados. 


Ø Intervalos reais e; 
Certos subconjuntos de IR, determinados por desigualdades, têm grande importância na Matemática: 
são os intervalos. Assim, dados dois números reais, a e b, com a < b, tem-se: 


a) Intervalo aberto 


Você sabia? 
= <X< 
á b (a, b) xERIa<x< b} * A bolinha vazia (©) indica 


que os extremos a e b não 
pertencem ao intervalo. 

* A bolinha cheia (°) indica 
que os extremos a e b 
pertencem ao intervalo. 


b) Intervalo fechado 


y ~o la, b] = {x ERla =x b} 


c) Intervalo fechado à esquerda e aberto à direita 


la, b) = {x ER]|a s x< b} 
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d) Intervalo fechado à direita e aberto à esquerda 


e) Semirreta esquerda, fechada, de origem b 


DO mmo (—% b|=(xERiIx<b) 


f) Semirreta esquerda, aberta, de origem b 


= (—% b) =(xERIx<b) 


g) Semirreta direita, fechada, de origem a 


q ge [a +œ) = {x E R Ix = a} 


h) Semirreta direita, aberta, de origem a 


aaa a aeaaea (a, +œ) = {x ER Ix >a} 
a 
i) Reta real 
(—% +00) = IR 
Observações: 


12) — e +% não são números reais; apenas fazem parte das notações de intervalos ilimitados. 

2º) Qualquer intervalo de extremos a e b, com a # b, contém números racionais e irracionais. 

32) Há outras formas de representar intervalos abertos, usando colchetes em vez de parênteses. Por exemplo: 
e (a, b] = Ja, b] e (a, b) = Ja, bl 


Veja resposta do exercício 34no Manual do Professor. 


33. Escreva os intervalos representados graficamente: 34. Represente graficamente na reta real os seguintes 
intervalos: 
a) ET === SU EFER [-4,2] 

4 2 a) Xe RI I<x<3 dixeRiIZ=x<7n 
+ pal b) (—%, 2] e) x ERIx< —4 
qto “Jd c) [53 1] f) 10,6) 
d1 n RR , ! SE 

Pa > | 35. Associe V ou F a cada uma das seguintes afirmações: 
) a) 2€ß,6]v d) 3 {Xx ER13<x<4}v 
e a 

-v3 v3 3,48 ] b) —1 € (55, —1) F e) {2, 5} C [O, +o) v 
aO OMH . 
f) 0,75 0,90 (0,75; 0,90) o) 0€E(xXER|I-I<x<Tv 
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Operações com intervalos 


Como intervalos são subconjuntos de IR, é possível fazer operações 
com eles. As operações de intersecção, união, diferença e complementar 
serão apresentadas por meio de exercícios resolvidos. 


Exercício resolvido 
4. DadosA=(xE R|I-1<x<1eB= 
a) ANB; b) AU B; (e)) Al = Eb 


Resolução: 
a) ANB 


(3,5) representa o conjunto dos elementos 3 e 5. 

(3,5) representa o conjunto dos números reais entre 3 e 5 e também 
representa o par ordenado de abscissa 3 e ordenada 5. 

[3,5] representa o conjunto dos números reais de 3 até 5. 


Para refletir 
Analise os possíveis significados 
de (3,5), (3,5) e [3,5]. 


[0, 5). Determine: 


- ANB=KERIO<x<NW=[0,1 


aus aooo o o AUB=ERII<x<5|=]1,5 


= A-B=(xeRI-I<x<0Of=]-1,0[ 


d) Cê 
$ não se define, pois A Ġ B. 


36. Dados os conjuntos a seguir, determine o que se pede: 
a) A=[,4]eB=B,6:ANBAUBeA —B 
B=[3,4;AUB=[2,6]ea-B=[[2,3) 
b) A speki- aei XERIİX<ŅAUBe 
BNA AUB=]—%,4[eANB=]—%,1[ 
c) A = [-2, 0)e B = [+, +AAUBeANB 
AUB=[-2,+0[eANB=[-1,0) 
(-5,2],B= [-6, 6] e C = (—%, 2], calcule: 
c) (A U B) N C[-6,2] 


d) A A (B U C) (-5,2] 


37. Dados A = 
a) AU BUC ]-%,6] 


b) AAN BN C(-5,2] 
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38.Dados os intervalos A = [—1,4], B = [1,5], C = [2,4] 
e D = (1, 3], verifique se 1 pertence ao conjunto 
(A N B) — (C — D). sim. 


39. moura O diagrama de Venn para os conjuntos A, B 


e C decompõe o plano em oito regiões. Desenhem o 
diagrama, numerem as regiões e exprimam cada um 
dos conjuntos abaixo como reunião de algumas des- 
sas regiões. 

a) (A? U BJ b) (Aĉ U B) U CE 


Veja resolução do exercício 39 no Manual do Professor. 


10 Situações-problema envolvendo 
números reais, grandezas e medidas 


Os números estão presentes em praticamente todas as situações de nossa vida. A seguir, apresentamos 
uma série de exercícios e situações-problema que ilustram isso. Eles podem ser resolvidos em duplas. 


Exercícios 


40. Arredondamento, cálculo mental e resultado aproximado | 42.Você sabe quais são os quatro estados brasileiros na 


Em uma fazenda, foram colhidas 1123 caixas de laranjas 
em um mês e 783 caixas no mês seguinte. Nesses dois 
meses, aproximadamente, quantas caixas de laranjas 
foram colhidas? Como se quer aproximadamente o nú- 
mero de caixas, podemos arredondar os números e somar. 


arredondamos 
123 ———>» 1100 
arredondamos 
+ 783 > + 800 ai 
resultado 
1900 aproximado 


Nesses dois meses foram colhidas, aproximadamente, 
1900 caixas de laranjas. Arredonde, encontre o resulta- 


ordem do maior para o menor em termos de área ocu- 
pada? Confira sua estimativa usando as informações 
a seguir e descubra as áreas aproximadas dos estados 
em quilômetros quadrados. 
Pará: 75% do Amazonas. 
Amazonas: (16 X 100 000) km 
Minas Gerais: 50% do Pará. 


Pará: 1200 000 km; 
2 Amazonas:1 600 000 km?; 
* Minas Gerais: 600 000 km; 
Mato Grosso: 900 000 km”. 


Mato Grosso: E de Minas Gerais. 


Agora, escreva o nome dos quatro estados de acordo 


com a ordem decrescente de suas áreas. 
Amazonas, Pará, Mato Grosso e Minas Gerais. 


43. No jogo de basquete, as cestas podem valer 3 pontos, 


do aproximado e indique a resposta que você acha mais i: 
2 pontos ou 1 ponto (lance livre). Encontre todas as 


provável. Em seguida, confira o resultado com os de seus 


maneiras de um time fazer 15 pontos. (Sugestão: faça 


colegas. . 
130 55 x uma tabela organizada.) Veja a tabela no Manual do Professor. 
a) Pommi — 120 e) Eome —— 45 
) = mo X ) xe 44.José Roberto viajou de São Paulo para Brasília. Seguiu, 
depois, para Salvador e, finalmente, de Salvador foi 
300 8g para Recife. 
b) 3 x 297 = 600 f) 402:5 L sox 
900x 800 Distância terrestre (em km) 
Pa 2x a 220 São Paulo | Brasília | Salvador | Recife 
c) 908:201 <10 g) 79 + 122 < 210 
e 200 ã 
å São Paulo — 1015 2052 2716 
160 350x at 
Brasília 1015 — 1542 2223 
d) 139 x 41 < 1600x h) 502 — 149 450 
16 009 400 Salvador | 2052 | 1542 = 842 
41. Arredondamentos ; 
Faça arredondamentos e identifique apenas o valor Recife 216 2223 842 T 


mais adequado a cada questão. 


Desconto de 9% < 


a) 


49% de uma 
b) população de 
141200 habitantes 


em R$ 298,00 S 


R$ 20,00 
—— R$30,00 x 
R$ 40,00 


70 000 habitantes x 


—— 50 000 habitantes 


80 000 habitantes 


a) Mentalmente, estime quantos quilômetros José 
Roberto viajou aproximadamente. 3300 km 


b) Faça os cálculos e determine quantos quilômetros 
ele viajou. 3399 km 


c) Invente uma questão com os dados da tabela. Tro- 
que-a com um colega e resolva a dele. Resposta pessoal. 


DEA de ur 50 km 45.0s cientistas usam a Unidade Astronômica (AU) para 

c) 100 km x medir grandes distâncias: 1,00 AU = 149,6 milhões de 

Este = 20 km km = 1496 - 10º km (distância média da Terra ao Sol). 

R$ 180,00 A distância média de Marte ao Sol é de, aproximada- 

d) E aele ya pela Ua z a R$ 95,00 mente, 228 000 000 km. De quantas AU é, aproxima- 
ba 112o B R$ 88,00 x damente, essa distância? 1,52 AU 
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46.Como você já sabe, as calculadoras são usadas para 
auxiliar a fazer cálculos complexos mais rapidamente 
do que utilizando caneta e papel. Observe que a cal- 
culadora abaixo tem teclas de memória. Os números 
podem ser armazenados na memória da calculadora 
para ser usados posteriormente. Examine o significado 
de algumas teclas: 


: Coloca um número na memória 
E: retira um número da memória 


ES: busca um número na memória 


: apaga a memória 
Veja como é fácil! Acompanhe o exemplo a seguir: 
Vamos calcular o valor da expressão abaixo usando as 


teclas de memória: 
(2496 : 32) + (6 298 : 94) 


PRETA [5 EP) [5-5 Pê 22: EX ES [5 ES | ir s 
Agora, use a calculadora para determinar o valor de: 
a) (3612: 86)-(1377:51) 1134 
b) (712 : 34) + (3 455 — 219) 27444 
c) (756 + 24) - (912 : 304) 2340 


47. Faça arredondamentos, obtenha resultados aproxi- 
mados e responda em seu caderno: em qual intervalo 
abaixo cada resultado poderá ser colocado? 


0 500 
M 
500 1000 
—e o C 
1000 1500 
—a D 
1500 2000 


Respostas possíveis: 


a) 147 + 385 A 
b) 5199 — 4 002 c 
c) 49 X19 8 


Agora, use uma calculadora e verifique suas respostas. 
a) 532; b) 1197; c) 931; d) 399,7; e) 1570 


d) 11991 : 30 4 
e) 944 + 626 D 
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48.Você sabia que: 


* a produção brasileira de petróleo é de 2,029 milhões 
de barris por dia? 


* o consumo diário brasileiro de petróleo é de 1,82 mi- 
lhão de barris? 


* a cada mês, aproximadamente, 24 bilhões de litros 
de gasolina e 41 bilhões de litros de diesel são consu- 
midos por uma frota de 33,6 milhões de veículos em 


todo o país? 
Fonte: Petrobras. Dados de 2007 e 2012. 


E A capacidade de um barril de petróleo é de 158,98 litros. 


Quantos litros de petróleo, por dia, aproximadamente, 

o país 

a) produz? 322,6 milhões b) consome? 289 milhões 

49. A polegada é uma unidade de medida de comprimen- 
to inglesa equivalente a 25 mm. O nome “polegada” 
vem de “polegar” e: 1 polegada = 25 mm = 2,5 cm. 


Dam d'Souza/Arquivo da editora 


Polegadas: 


Observe as figuras acima e utilize os valores citados 
para responder a estas questões: 


a) Qual é a medida do parafuso da figura em polega- 
das? 1,75 polegada 

b) Um parafuso com 2 polegadas mede mais ou 
menos do que 6 cm? menos. 

c) Em 1m há quantas polegadas? 40 polegadas 


d) Qual é o diâmetro, em milímetros, de um cano de 


5 de polegada? 18,75 mm 


50. Biologia 
Caloria (cal) é uma 
unidade de medida 
de energia. 


da editora 


Dam d'Souza/Arquivo 


Examine o quadro abaixo e responda: 


Tipo de lanche S T calorias 
Peito de peru light 194 
Hambúrguer simples 296 
Hambúrguer duplo 587 
X-salada 738 


a) Que lanches diferentes uma pessoa pode comer em 


um dia sem ultrapassar 1 200 cal? Por exemplo: peito de 
peru, hambúrguer simples e hambúrguer duplo; peito de peru e x-salada. 


b) Cite o nome de dois lanches tais que um deles te- 
nha, aproximadamente, o dobro de calorias do 
outro. Hambúrguer duplo e hambúrguer simples. 


c) Qual lanche possui quase quatro vezes o número 
de calorias que o sanduíche de peito de peru light? 
X-salada. 
51. Física 
O decibel — dB (a décima parte do bel) é usado como 
unidade de medida do nível de intensidade sonora. 
A Organização Mundial da Saúde (OMS) recomenda 
que, no interior de edifícios, o ruído de fundo não seja 
superior a 45 dB, que à noite, no interior de dormitó- 
rios, o ruído não seja superior a 35 dB, que os ruídos 
externos diurnos não sejam superiores a 55 dB e os 
noturnos, não superiores a 45 dB. Mas veja os sons (em 
decibéis) produzidos por: 
a) danceterias: de 85 dB a 100 dB; 


b) motos: de 80 dB a 105 dB; 
c) aviões a jato: 120 dB; 
d) grandes bandas de rock: ultrapassam 120 dB. 


Invente um problema com esses dados. Então, troque 
com um colega e resolva o dele. Resposta pessoal. 


52. Física 
Quando dizemos que um carro percorreu 240 km em 
3 horas, podemos também dizer que sua velocidade 
média foi de 80 km/h. 
a) Quantos quilômetros percorre um carro com velo- 
cidade média de 90 km/h em 3h 30 min? 315 km 


b) Quanto tempo gasta um carro para percorrer 
340 km com velocidade média de 85 km/h? 4h 


53. O planeta Terra e suas medidas (em valores aproximados) 


Nasa/Corbis/Latinstock 


Fotografia obtida por satélite 
enfocando o planeta Terra na região 
do continente sul-americano. 


Algumas informações sobre ele: 

e o diâmetro da Terra na linha do equador é de 
12 756,34 km; 

* a temperatura do planeta Terra varia de —89,2 °C a 
58 ºC; 

* o planeta Terra pesa 6,5 sextilhões de toneladas; 

* o movimento de translação da Terra dura Tano e o 
de rotação, 1 dia; 

* a superfície do planeta Terra tem, aproximadamen- 


te, 510 000 000 km? (ou 51 - 10” km?) e 2 dela são 


ocupados por água; 
« ovolume do planeta Terra é de 1083 230 000 000 km? 
ou 108 323 - 10” km’. 


Escreva: Veja a resposta deste item na seção Respostas. 
a) a grandeza e a unidade citadas em cada informação. 


b) o número 6,5 sextilhões, usando só algarismos. 
6 500 000 000 000 000 000 000 = 65 - 10° 


c) a variação, em grau Celsius, da temperatura mínima 
para a máxima do planeta Terra. 147,2ºc 


d) como se lê o número que indica a medida de volu- 


me da Terra em quilômetros cúbicos. 
Um trilhão, gitenta e três bilhões, duzentos e trinta milhões. 
e) quantos km“ da superfície do planeta Terra são ocu- 


pados por água. 382500 000 km? 


54. Você sabia que o trem japonês MLV (veículo levitado 
magneticamente) chega a desenvolver 582 km/h? 


ERR 4 < 


Getty Images 


Toru Yamanaka/Agência France-Presse/ 


Foa cm da” 3 Té i 
es Z sa s ” A AF ” Ur S 

7 A bs i a E 
Trem que opera por meio de levitação magnética. 


Em quanto tempo o trem japonês MLV faria o trecho 
de 97 km entre São Paulo (SP) e Campinas (SP)? 


Aproximadamente 10 minutos. 
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Um pouco 
mais... 


Este assunto foi colocado em uma seção optativa, pois a abordagem dele ou não fica a seu critério. 

Relação de inclusão e implicação lógica 

Vimos que uma propriedade pode ser expressa por um conjunto. Vamos considerar A o conjunto 
dos elementos de um certo universo U que possuem a propriedade p, e Bo conjunto dos elementos 
desse mesmo universo que possuem a propriedade q. Quando dizemos que: 
Fique atento! 
A implicação p > q também pode ser lida assim: 
* se p, então q; 


* p é condição suficiente para q; 
* q é condição necessária para p. 


p =q (p implica q ou p acarreta q), 


estamos dizendo que A C B. 


Exemplos: 


a) No universo dos números naturais, vamos considerar as propriedades: 
ep: n é um número natural que termina com 3; 
eq: n é um número natural ímpar. 
Então A = 8,13,23,33,..5,B=11,3,5,7,9,11,13,..)ep=> q0uA CB. 
b) Consideremos, no universo dos quadriláteros, as propriedades: 
e p: ser quadrilátero com quatro lados de mesma medida; 
eq: ser quadrilátero com lados opostos paralelos. 
Nesse caso, A é o conjunto dos losangos e B é o conjunto dos paralelogramos e, portanto, A C B. Logo, 
p = q, ou seja, ser losango implica ser paralelogramo, ou, ainda, se um quadrilátero é losango, então 
ele é paralelogramo. 
c) Outra implicação: Se dois números inteiros, a e b, são pares, então seu produto é par. 


Nesse caso, temos um teorema (proposição que devemos demonstrar) em que a hipótese é “a e 
b são dois números pares inteiros quaisquer” e a tese é “o produto a - b é par”. 


Vamos fazer a demonstração ou prova, que consiste de uma sequência finita de passagens lógicas 
que permite, a partir da hipótese (p), chegar à tese (q). 


Hipótese p: a e b são números pares inteiros quaisquer 
Teseg:a- b é par 


Vamos demonstrar que p > q. 


Demonstração: 
Como a é um número inteiro par é da forma a = 2n (n E Z). 
Como b é um número inteiro par é da forma b = 2m (m E Z). 
Assim, 
rbd 
a: b= 2k (k E Z) 
Logo, a - b é par, como queríamos demonstrar. 
Agora é com você. Demonstre que se dois números inteiros a e b são ímpares, então seu produ- 


to a - b é ímpar. Lembre-se de que um número inteiro ímpar qualquer pode ser escrito na forma 


a=2n+1 (n = Z). Trabalhe com os alunos o fato de que para mostrar que uma afirmação é falsa, basta dar um contraexemplo. 
Por exemplo: A soma de dois números ímpares é ímpar? Não: 3 + 5 = 8 


impar impar par 
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Reciproca de uma implicação lógica e equivalência 

Dada a implicação p = q, chamamos de sua recíproca a implicação q = p. Observe que nem sempre 
a recíproca de uma implicação verdadeira é também verdadeira. No exemplo b, dado anteriormente, 
temos que p = q é verdadeira, pois todo losango é um paralelogramo, mas sua recíproca q = p é falsa, 
pois nem todo paralelogramo é losango. 

Quando a implicação p => q e sua recíproca q = p são ambas verdadeiras, escrevemos p & q e lemos: 
p é equivalente a q ou p se e somente se q ou p é condição necessária e suficiente para q. 

Por exemplo: 


p: propriedade de um número natural x ser igual a 2 (x = 2) 
q: propriedade de o dobro deste x ser igual a 4 (2x = 4) 
e p =q, pois, se x = 2, multiplicamos ambos os membros da igualdade por 2 e obtemos 2x = 4. 


e q = p, pois, se 2x = 4, dividimos ambos os membros da igualdade por 2 e obtemos x = 2. 


Assim, p > q e€ q = p são verdadeiras. 


Logo, p => q e podemos escrever x = 2 & 2x = 4. 


Contrapositiva 


Já vimos que, se p é a propriedade que define o conjunto A e q é a propriedade que define o conjunto 
B, dizer que A C B é o mesmo que dizer que p = q (p implica q). 

Vamos representar por p’ a negação de p e por q' a negação de q. Assim, dizer que um objeto x goza 
da propriedade p' significa afirmar que x não goza da propriedade p (isso vale também para q' em relação 
a q). Dessa forma, podemos escrever a equivalência: 


ACB&B CA 
da seguinte maneira: 
p = q se, e somente se, q' => p' 


ou seja, a implicação p > q (p implica q) é equivalente a esta outra implicação: q' => p' (a negação de q 
implica a negação de p). 

A implicação q' => p' chama-se contrapositiva da implicação p > q. 

Por exemplo, consideremos o universo U o conjunto dos quadriláteros convexos, p a propriedade de 


um quadrilátero x ser losango, e q a propriedade de ser paralelogramo. Assim, p' é a propriedade que 
tem um quadrilátero convexo de não ser losango, e q' a de não ser paralelogramo. 


Logo: ; 
8 Para refletir 
(1) p = q: Se x é losango, então x é paralelogramo. O que é um polígono convexo? 
j i P à PERY: Polígono convexo é um polígono 
(2) q' = p': Se x não é paralelogramo, então x não é losango. cujos ângulos internos são todos 


menores que 180º. 
As afirmações (1) e (2) são equivalentes, isto é, são duas maneiras diferentes de dizer a mesma 


coisa. 
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Funções 


O conceito de função é um dos mais importantes da Matemática 
e ocupa lugar de destaque em vários de seus campos, bem como em 
outras áreas do conhecimento. É muito comum e conveniente expressar 
Fanônicias lo siisvao dei cics fenômenos físicos, biológicos, sociais, etc. por meio de funções. 
científico que pode ser descrito e Os babilônios, por volta do ano 2000 a.C., já utilizavam a ideia de 
Şxplicadoicientiticamerte, função quando faziam tabelas colocando alguns números na primeira 
coluna e o produto desses números por um valor constante na segun- 
da coluna. Assim, se o multiplicador fosse o 7, x o número da primeira 
coluna e y o número da segunda coluna, a cada x corresponderia um y, 
de acordo com a função: y = 7x. 


1 7 
2 14 
3 21 
4 28 
5 35 


Observe, na imagem ao lado, a tabela de mul- 
tiplicação por 72, que provavelmente serviu para 
o ensino da Matemática. Essa tábua, na escrita 
cuneiforme, mede 7,8 cm X 4,7 cm X 1,8 cm e foi 
feita no século XIX a.C. 

Em nosso cotidiano aplicamos o conceito 
de função sempre que pagamos por produtos 
que compramos, pois o valor a ser pago, em 
geral, varia em função da quantidade de objetos 
comprados. 


Gianni Dagli Orti/Corbis/Latinstock 


Tábua com escrita cuneiforme. Os símbolos eram 
gravados em tabletes de argila úmida, que 
posteriormente eram cozidos e secos ao sol. 
Milhares dessas tábuas resistiram até nossos dias. 


ÉS Um pouco da história das funções 


Ao longo da História vários matemáticos contribuíram pa- 
ra que se chegasse ao conceito de função atual. 

Ao matemático alemão Leibniz atribui-se a denominação 
função que usamos hoje. 

A representação de uma função pela notação f(x) (lê-se: f 
de x) foi atribuída ao matemático suíço Euler, no século XVII. 

O matemático alemão Dirichlet escreveu uma primeira 
definição de função muito semelhante àquela que usamos 
atualmente: 


“Uma variável y se diz função de uma variável x se, para 
todo valor atribuído a x, corresponde, por alguma lei ou 
regra, um único valor de y. Nesse caso, x denomina-se 
variável independente e y, variável dependente.” 


No fim do século XIX, com a disseminação da teoria dos 
conjuntos, tornou-se possível a definição formal do conceito 
de função por meio de conjuntos: 


“Dados os conjuntos X e Y, uma função f: X — Y (lê-se: 
uma função de X em Y) é uma regra que determina como 
associar a cada elemento x E X um único y = f(x) E Y.” 


x— yf 


ED Agora, junte-se com um colega e tentem responder às 
seguintes questões. 


a) Qual é a variável independente e qual é a variável 
dependente quando representamos a velocidade al- 
cancada por v = f(t} té a variável independente e v é a variável 

dependente. 

b) Qual é a variável independente e qual é a variável de- 
pendente emm = f(n)? n é a variável independente e m é a 

variável dependente. 

c) Na função f: A > B, em que a E A e b E B, qual é a variá- 
vel independente e qual é a variável dependente? 

a é a variável independente e b é a variável dependente. 


d) Existe diferença em escrever a = fib) eb = f(a}? Justifique. 
Sim, no primeiro caso, a varia em função de b ( 


é variável independente), e no 
segundo caso é o contrário, b varia em função de a (a é variável independente). 


Gottfried Wilhelm von Leibniz, 
matemático alemão (1646-1716). 


Johan Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 
matemático alemão (1805-1859). 


Você já estudou noções de funções no Ensino Fundamental. Em razão da importância do conceito de fun- 
ção, faremos um estudo mais detalhado no Ensino Médio. Inicialmente, estudaremos as ideias intuitivas ligadas 
à noção de função e, em seguida, vamos aprofundar e estudar mais formalmente esse importante conceito. 
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Roger Viollet/Getty Images 


Hulton Archive/Stringer/Getty Images 


6 Explorando intuitivamente a noção de função 


A ideia de função está presente quando relacionamos duas grandezas variáveis. Acompanhe alguns exemplos. 


a) Número de litros de gasolina e preço a pagar 
A tabela abaixo relaciona o número de litros de gasolina comprados e o preço a pagar por eles (em janeiro 


de 2013). 
1 2,70 
2 5,40 
3 8,10 
4 10,80 
40 108,00 
x 2,70x 


Observe que o preço a pagar é dado em função do número de litros comprados, ou seja, o preço a pagar 
depende do número de litros comprados. 


preço a pagar (p) = R$ 2,70 vezes o número de litros (x) comprados 
ou 
p = 2,10x — lei da função ou fórmula matemática da função ou 


Š . E vem É Fique atento! 
regra da função ou ainda representação analítica da função 


Podemos usar a notação f(x) no lugar 
de p. Assim, teríamos f(x) = 2,70x. 
Agora, responda: 


e Qual é o preço de 10 litros de gasolina? R$27,00 
Quantos litros de gasolina podem ser comprados com R$ 35,10? 13 litros 


b) Lado do quadrado e perímetro 
Atabela a seguir relaciona a medida do lado de um quadrado (€), em 
centímetros, e o seu perímetro (P), também em centímetros. 


Perímetro: medida do contorno de uma 
figura geométrica plana. 


4 
2 8 
2,5 10 ; 
3 12 
4,1 16,4 
e 4€ Nesses exemplos a Jinas está sendo representada 


por uma tabela ou por uma lei de função. 
Observe que o perímetro do quadrado é dado em função da medida 


do seu lado, isto é, o perímetro depende da medida do lado. A cada 
valor dado para a medida do lado corresponde um único valor para 


Fique atento! 
* Como não existe um símbolo para 
perímetro, algumas vezes ele é 


o perímetro. 
perímetro (P) = 4 vezes a medida do lado (€) ou 
P=4t — lei da função 


Como o perímetro depende da medida do lado, ele é a variável de- 
pendente, e a medida do lado é a cnamada variável independente. 

E» Agora, responda: 

e Qual é o perímetro de um quadrado cuja medida do lado é 3,5 cm? 


e Qual é a medida do lado de um quadrado cujo perímetro é de a cm? 
cm 
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representado por 2p (já que pé o 
símbolo de semiperímetro). 
Neste livro, no entanto, 
usaremos P para indicá-lo. 

* Podemos usar f(t) no lugar de P. 
Assim, f(€) = 


c) A máquina de dobrar 
Observe a seguir o diagrama de uma “máquina” de dobrar números. 


E 
N 
3 
É) 

n 

d 
E 
5 

[a] 


E 
e 
E 
D 
f] 
© 
o 
È 
E) 
z 
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Máquina 


|| de dobrar 


Entrada 


Veja que os números que saem são dados em função dos números que entram na máquina, ou seja, 
os números que saem dependem dos números que entram. 
Representando o número de saída por n e o número de entrada por x, temos: 


n = 2x —> fórmula matemática da função 


msn il; » Fique atento! 
» 
[» Agora, invente uma “máquina de triplicar e somar 1”, Podemosüsar fu no lugardë n: 


baseada no exemplo acima, Assim, f(x) = 2x. 
e escreva a fórmula matemática dessa função. y = 3x + 10u f(x) =3x +1 


d) Em uma rodovia, o motorista coloca 
o carro no piloto automático e man- 
tém uma velocidade constante de 


90 km/h. 

Veja a tabela que relaciona o tempo 
t (em horas) e a distância d (em qui- 
lômetros): 


Ricardo Azoury/Pulsar Imagens 


0,5 45 
1 90 
1,5 135 
2 180 
Você sabia? 
t 90t Este exemplo aborda um conteúdo estudado em Física: velocidade média. 


Observe que a distância percorrida é dada em função do tempo, isto é, a distância percorrida depende do 
intervalo de tempo. A cada intervalo de tempo considerado corresponde um único valor para a distância 
percorrida. Dizemos, então, que a distância percorrida (d) é função do tempo (t) e escrevemos: 


distância = 90 - tempo 


d = 90t —> representação analítica da função 
ka Fique atento! 
variável independente Podemos usar f(t) no lugar de d. 
Assim, f(t) = 90t. 
variável dependente 


Agora, é com você: r= 
CONTEÚDO 


e Determine a distância quando o tempo é igual a 1,8 h. 162km Denai 


e Calcule o tempo quando a distância é 81 km. 54min 


e Nesse caso, a distância percorrida é diretamente proporcional ao intervalo de tempo? 
Sim, porque duplicando uma grandeza a outra também duplica; triplicando uma a outra também triplica; etc., ou seja, a razão entre a distância 


e o tempo é sempre constante. 
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É5 A noção de função por meio de conjuntos 


Vamos, agora, estudar essa mesma noção de função usando a nomenclatura de conjuntos. Considere 
os exemplos a seguir. 


a) Observe os conjuntos A e B relacionados da seguinte forma: em A estão alguns números inteiros e em B, 
outros. 
Devemos associar cada elemento de A a seu triplo em B. 


—2 —6 
=] =3 
0 0 
1 3 
2 6 


Note que: 
e todos os elementos de A têm correspondente em B; 
ea cada elemento de A corresponde um único elemento de B. 


Nesse caso, temos uma função de A em B, expressa pela fórmula y = 3x. 


b) Dados A = (0, 4e B = 12,3, 5}, relacionamos A e B da seguinte forma: 
cada elemento de A é menor do que um elemento de B: 
Nesse caso, não temos uma função de A em B, pois ao elemento O de A 
correspondem três elementos de B (2, 3 e 5, pois 0 < 2,0 <3e0<5),e 
não apenas um único elemento de B. 


NA 
—— 


Dados A = (—4, —2, 0, 2, 4} e B = {0, 2, 4, 6, 8}, associamos os elementos 
de A aos elementos de igual valor em B: 


Observe que há elementos em A (os números —4 e —2) que não têm 
correspondente em B. Nesse caso, não temos uma função de A em B. 


d) Dados A = (-2, —1, O, 1, 2} e B = {0, 1, 4, 8, 16) e a correspondência 
entre A e B dada pela fórmula y = xf, com x E A ey E B, temos: 
e todos os elementos de A têm correspondente em B; 
«a cada elemento de A corresponde um único elemento de B. 


Assim, a correspondência expressa pela fórmula y = x° é uma função 
de A em B. 


e) Sejam Po conjunto das regiões poligonais do plano e IR o conjunto dos números reais. A cada região poli- 
gonal do plano fazemos corresponder a sua área em IR. Essa correspondência é uma função de P em R. 
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Definição e notação 


Dados dois conjuntos não vazios, A e B, uma função 
de A em B é uma regra que indica como associar cada 
elemento x € A a um único elemento y E B. 


Usamos a seguinte notação: 


fA-Bou A-LsB (lê-se: fé uma função de A em B) 


A função f transforma x de A em y de B. 
Escrevemos isso assim: 


y = f(x) (lê-se: y é igual a f de x) 


11. Quais dos seguintes diagramas representam uma fun- 
ção de A em B? 


12. Dados A = (-2, —1, 0,1, 2}, B = {~1, 0,1, 3, 4}e a correspon- 
dência entre A e B dada por y = x, comx EA ey EB, 


faça um diagrama e diga se fé uma função de A em B. 
É função. 


13. Dados A = {0, 1, 2, 3}, B = {~1, O, 1} e a correspon- 
dência entre A e B dada por y = x — 2,com x E A e 
y E B, faça um diagrama e diga se f é uma função 


de A em B. Não é função, pois O E A e não 
tem correspondente em B. 
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14. Dados A = {~1, 0,1, 2, 3}, B = [24 6, 8) e uma cor- 


respondência entre A e B expressa por y = 2*, com x E A 


ey E B, essa correspondência é uma função de A em B? 
Sim. 


15. Formule um exemplo de função, inventando os con- 


juntos A e B e a correspondência entre A e B. Resposta 
pessoal. 


16. Observe a tabela abaixo: 


A B 
xiy 
1 1 
4 2 
9 3 
16 4 
25 5 


a) Verifique se a correspondência de A em B pode ser 
uma função. Em caso afirmativo, determine a fór- 
mula matemática dessa função. sim. f(x) = x. 

b) Verifique se a correspondência de Bem 4 pode ser 
uma função. Em caso afirmativo, determine a fór- 
mula matemática dessa função. sim. fx) = x 


4 Dominio, contradominio e conjunto imagem 


Dada uma função f de A em B, o conjunto A chama-se domínio da função (D) e o conjunto B, contra- 
domínio (CD) da função. Para cada x E A, o elemento y E B chama-se imagem de x pela função f ou o 
valor assumido pela função f para x E A, e o representamos por f(x). Assim, y = f(x). 


O conjunto de todos os y assim obtidos é chamado conjunto imagem da função fe é indicado por Im(f). 
Observe os exemplos: 


a) Dados os conjuntos A = {0, 1, 2, 3} e B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, vamos considerar a Fique atento! 
função f: A — B que transforma x E A em 2x E B. Em toda função fde A 


Dizemos que f. A — B é definida por f(x) = 2x ou por y = 2x. A indicação x —L» 2x dm 


significa que x é transformado pela função fem 2x. 


Veja que, para caracterizar uma função, é necessário conhecer seus três componentes: o domínio (A), o 
contradomínio (B) e uma regra que associa cada elemento de A a um único elemento y = f(x) de B. Nesse 
exemplo o domínio é A = (0,1, 2, 3), o contradomínio é B = (0,1, 2, 3, 4, 5, 6}, a regra é dada por y = 2x e o 
conjunto imagem é dado por Im(f) = 0, 2, 4, 6). 


b) Vamos considerar a função f: IN — IN definida por f(x) = x + 1. 
Nesse caso, a função f transforma todo número natural x em outro número 
natural y, que é o sucessor de x, indicado por x + 1. 


eAimagem de x = 0 éf(0)=0 +1=1. 
eAimagem de x =1éf()=1+1=2. 


eAimagem de x = 2 éf(2)=2+1=3. 
E assim por diante. 


Portanto, o domínio é IN (D = IN), o contradomínio é IN (CD = IN), a regra é 
y=x+1eo conjunto imagem é IN* = IN — (0), isto é, Im(f) = IN*. 


c) Seja a função f: IR > IR definida por y = x°. 
Nesse caso, a função f transforma cada número real x em outro número real 
y, que é o quadrado de x. Como todo número real maior ou igual a zero possui 
raiz quadrada real, então o conjunto imagem é Im(f) = R+ = {y ERR | y = 05, 
o domínio é IR (D = IR), o contradomínio é IR (CD = IR), e a regra que associa 
todo x E IR a um único y de IR é dada por y = x°. 
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É5 Estudo do domínio de uma função real 


Estudamos que toda função tem domínio, contradomínio e lei de correspondência. Quando é citada uma 
função f de A em B, já ficam subentendidos o domínio (A) e o contradomínio (B). 

Às vezes, é apresentada apenas a lei da função f, sem que A e B sejam citados. Nesses casos, consideramos 
o contradomínio B = IR e o domínio A como o “maior” subconjunto de R (A C IR) tal que a lei dada defina uma 
função f: A >R. 


Exercício resolvido 


Explicite o domínio das seguintes funções reais: 
Resolução: 


ses p 3 á es 
nr só é possível em IR se x = O (não existe divisão por 0). 


Para cada x £ 0, o valor RE sempre existe e é único (o inverso de x). Logo, D(f) = IR — {0} = IR*. 
X 


DINI = = 


v3 —xX só é possível em IR se 3 — x = 0 (em IR não há raiz quadrada de número negativo). 
IXEN NASN 

Para cada x < 3, f(x) existe e é único, pois é a raiz quadrada de um número real maior ou igual a zero. 
Portanto, D(f) = {x ER | x < 3}. 


9 f) = = 
X= 2 

Nesse caso, devemos ter: 

HS OENE 

X 2 O) = > 

Ou seja, x € 12,7]. 

Para cada x € 12, 7], f(x) existe e é único, pois é a divisão de um número real positivo ou nulo por outro positivo. 
Logo, D(f) = 12, 7]. 


Exercícios 


17. Considere a função A —> B dada pelo diagrama e | 18. Considere A —2> B a função para a qual A = 11,3, 4), 
determine: B = ß, 9, 12} e g(x) é o triplo de x, para todo x E A. 


a) Construa o diagrama de flechas da função. 

Veja diagrama no Manual do Professor. 
b) Determine D(g), CD(9) e Im(g). D(g) = 11,3, 4); 
; CD(g) = (3,9,12); Im(g) = {3, 9,12} 
c) Determine g(3). g8) = 9 


d) Determine x para o qual g(x) = 12. x=4 


19. Explicite o domínio das funções reais definidas por: 


=. 1 =a = 
a) D(f); D(f) = {3,4,5,6} f) x, quando flx) =; a) f(x) = % =6 d) y = Vx Df=R 
x=30ux=4 D(f) =R — {6} 

b) Im(f); imf) = {1,3,7} g) f(x), quando x = 6; 

6)=3 _ X=1 _ NX—2 
c) flA); a= h) y, quando x £ 3;y = 1 eT e) ft) = ES 
d) y, quando x = 5; y=7 i) x,quando y = 7.x=5 D(f) ={xER|x>2ex#3} 
e) x, quando y = 3; x= 6 c) f(x) = vyx =7 


À D(f)=(xeR|x=7) 
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(5 Coordenadas cartesianas 


Antes de estudarmos os gráficos das funções, vamos rever o conceito de coordenadas cartesianas, já estu- 
dado no Ensino Fundamental. 

A notação (a, b) é usada para indicar o par ordenado de números reais a e b, no qual o número a é a 
primeira coordenada e o número b é a segunda coordenada. Observe que os pares ordenados (3, 4) e (4, 3) 
são diferentes, pois a primeira coordenada de (3, 4) é 3, enquanto a primeira coordenada de (4, 3) é 4. 


Sistema de eixos ortogonais 


Um sistema de eixos ortogonais é constituído por dois eixos (eixo vertical 4y 


; A : ou eixo das 
perpendiculares, ax e Oy, que tem a mesma origem O. ordenadas) 
O sistema de eixos ortogonais é denominado plano cartesiano, em 
homenagem a Descartes. 
Os eixos ortogonais dividem o plano cartesiano em quatro regiões 
chamadas quadrantes, na ordem indicada a seguir: 
. X 
Ay . O (eixo horizontal 
(origem) ou eixo das 
abscissas) 


Você sabia? 
quadrante René Descartes (1596-1650) formalizou 
o conceito de coordenadas em sua 
obra La Géométrie (1637), conectando a 
Álgebra com a Geometria. 


10 


2° quadrante 1 


Tx 


a E EN EITEAN E 


3° quadrante 4° quadrante 


Usamos esse sistema para localizar pontos no plano. Dado um ponto 
P desse plano, dizemos que os números a e b são as coordenadas 
cartesianas do ponto P, em que a é a abscissa e b é a ordenada. *% 
Veja que a cada par ordenado de números reais corresponde um 
ponto do plano cartesiano e, reciprocamente, a cada ponto do plano 
corresponde um par ordenado de números reais. Essa correspondência 
biunívoca entre pares de números reais e pontos do plano permite es- 


Paula D.Stewart/Science Photo Library/Latinstock 


a ordenada é 4. 


crever conceitos e propriedades geométricas em uma linguagem algé- René Descartes 
brica e, de modo recíproco, interpretar geometricamente relações entre 
números reais. 4y 
j E 44---* 
Observe ao lado como localizar no plano cartesiano os pontos 
34F | 
A(4,1), B(1, 4), C(—2, —3), D(2, —2), E(—1, 0), F(O, 3) e O(0, 0), por exemplo. | 
Pergunte aos alunos quais são as coordenadas dos DHH 
demais pontos representados no plano cartesiano. 1 A 
. a abscissaé 4. E EH TE 
Ponto A(4, 1) — ponto A de coordenadas cartesianas 4 e 1 ; [ESA aa raca nao Ao ar cao ara pra rd 
a ordenadaé 1. -4-3-2-1 0 1234 
i —14 i 
a abscissaé 1. F ee pá 
e 
C 


Ponto B(1, 4) — ponto B de coordenadas cartesianas 1e 4 | 
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Distância entre dois pontos 


A pergunta fundamental é: Se P; (xi, y1) e P2 (X2, Y2) são dois pontos 
de um plano, como se pode exprimir a distância do ponto P; ao ponto 


P, em termos dessas coordenadas? 


Assim, dados dois pontos, P4(xı, y1) e P2(X2, y2), queremos obter a 
expressão da distância d(P,, P;)) em termos das coordenadas de P; e 
P2. Para isso, é preciso introduzir um novo ponto O(x», y1). 

O triângulo P,P,Q é retângulo em O, e o segmento de reta P,P: é a 
— yı), tomados em 


e (yz 


sua hipotenusa. Seus catetos medem (x, — xı) 


T 


valores absolutos. Usando a relação de Pitágoras, temos: 


[d(P;, P) P = — xı) 24 (y2 — 


d(P,, P) = (x2 


? ou seja, 


— x? JF (y2 -= y} 


Exercício resolvido 


2. Calcule a distância entre os pontos A(1, —4) e B(-3, 2). 


Es Resolução: 


Fique atento! 

Essa expressão geral obtida não 
depende da localização dos pontos 
P e P}. 


= J16+36 = 52 


= a Do 


2 — (4) 


= (-4) + (6º 


(V52 é pouco mais do que 7, pois sabemos que 49 = 7). 


Logo, d(A, B) = 


A(3,3);B(-3, 2); C(2, 0); D(—2, —4); 
E(4, —3); F(O, —2) 
20. Escreva as coordenadas cartesianas de cada ponto do 
plano cartesiano abaixo. 


Ay 
gs 
34 $ 
é 2. 
ta 
E X 
É it ] l É e L j - 
-4-3-2 1 0 FAH 
EHH 
—24F 
Ee a 
Paassen 


21. Dê as coordenadas de um ponto H localizado no 3° 


quadrante e de um ponto J localizado no 2º quadrante. 
Respostas pessoais. 
22. Assinale, em um plano cartesiano, os pontos: 


a) A(-1,3); b) D(4,0); c) B(O,-2); d) EB, -—1). 

Veja gráfico no Manual do Professor. 
empuria. Marquem os pontos X(—2, 2), Y(2, 2), Z(—2, —2) 
e W(2, —2) em um sistema cartesiano ortogonal. 
Determinem a área da região limitada pelo polígo- 
no XYWZ. A =16 


Veja gráfico no Manual do Professor. 
empuria. Determinem a distância entre os pontos A e 
B nos seguintes casos: a)d(A, B) = 5 unidades de comprimento 
a) A(3, 5) e B(—], 2); b) A(O, 0) e B(3, —1). 
b) d(A, B) = 10 unidades de comprimento 


50) Unidade 1 + Números e funções 


28. 


24. 


52 = 2,13 unidades de comprimento. 


(0 =»? + (0-3) =x? +yº 
Demonstrem que a distância de um ponto 
NI Ep. 


2 ATIVIDADE 
* EMDUPLA 


P(x, y) à origem O(0, 0) é igual a 
26. moura Geografia 
O ponto P está localizado a uma latitude de 20º Se a 
uma longitude de 40º L. Indicamos esse ponto assim: 
P(20º S, 40º L) ou P(-20º, +40º). Estimem a latitude e 
a longitude de cada um dos pontos a seguir e indi- 
quem-nas usando o mesmo procedimento que fize- 
mos com o ponto P. 
Observação: Mantivemos aqui o que se faz em Carto- 
grafia: primeiro escrevemos a latitude, depois a lon- 
gitude. Mas não se esqueça de que nas coordenadas 
cartesianas é o inverso: a primeira coordenada está 
sempre na horizontal e a segunda, na vertical. 

N Este exercício aborda 
conhecimentos 
cartográficos, estudados 

‘Xa 60° em Geografia. 


Polo Norte 


EPE 40º 
E 20º 
Equador 
O POEET rd L 
20° E(-20º,-409) 
10º F(—60°, 20°) 
G(40º, —60°) 
H(—50°, —60º) 
K(60º, 80°) 


Polo Sul 


Equação de uma circunferência 


A circunferência é o conjunto de todos os pontos de um plano equidis- Equidistante: o prefixo equi- indica 
tantes de um ponto fixo que é o centro dela. A distância constante de qualquer igual. Assim, equidistante significa 
a paca dé F : E . Ea igualmente distante de”. 
ponto da circunferência ao seu centro é denominada raio da circunferência 
(na figura, OA = OB = OD = r). 


Fique atento! 
Às vezes 

nos referimos 
ao raio como 

o segmento 

de reta e, 

às vezes, à 

sua medida. 


Assim, se o centro de uma circunferência C é o ponto O(a, b) e o raio é o número real positivo r, então um 
ponto P(x, y) pertence a C se, e somente se, d(O, P) = r. 


Pela fórmula da distância entre dois pontos, temos: 
P) = Jx - a}? + (y — b? , ou seja, r = Jx — a}? + (y — b) ou, ainda, 


(x — a}? + (y — b}? = r — equação da circunferência de centro O(a, b) e raio r. 
Ay 


Tx 


(o) a 


No caso particular em que o centro da circunferência estiver na origem, ou seja, (a, b) = (0, 0), verifique que a 
equação da circunferência passa a ser x? + y? = r°. 


Exercícios resolvidos 


. Determine a equação da circunferência com centro O(—3, 1) e raio 3. 
Resolução: 
e RE a = —3, a =ler= É Usando a RS da circunferência, temos: 
(x FY- b == (x aj ba = 3º 


Logo, pan dedo x + o 


. Escreva a equação da circunferência de centro (0, 0) e raio 5. 
Resolução: 
yr = yo is  y Ds 
Logo, a equação é x? + y’ = 25. 


p) ATIVIDADE 


e Moa Deem as coordenadas do centroeoraiodas | 28. bus 


. empupia Determinem uma equação da circunferência 


circunferências representadas pelas equações: que tem: 

a) (x — 5} + (y — 3} =1 06,3},r=1 a) centro em O(1,4) e raio 2; 24 (y- 

b) (x + 2} + (y + 1? = 9 0(-2,-1,r=3 b) centro em O(-—2, —5) e raio "y A 2) + e 5 =9 
c) xX? + y? =16 o(o,0,r=4 c) centro em O(0,0) e raio 6; X +y =36 

d) x? + (y — 2} = 25 o(0,2)},r=5 d) centro em O(0, 1) e raio 2. xX + (y - 1} = 4 
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Gráfico de uma função 


Dada uma função f: IR > IR, o seu gráfico é o conjunto formado por todos os pares ordenados (x, y), 
para x ER, y EIR e y = f(x), ou seja, 


c(f) = {x,y xX ER, y ER ey = f(x) 


Ay 


{x 


(xo, f(Xo)) é um ponto do gráfico 


Determinando se um conjunto de pontos é gráfico 
de uma função 


Já estudamos que, para ter uma função de A CIR em R, a cada x E A deve corresponder um único y E IR. 
Geometricamente, isso significa que qualquer reta perpendicular ao eixo Ox que intersecta o gráfico deve fazê- 
-lo em um único ponto. Por exemplo: 


AE 


O primeiro gráfico é de uma função, pois qualquer reta perpendicular ao eixo Ox intersecta-o em um 
único ponto. 

O segundo gráfico não é de uma função, pois existem retas perpendiculares ao eixo Ox intersectando-o 
em mais de um ponto. 


29. Determine se cada um dos gráficos abaixo representa uma função: 
X 
> 


a) y b) y c) y 
(o) o 


É função. É função. 


Tx 


É função. Não é função. 


30. Invente um gráfico que represente uma função. Resposta pessoal. 


[52) Unidade 1 + Números e funções 


Construção de gráficos de funções 


Para construir o gráfico de uma função dada por y = f(x), com x E D(f), no plano cartesiano, devemos: 
e construir uma tabela com valores de x escolhidos convenientemente no domínio D e com valores 
correspondentes para y = f(x); 
e associar um ponto do plano cartesiano a cada par ordenado (x, y) da tabela; 


e marcar um número suficiente de pontos até que seja possível esboçar o gráfico da função. 
Acompanhe alguns exemplos de construção de gráficos de função. 


a) Gráfico da função dada por f(x) = 2x + 1, 4 


ne o Ens ERA “C Fique atento! 
sendo o domínio D = 10, 1, 2}. Você verá no próximo capítulo 


' que, quando temos y igual a um 
|x | y=fw=zx+1 fo polinomio do 1 grau da forma 


0 1 24 ax + b, o gráfico é sempre uma 
O i reta. Como dois pontos 
1 3 144 1 determinam uma reta, basta 
FE marcar apenas dois pontos 
2 > CEEE? para traçá-la. 
Nesse caso, o gráfico da função é o conjunto dos pontos A, Be C. Porque, no exemplo a, 


e D(f) = {0,1, 2,3, 4} e, no b, D(f) = R. 
b) Gráfico da função f: IR > IR dada 


por f(x) =2x +1. 
Como, nesse caso, D = IR, vamos escolher alguns 
valores arbitrários de x e determinar y: 


Para refletir 

* Por que os gráficos dos 
exemplos a e b são diferentes 
se a lei das duas funções é 
fix) =2x+1 

* Como saber que é uma curva, 
e não um segmento de reta, 


—1 —1 que liga esses pontos? 
Os matemáticos já provaram 
0 1 que, quando temos y iguala um 
1 3 polinômio do 2º grau da forma 


ds E ax? + bx + c coma # 0,0 gráfico 
O gráfico é o conjunto de todos os pontos (x, y), com x real e y = 2x + 1, é uma curva chamada parábola. 


| d da fi lad Veremos isso mais adiante, no 
resultando na reta da igura ao lado. capítulo 4, sobre função quadrática. 


c) Gráfico da função IR —L > R dada por f(x) = —x?. Comente com os alunos que uma função 
pode ser representada por uma tabela, 
| x ly=fd==e | wn | pela lei da função ou por um gráfico. 
=15 =2,25 (=1,5;—=2,25) 4y J 
-1 zi (—1,—1) pranan 
0 0 (0,0) 
1 = (1, —1) 
15 =2,25 (1,5; —2,25) 
A curva que contém todos os pontos obtidos com y = —x? é o gráfico da função dada. Essa curva se 


chama parábola. 


Exercício 


31. Construa o gráfico de cada uma das seguintes funções y = f(x), f. IR > IR: veja os gráficos no Manual do Professor. 


a) fi) =x- 2 ) y=2x e) f) =X g) fo) = 1220 


b) f(x) =x d) y = -2x f) fix) = 2* 


Capítulo 2 • Funções 


Determinação do domínio e da imagem de uma função, 
conhecendo o gráfico 


Observando o gráfico de uma função no plano cartesiano podemos determinar o domínio De o conjunto 
imagem Im da função, projetando o gráfico nos eixos. Veja: 


gráfico 


imagem def TS 2 
Ep EH 
-— gráfico deg 
y EP GomanEno Ra Annan, 
l i RE RR 
Q 2 4 
domínio 


D(f) -XEeR|2<x<4)=2,4] D(g) =XEeR|1<x<=]+,1] 
Im(f)={yER|1sy<5}=[,5] Im(g) = {y E R | 0,3 <y < 2} = [0,3; 2[ 


ETI 


32.0s seguintes gráficos representam funções. Deter- 
mine o domínio D e o conjunto imagem Im de cada 
uma delas. D ={x EIR |0 <x < 4} = [0,4] 
Im ={yER|0 =y <= 2} = [0,2] 
D={xER|-3 <x<1}=[-3,1] 
Im = {y E R| -2 <y = 2} = [-2,2] 


e) 4y 
D=(xeER|0<x<2m)=[0,27] 
Im=yEeR|-1=y<sy=[-1,1] 
b) E 
D=(xER|-2<x<3)=(—2,3) 
Im=(yER|[1=y<=3)=[1,3] 
f) Ay 
X 
= D=(xER|-2<x<3)=(-2,3) 
Im=(yER|0<y<3)=(0,3) 
c) Ay 


D=/xER|-2<x<1)=[-2,1) 


m= [yeRIT<y <4) =(54] 


33. empura Tracem o gráfico da função definida por 
X 


fl)=n,sen<x<=n+1, sendo n um número inteiro. 
Qual é o domínio e a imagem da função? D(f = R; imf) = Z 


Veja o gráfico no Manual do Professor. 
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8 Função crescente e função decrescente: 
analisando gráficos 


Vamos analisar alguns dos gráficos que já construímos. 


Observe que o gráfico da função de IR em IR dada por f(x) = 2x + 1 é uma reta. 

Dizemos que essa função é crescente, pois, quanto maior o valor dado a x, maior será o valor correspon- 
dente y = f(x) = 2x +11. 

Agora, observe que o gráfico da função de IR em IR dada por f(x) = —x? é uma parábola. 


máximo 

01 x Veja que: 
T = 

1 


e para x < 0, essa função é crescente. i 
Fique atento! 


e para x > 0, essa função é decrescente. Nesse caso, 


E representar a 
e para x = 0, f(x) = 0; para x # O, temos função pelo gráfico 


f(x) < 0. Por isso, dizemos que x = O é facilitou muito a 


a = isualização d 
o ponto de máximo da função. Ca a, 
, simetria em relação 


e geometricamente, o gráfico é simétri- ao eixo Oy. 
co em relação ao eixo Oy. 


decrescente 


SECCECCECCERECECCECEEEEEEE ES 


X,Sex <3 


Por fim, observe o gráfico da função de IR em R dada por f(x) = É Erna 


44 E i ; 
» constante Veja que: 


e para x < 3, essa função é crescente. 


e para x > 3, essa função é constante. 


| 
US 
| 
N 
| 
UA CEEE 


X 
oo para x < 0, f(x) < 0. 
HRH e para x = 0, f(x) = 0. 
—34 
ERA e para x > 0, f(x) > 0. 
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Conclusões: De modo geral, analisando o gráfico de uma função, podemos observar propriedades impor- 
tantes dela, como: 
17) Onde ela é positiva (f(x) > 0), onde ela é negativa (f(x) < 0) e onde ela se anula (f(x) = 0). Os valores xo nos 
quais ela se anula (f(xo) = 0) são chamados zeros da função f. 
2º) Onde ela é crescente (se x, < x», então f(x) < f(x>)), onde ela é decrescente (se x > x», então 
f(x) > f(x»)) e onde ela assume um valor máximo ou um valor mínimo, se existirem. Por exemplo, 
considere o gráfico abaixo, que representa uma função definida no intervalo ]—6, 6]: 
e fé positiva em |-5, —1[ e em ]5, 6[; 
e fé negativa em ]-6, —5[ e em ]—1, 5[; 
e fé nula em x = —5, x = —1 e x = 5. Esses são os zeros ou raízes da função; 
e fé crescente em ]—6, —3] e em B, 6f[; 
e fé decrescente em [-3, 2]; 
o ponto com x = —3 é um ponto de máximo e f(x) = 2 é o valor máximo de f; 
e o ponto com x = 2 é um ponto de mínimo e f(x) = —3 é o valor mínimo de f. 


máximo 
& 


passo a passo: exercício 5 


Exercício resolvido 


Resolução passo a passo 


5. (Enem) O quadro apresenta a produção de algodão de uma cooperativa de agricultores entre 1995 e 1999. 


Safra 
1995 1996 1997 1998 
Produção (em mil toneladas) 30 40 50 60 
Produtividade (em kg/hectare) 1500 2500 2500 2500 


O gráfico que melhor representa a área plantada (AP) no período considerado é: 
a) AP c) AP e) AP 


X. Me -o 


= 


— 


T T T T T 0 T T T T T ici (Ou T T T T T 
g5 Cs Sm Cs SS) SB So Sm Sky SI) g5 Ss Uy 8 99) 


m = 


T T T T T T T T T T T 
O 9596 97 98 99 O 9596 97 98 99 
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1. Lendo e compreendendo 


a) O que é dado no problema? 
São dadas duas grandezas em cada ano considerado: a produção, em milhares de toneladas, e a produtividade, 
em quilogramas por hectare (kg/hectare). 

b) O que se pede? 
O melhor gráfico para representar a variação da área plantada ao longo dos cinco anos considerados. 


2. Planejando a solução 


Devemos usar as informações da tabela para calcular a área plantada. Como temos a produção em milhares de 
toneladas e a produtividade em quilogramas por hectare, será possível obter a área plantada em hectares. 
Para fazer isso, precisamos compreender a relação entre as grandezas dadas: isso pode ser feito ao observar as 
unidades das grandezas. Assim, percebemos que a produtividade é a divisão da produção pela área plantada. 
Dessa relação, obteremos a área plantada que precisamos para compor o traçado do gráfico. 

Primeiro, vamos igualar as unidades, escrevendo a produção em quilogramas. Como uma tonelada equivale a 
1000 quilogramas, então 1000 toneladas equivalem a 1 milhão de quilogramas. 


3. Executando o que foi planejado k 
produção 
área plantada 
. Assim, vamos criar uma nova linha na tabela fornecida, na qual dividiremos os 


De acordo com nossa estratégia, podemos pensar na relação produtividade = 
produção 
produtividade 

valores dados. 


e, portanto, área 


plantada = 


Vamos também escrever os valores da produção em quilogramas, lembrando que 1000 toneladas = 10º quilogramas. 


Safra 
1995 1997 


Produção 


«10% “105 
(em kg) 30-10 50 - 10 


Produtividade 


(em kg/hectare) 1500 2500 


Área plantada (AP) 30:106 


= 20 mil 16 mil 24 mil 20 mil 
(em hectares) 1500 


Analisando a nossa linha com valores da área plantada, percebemos que de 1995 a 1996 ela é decrescente, de 1996 a 
1998 ela é crescente, e de 1998 a 1999 é novamente decrescente. De acordo com a interpretação dos valores acima e 
observando as cinco alternativas de gráfico do problema, percebemos que a melhor escolha é a alternativa a. 


4. Emitindo a resposta 
A resposta é a alternativa a. 


5. Ampliando o problema 


a) Calcule qual seria a área plantada em 1998 se a produtividade fosse 3000 kg/hectare, 4000 kg/hectare e 
5000 kg/hectare, respectivamente. 20 000 hectares; 15 000 hectares; 12 000 hectares, respectivamente. 


b) Aproveitando os resultados do item a, analise o que ocorre com a área plantada de uma plantação quando 
se aumenta a produtividade mantendo-se a mesma produção. A área plantada diminui. 


c) Se aumentarmos a produtividade mantendo a mesma área plantada, o que ocorrerá com a produção? 
A produção aumentará. 


d) Discussão em equipe 
Trogue ideias com seus colegas sobre o esforço dos pequenos agricultores para aumentar a produtividade 


de uma lavoura. Isso seria bom? Ou não tem muita importância? Se for bom, quem poderia ajudá-los 
nessa tarefa? 


Capítulo 2 « Funções 


Exercícios 


34.0s gráficos seguintes representam funções. Indique | 36.Responda às questões a partir do gráfico da função f: 
se cada função é crescente ou decrescente. 


corta o eixo y em um ponto. 
c) (1,7) é maior, menor ou igual a (2,9)? Igual. 


d) Qual é o valor máximo de f(x)? E o valor mínimo? 
Valor máximo de f(x) é 3; valor mínimo de f(x) é —1. 


e) Qual ponto do gráfico tem abscissa —1? 
X Crescente. Ò ponto (—1,1). 


f) 


(0) 
Qual é o valor de x guando f(x) = 3? 
8) Q d fo fo)=3parat=x=<3 


ponto (4, —1) pertence ao gráfico de f? sim. 


a) Ay y 
X Crescente. 
= 
PÁ 
xX 
= 
b) 4y 
N 
a D(f) = [=1,A]; Im(f) = [1,3] 
0 e MNA a) Qual é o domínio e qual é a imagem de f? 
b) Em quantos pontos o gráfico corta o eixo x? E o 
eixo y? Corta o eixo x em um ponto; 
Ay 


37. Física 
Um rapaz desafia 
seu pai para uma 
corrida de 100 m. 
a) y O pai permite que 
o filho comece a 
corrida 30 m à sua 
Crescente: {x ER | x =< 2}; frente. Um gráfico 
ai decrescente: (x E IR | x = 2). bastante simplifi- 
cado dessa corrida 
é dado a seguir. 


35. Considerando os gráficos a seguir, que representam 
funções, verifique para que valores reais de x a função 
é crescente e decrescente. 


a 
8 
> 
z 

E 
E) 

9 

E 

z 

E 
E 

£ 
5 
2 
a 


= 
E 


IOR 37.a) O pai ganhou a corrida, pois 
4 Distância (m) ele chegou aos 100 m em 14 s 


e o filho, em 17 s; a diferença 
b) de tempo foi de 3 s. e 
100 Este exercício 
| | aborda o conteúdo 
Crescente: {x ER | x < 1}; 804 de movimento 
E decrescente: {x E IR | x = 1}. | uniforme, 
ES 60- estudado em 
404 Física. 
204 
| Tempo (s) 
fo) T T T w 


5 10 15 


a) Pelo gráfico, como é possível dizer quem ganhou a 
corrida e qual foi a diferença de tempo? 


b) A que distância do início o pai alcançou seu filho? 
Cerca de 70 m. 


c) Em que momento depois do início da corrida ocor- 
reu a ultrapassagem? Cerca de 10s. 


Crescente: {x E R | —-m < x < 0}; decrescente: {x E R | 0 < x < m}. 
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| e e P . eo A t 
9, Taxa de variação média de uma função Otra 
Em qualquer função f: IR > IR, quando temos um acréscimo h à variável x, passando de x para x + h, há, 
em correspondência, um acréscimo f(x + h) — f(x) no valor da função. 


Íx + h) - f(x) 
h 
chama-se taxa de variação média da função f no intervalo [x, x + h]. 


Dados x e x + h E IR, com h < 0, o número 


Tx 


Observações: 


12) A taxa de variação média de uma função mede a maior ou a menor “rapidez” de variação dessa função 
em determinado intervalo. 
Exemplo: Dada a função f(x) = x? + 1, a taxa de variação média dessa função quando x varia de 0 a 1, ou 
seja, no intervalo [0, 1], é dada por: 


fx +h -fw  SM-fO _ 2-1 


=2 
h 1—0 1 


Já no intervalo [1, 3] a taxa de variação média dessa função é: 


fx +h) -fx SOM) 10-28 
h 3-1 2 2 


= 4 


Assim, a função f(x) = x? + 1 varia “mais rapidamente” no intervalo [1, 3] do que no intervalo [0, 1]. 


22) A taxa de variação média de uma função tem um significado físico importante. Quando temos o es- 
paço percorrido por um móvel em função do tempo, a taxa de variação média corresponde à veloci- 
dade média. 

Exemplo: O odômetro de um carro em movimento, em uma rodovia, indicava 13 600 km às 8h e 13 820 
km às 10h. O cálculo da taxa de variação média da função espaço ou velocidade média desse carro, nes- 
se intervalo de tempo, é o seguinte: 

Intervalo de tempo [8, 10], portanto h = 2 horas. 


s = s(t) Fique atento! 
A velocidade média de 110 km/h não 
s(8) = 13 600 km indica a velocidade em um 
ł determinado instante, mas a média 
s(10) = 13 820km nesse intervalo de tempo. 


A 


t+2 
s(x+h)-s(t) _ s(10)-s(8) _ 1382013600 _ 220km 
h 2 2 2h 
A taxa de variação média da distância (espaço percorrido), ou velocidade média do carro, é de 110 km/h 
nesse intervalo de tempo de 2 horas. 
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Logo, = 110km/h 


10 Função injetiva, sobrejetiva e bijetiva 


Função injetiva ou injetora 
Uma função f: A — B é injetiva (ou injetora) quando elementos diferentes de A são transformados por 


fem elementos diferentes de B, ou seja, não há elemento em B que seja imagem de mais de um elemento 
de A. Assim, f é injetiva quando: 


x x,em A > f(x) # f(x) em B 


ou equivalentemente usando a contrapositiva: 


fix) = f(x) em B >x =X emA 


função injetiva função injetiva função não injetiva 
(Há um elemento em B 


que é imagem de dois elementos 
distintos de A.) 


(Não há elemento em B que seja imagem 
de mais de um elemento de A.) 


Exemplos: 
a) A função f: IR — IR dada por f(x) = x? — 1 não é injetiva, pois: 
e para x = 1 corresponde f(1) = O; 


e para x = —1 corresponde f(—1) = 0. 
Neste caso, para dois valores diferentes de x encontramos um mesmo 
valor para a função. IR R 


b) A função f: IR > IR dada por f(x) = 2x é injetiva, pois faz corresponder a cada número real x o seu dobro 
2x, e não existem dois números reais diferentes que tenham o mesmo dobro. Simbolicamente: Para 
quaisquer x, x, E IR, x £ X2 > 2X1 # 2x, > f(x) # f(x) 


Observação: Podemos verificar se uma função é injetiva olhando seu gráfico. Sabemos que, se a função é 
injetiva, não há elemento do conjunto imagem que seja imagem de mais de um elemento do domínio. Assim, 
imaginando linhas horizontais cortando o gráfico, essas linhas só podem cruzar o gráfico uma única vez 
para cada valor de y. Exemplos: 


a) As linhas horizontais intersectam o gráfico mais de b) As linhas horizontais nunca intersectam o gráfico 
uma vez. mais de uma vez. Então a função é injetiva. 
A função não é injetiva. 
y Yy 
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Função sobrejetiva ou sobrejetora 


Uma função f: A — B é sobrejetiva (ou sobrejetora) quando, para qualquer elemento y € B, pode-se 
encontrar um elemento x E A tal que f(x) = y. Ou seja, fé sobrejetiva quando todo elemento de B é imagem 
de pelo menos um elemento de A, isto é, quando Im(f) = B. 


função não sobrejetiva 


função sobrejetiva função sobrejetiva ; 
: (Há elementos em B sem correspondente em A; 


Im(f) =B Im(f)=B logo, Im(f) # B.) 


Exemplos: 


a) A função f: IR — IR dada por f(x) = x + 2 é sobrejetiva, pois todo elemento de IR é imagem de um elemento 
de IR pela função [x = f(x) — 2]. Veja: 


e f(x) = 5 é imagem de x = 3, pois 5 — 2 = 3; 
e f(x) = O é imagem de x = —2, pois 0 — 2 = —. 
b) A função f: IR —> IR, dada por f(x) = x? é sobrejetiva, pois todo elemento de IR, é imagem de pelo menos um 
elemento de IR pela função [x = +4 f(x) j Observe: 
e f(x) = 9 é imagem de x = 3 e de x = —3 (v9) 
e f(x) = O é imagem de x = O (+V0) 
e f(x) = 2 é imagem de x = V2 edex = —v2 (+42) 


c) A função sucessora f: IN — IN definida por f(n) = n + 1 não é sobrejetiva, pois Im(f) = IN* eIN* # IN. Em 
outras palavras, dado O € IN, não há natural algum que seja transformado em O pela função f, isto é, O 
não é sucessor de nenhum número natural. 


38. Analise os gráficos abaixo e identifique quais são funções injetivas. 


a) y xC) 4y 
2 

1 

E x 
-2 | 2 

b) Ay xd) 4y 

E x 
1 


39. Verifique se as seguintes funções são ou não sobrejetivas. 
a) f: IR — IR dada por f(x) = 2x — 1 É sobrejetiva. b) f: {~1, 0,1, 2}— IR dada por f(x) = x? 


— q Nãoé 
sobrejetiva. 
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Função bijetiva ou correspondência biunivoca 


Uma função f: A —> B é bijetiva se ela for, simultaneamente, injetiva e sobrejetiva. Quando isso ocorre 
dizemos que há uma bijeção ou uma correspondência biunívoca entre A e B. 


; não é bijetiva 
(E injetiva, mas não sobrejetiva.) 


A B 
. não é bijetiva não é bijetiva 
(E sobrejetiva, mas não injetiva.) (Não é injetiva nem sobrejetiva.) 


Exemplos: 


a) A função f: IR > IR dada por f(x) = 3x é bijetiva, pois ela é simultaneamente injetiva e sobrejetiva; cada 
número real do contradomínio IR tem como correspondente no domínio a sua terça parte, que sempre 
existe e é única. 


b) A função f: IR — IR dada por f(x) = x + 1 é bijetiva, pois é injetiva e sobrejetiva; cada número real do con- 
tradomínio IR tem sempre um só correspondente no domínio IR (esse número menos 1). 


c) A função f: R —> IR, dada por f(x) = x? não é bijetiva, pois, embora seja sobrejetiva, ela não é injetiva: 
3 # —3, mas f(3) = f(-3) = 9. 


d) A função f: IR > IR dada por f(x) = 2* não é bijetiva; embora seja injetiva, ela não é sobrejetiva. Não exis- 
te x E R tal que f(x) = O ou que f(x) seja negativo. 


Você sabia? 

* Dois conjuntos, A e B, têm o mesmo número cardinal quando se pode definir uma correspondência biunívoca f: A —> B. 
Por exemplo, se A = (1,2,3,4Je B = {3, 6, 9,12} e f. A — B definida por f(x) = 3x, temos uma correspondência biunívoca. Os conjuntos A 
e Btêm o mesmo número cardinal, que é igual a 4. 


* Uma curiosidade, descoberta por Galileu Galilei, é que o conjunto dos números naturais pares P tem o mesmo cardinal que o 
conjunto dos números naturais IN, embora P seja subconjunto de IN. A correspondência biunívoca é dada por f: N > P, f(n) = 2n 
para todo n EIN. 
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EZTI 


40. Verifique se as funções abaixo são sobrejetivas, injetivas ou bijetivas. 
c) fA—>B 


a) f A—>B 


É sobrejetiva; 
não é injetiva; 
então não é 
bijetiva. 


É injetiva; não 
é sobrejetiva; 
então não é 
bijetiva. 


e) Não é sobrejetiva; não é 
injetiva; então não é bijetiva. af 
> — „2 sobrejetiva; então 
e) fIR => RR tal que f(x) = x° ic bijetiva. 
f) f10,1, 2,3; — IN dada por f(x) = x + 2 


g) FR, > R; tal que f(x) = x? 
É injetiva; é sobrejetiva; 
então é bijetiva. 


f) É injetiva; não é 


e6 | Não é sobrejetiva; 
não é injetiva; 
então não é 

A B bijetiva. 


É sobrejetiva; 
é injetiva; 
então é 
bijetiva. 


41. Analisando os gráficos abaixo, verifique se as funções são sobrejetiva, injetiva ou bijetiva: 


a) g: [1,7] > [0, + of 


X 


e 


Injetiva. 


b) fR SR, c) fIR, — [0,10] 


4y Ay 


X 


ca 


Bijetiva. Sobrejetiva. 


42. Analisando os gráficos a seguir, identifique quais funções são injetiva, sobrejetiva ou bijetiva: 


a) f: [0, 5] > [0, 8] 


Ay 


É sobrejetiva; 
não é injetiva; 
então não é 
bijetiva. 

X 


> 


Ay 
É injetiva, não 
84-----7 é sobrejetiva; 
6 4----- então não é 


bijetiva. 
x 


e) fFIRSIR, Éinjetiva; é sobrejetiva; 
então é bijetiva. 


c) f: [0,5 ]> 0,8] 


2 y = xX 
É injetiva, é y=2 
sobrejetiva; 

então é 

bijetiva. 1 

x 
= 0 


Tx 


5 


d) Í: R IR Éinjetiva; não é sobrejetiva; 
então não é bijetiva. 
y 
ya 


Tx 
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Os alunos precisarão de alguns minutos para discutir e chegar às 
conclusões. Evite ajudá-los neste momento; no máximo, dê dicas 
genéricas de procedimento. Depois de encontrados os valores, peça a eles 


eo A . 
17 Fu n Ç a O e S e q U e n C l a S que expliquem a lógica utilizada. Esse assunto será estudado mais 


profundamente no capítulo 7. 
Agora, vamos estudar um assunto bastante interessante que está relacionado com as funções. Antes 
disso, forme dupla com um colega e tentem descobrir qual número está faltando em cada item abaixo: 


a) 2,4, 6, BR. 10, 12,...5 d)1,-2,4,-8,16, ? , 64-32 
b) 1, 5, 9,13, ? 21, 17 e) 2, 10,50, ? „1250, ... 250 
c) 1,2,4,8,16, 2,643 f) 11, 6, 1, EM RA —14, ... -4e -9 


Esses números estão dispostos de acordo com uma sequência. 
Uma sequência é uma função cujo domínio é o conjunto IN*, conjunto dos naturais excetuando-se o 
zero: f: IN* — IR. A cada número natural diferente de zero corresponde um único número real xņ: 


1> X; 2> X; 3 > Xz; NS Xn; 


Fique atento! 
Uma sequência é indicada por: (X4, X2, ..., Xn, -..) OU (Xn). Podemos ter também 
Por exemplo, a função de IN* em IR dada por f(x) = 3x determina a sequência | sequências finitas. — 
Pinda aids Nesse caso, a função é 
(3, 6, 9, 12, ...) dos múltiplos positivos de 3. fA2,3, .,n)5Rea 
Dois importantes exemplos de sequências são as progressões aritmética e | sequência xy, x», ... Xn 


Pra : PONE » tem ntermos. 
geométrica. Veja outros exemplos de sequências no capítulo 7. 


Progressão aritmética 


A sequência 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43, ... é uma progressão aritmética (PA). Observe que cada termo, a 
partir do segundo, é a soma do termo anterior com 7. Nesse caso, essa constante 7 chama-se razão da PA. 
Observe também que na PA: 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43, ... temos: 
a n =» Para refletir 
1° termo: 1 3º termo: 15 = 8 +7 Que número vem depois 
2º termo:8 = 157 e assim por diante. do 43 nessa PA? 50 


Progressão geométrica 


A sequência: 2, 6, 18, 54, 162, 486, ... é uma progressão geométrica (PG). Observe que cada termo, a 
partir do segundo, é o produto do anterior por 3. Nesse caso, essa constante 3 chama-se razão da PG. 
Observe que: 


1º termo: 2 4º termo: 54 = 18 -3 Para refletir 

2ºtermo: 6 =2-3 5º termo: 162 = 54 :3 Que número vem depois 

3º termo: 18 = 6-3 e assim por diante. cd 

43.Escreva a sequência determinada pela função fdeIN* | 46. Empuria O primeiro termo de uma PA é 6. A razão é 5. 
em R, tal que f(x) = (x — 1)2. (0,1,4,9,16,..) Qual é o 10º termo dessa PA? 51 


44.Quais das sequências são PA ou PG? Nas que forem 


ATIVIDADE 
progressões, indique qual é a razão. 41. 


empúria O primeiro termo de uma PG é 4. A razão é 3. 


a) 10,5, 0, —5, —10, —15, ... c) 2, 5, 8, 10, 13, 15,18, ... Qual é o 6º termo dessa PG? 972 
PA; r = -5 Não é PA nem PG. 
b) 3, 6, 12, 24,48, 96,... 
PG;g=2 48. Invente uma PA. Resposta pessoal. 
45.Qual é a lei da função f de IN* em IR que determina a 
sequência (1, 3, 5, 7, 9, ...)? fo) = 2x —1 49. Invente uma PG. 
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Pensando Veja a seção Caiu no Enem no final do livro. 
no ENEIDI 


Biologia 

Quando se praticam exercícios físicos, deve-se tomar cuidado com os excessos. Uma das maneiras de monito- 
rar a intensidade do esforço aeróbico é medindo a frequência cardíaca (número de batimentos do coração por 
minuto) e cuidando para que esse valor fique sempre dentro do recomendado para cada tipo de treinamento, 
para cada indivíduo. Esses valores devem ser determinados por um médico, mas, como curiosidade, saiba que 
existem algumas fórmulas empíricas utilizadas para isso. Por exemplo, a frequência cardíaca de treino (FCsreino) 
para quem deseja queimar calorias pode ser dada por: FCtreino = FCrep + 0,7 + (FCmax — FCrep), em que FCmáx 
é a frequência cardíaca máxima e FC,ep é a frequência cardíaca em repouso do indivíduo. Para homens, a 
frequência cardíaca máxima é determinada empiricamente subtraindo-se de 220 a idade do indivíduo: 
FCmáx = 220 — idade. 

Suponha que um homem de 40 anos deseje perder peso. Em repouso, sentado, ele pressiona o pulso duran- 
te 15 segundos e conta 20 batimentos cardíacos. De acordo com o texto, qual seria a frequência cardíaca de 
treino para essa pessoa? 

a) 126 bpm b) 144 bpm d) 154 bpm 


a EON a RO São José do Rio Preto, São Caros e 
Dois irmãos, João e Pedro, desejam visitar a mãe 50º0 
deles em São Carlos, SP. João está saindo de 
carro de São José do Rio Preto, SP, distante 
447 km de São Paulo, SP, e Pedro está saindo de 
ônibus, de São Paulo. João conclui, de acordo 
com os dados de seu GPS, que a função que 
define o espaço percorrido (em km) por seu car- 
ro em função do tempo (em horas de viagem) 
é S(t) = 100t. Pedro, por sua vez, consultando o Trópico de Capricórnio 
GPS de seu celular, conclui que a velocidade LEGENDA 
média do ônibus em que viaja é de 86 km/h. O Capital 
Considere as três cidades perfeitamente alinha- no OCEANO 
a ano : e Município ATLÂNTICO 
das, e que João e Pedro iniciaram suas viagens DA 
exatamente no mesmo horário. 


Allmaps/Arquivo da editora 


São Carlos 


São Paulo © 


S 


Adaptado de: IBGE. Atlas geográfico escolar. Rio de Janeiro, 2009. 


De acordo com os dados do enunciado, a distância entre eles após 1,5h de viagem será de: 
a) 129 km. b) 165 km. xc) 168 km. d) 294 km. e) 299 km. 


(Enem) A figura ao lado apresenta dois gráficos com infor- 
mações sobre as reclamações diárias recebidas e resolvidas 
pelo Setor de Atendimento ao Cliente (SAC) de uma em- 
presa, em uma dada semana. O gráfico de linha tracejada 
informa o número de reclamações recebidas no dia, o de 
linha contínua é o número de reclamações resolvidas no 
dia. As reclamações podem ser resolvidas no mesmo dia 
ou demorarem mais de um dia para serem resolvidas. 
O gerente de atendimento deseja identificar os dias da 
semana em que o nível de eficiência pode ser considerado 
muito bom, ou seja, os dias em que o número de reclama- 
ções resolvidas excede o número de reclamações recebidas. 
Disponível em: <http://bibliotecaunix.org>. Acesso em: 21 jan. 2012 (adaptado). 


O gerente de atendimento pôde concluir, baseado no conceito de eficiência utilizado na empresa e nas in- 
formações do gráfico, que o nível de eficiência foi muito bom na 
a) segunda e na terça-feira. d) quinta-feira, no sábado e no domingo. 


xb) terça e na quarta-feira. e) segunda, na quinta e na sexta-feira. 


c) terça e na quinta-feira. 
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Outros 


contextos Obesidade 


Quando comemos mais do que precisamos, o excesso é armazenado em forma 
de gordura. Em outras palavras, se o número de calorias que “entra” no corpo for 
maior que o de calorias que “sai”, engordamos. Esse desequilíbrio pode ser gerado 
por hábitos alimentares errados, pouca atividade física, fatores hereditários, pro- 
blemas glandulares, etc. O armazenamento de gordura que se aproxima de um 
nível que compromete a saúde de uma pessoa é chamado de obesidade. 


Papel confuso da gordura na doença 


Foi estabelecida uma nítida associação entre obesidade e várias enfermidades 
sérias, entre elas diabetes, hipertensão, doenças cardiovasculares e até alguns tipos 
de câncer, embora muitos aspectos dessa relação não tenham sido explicados. Ain- 
da assim, a definição médica mais comum de obesidade baseia-se em evidências 
de efeitos adversos sobre a saúde em pessoas acima do peso. 

O índice de massa corporal (IMC) é um dos parâmetros utilizados para identificar 
sobrepeso e obesidade. Esse índice é calculado com a massa de uma pessoa, em quilo- 
gramas, dividida pelo quadrado da sua altura, em metros. Já que uma maior mortali- 
dade é encontrada em pessoas com IMC maior do que 30, esse número tornou-se um dos 
principais parâmetros para definir a obesidade. Um IMC entre 25 e 30 é chamado sobre- 
peso, refletindo já alguma conexão com efeitos adversos à saúde. 

Essas relações epide- 


Aumento da obesidade — HOMENS — MULHERES — TOTAL miológicas entre IMC e en- 
ilei ã EM PORCENTAGEM f 
Brasileiros estão ficando fermidade, contudo, po- 
mais pesados desde 2006 . : 
" E Adultos com excesso de peso (IMC acima de 25) dem variar em diferentes 
Alimentação 


subpopulações. E nenhum 


53 
O que faz mal ao coração: a a T 49 número preciso permite 


43 o que os médicos determi- 
goso memicanE con 33 i nem qual quantidade de 
D 34,6% excesso de gordura F q q 


gordura excedente causará 


— m 
56,9% tomam leite integral, 2006 2007 2008 2009 2010 2011 uma doença. Algumas pes- 
H FITI E f 
que emais gorduroso soas têm problemas de saú- 
bebem refrigerante de com o IMC abaixo de 25, 
29,8% cinco vezes por 
semana ou mais Adultos obesos (IMC acima de 30) enquanto outras permane- 
i6 cem sadias com IMC maior 
O que faz bem ao coração: do que 30. 
D comem cinco ou i i ' 
20,2% mais porções de frutas pa ' 
e hortaliças por dia r 1 i 1 | i 
1 1 I 1 1 
1 1 1 E 1 1 
comemiteijao ' ' i ' i i Disponível em: <http://g1.globo.com/ 
Of Fi 1 1 É 1 i i : Ê k E 
69,1% Raro E i i i 1 i i ciencia-e-saude/noticia/2012/04/quase- 
2006 2007 2008 2009 2010 2011 metade-da-populacao-esta-acima-do- 


-peso-diz-saude.html>. 
Acesso em: 28 jan. 2013. 
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Além das diferenças entre as populações, a localização da gordura armazenada 
no corpo também parece ser uma variável importante. O tecido adiposo se acumu- 
lasob a pele na maioria das áreas corporais, bem como dentro e ao redor dos órgãos 
internos, especialmente no abdômen. Muitos estudos sugerem que diabetes e do- 
enças cardiovasculares, em particular, estão ligadas a essa gordura intra-abdominal, 
ou visceral. Em alguns casos, é relativamente improvável que um excesso signifi- 
cativo de gordura nos quadris e coxas — que produz a forma de “pera” no corpo — 
cause essas doenças quando não estiver presente também a gordura abdominal 
em excesso. Essa última, presente no corpo em forma de “maçã”, está altamente 
associada a diabetes e outros desequilíbrios metabólicos, mesmo na ausência de 


gordura abundante na parte inferior do corpo. 
Adaptado de: FLIER, Jeffrey; FLIER, Eleftheria. Scientific American Brasil, 65. ed., out. 2007. 


Trabalhando com o texto 


1. Há palavras no texto que você desconhece? Se sim, procure-as em um dicionário. Resposta pessoal. 


p 


2. O índice de massa corporal (IMC) é dado pela fórmula IMC = —, em que p é a massa, 
a 


em quilogramas, e a é a altura, em metros, do indivíduo. A avaliação de um peso, se está 
normal, abaixo ou acima do peso ideal, é feita de acordo com a seguinte tabela: 


Categoria IMC 
Abaixo do peso Abaixo de 18,5 
a) Determine o IMC de Amanda, que tem 1,60 m de altura e 51,2 kg 
Peso normal 18,5-24,9 
de massa. imc = 20 
b) Classifique o IMC de Amanda segundo a tabela ao lado. Soprepe so po 
i i Peso normal, Obesidade Grau I 30,0 -34,9 
c) Qual é a altura mínima para que uma pessoa de massa 108,3 kg 
seja considerada com sobrepeso? 1,9 m Obesidade Grau Il 35,0-39,9 
Obesidade Grau ll 40,0 e acima 


Fonte: Abeso (Associação Brasileira para o Estudo da Obesidade 
e da Síndrome Metabólica). Disponível em: <http://www.abeso. 


Pesquisando e discutindo 


3. Muitas pessoas acreditam que um bebê ou uma criança “gordinha” é sinônimo de boa 
saúde. Você concorda com isso? 


4. Quais medidas podem ser tomadas para evitar a obesidade? 


5. Uma dieta equilibrada não significa eliminar o consumo total de gordura. Pesquise quais 
são os benefícios da ingestão de alguns tipos de gordura para o nosso organismo. 


Procure mais informações em jornais, revistas e nos sites: 


e Artigo Cinturas avantajadas do Dr. Dráuzio Varella: <http://drauziovarella.com.br/doencas- 
e-sintomas/obesidade/cinturas-avantajadas/>; 


e Associação Brasileira para o Estudo da Obesidade e da Síndrome Metabólica: <www. 
abeso.org.br>. 


org.br/calcule-seu-imc.shtml>. Acesso em: 5 nov. 2012. 


3. Espera-se que o aluno 
não concorde com essa 
afirmação, pois na 
verdade essa “crença” é 
equivocada. A 
obesidade tem se 
apresentado como um 
fator prejudicial à 
saúde. 


4. Alimentação 
balanceada e prática de 
atividades físicas. Pode 
ser necessário 
eventualmente o 
tratamento de possíveis 
distúrbios metabólicos, 
como o hipotireoidismo. 


5. As gorduras, ou lipídeos, estão relacionadas ao crescimento, ajudam a dissolver 


vitaminas, agem na produção de espermatozoides e atuam como reserva de energia. 
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Vestibulares de Norte a S 


Região Norte 


1. 


3. 


(UFPA) Um professor de Matemática, ao lecionar 

Teoria dos Conjuntos em uma certa turma, realizou 

uma pesquisa sobre as preferências clubísticas de 

seus n alunos, tendo chegado ao seguinte resultado: 

* 23 alunos torcem pelo Paysandu Sport Club; 

* 23 alunos torcem pelo Clube do Remo; 

* 15 alunos torcem pelo Clube de Regatas Vasco da 
Gama; 

* 6 alunos torcem pelo Paysandu e pelo Vasco; 

* 5 alunos torcem pelo Vasco e pelo Remo. 

Se designarmos por A o conjunto dos torcedores do 

Paysandu, por B o conjunto dos torcedores do Remo e 

por C o conjunto dos torcedores do Vasco, todos da 

referida turma, teremos, evidentemente, A N B = -D. 

Concluímos que o número n de alunos desta turma é: 

a) 49. 


(Unifap) Seja a função f: IR > Z, tal que para cada 
x E IR, associamos a imagem f(x) = m, onde m E Z, 
coma propriedade quem Sx < m + 1. Sea = 1,9, 
b = 2,6 ec = —1,2, então o valor de f(3a) + f(2b) + f(c) 
é igual a: 


(UFRN) O gráfico a seguir representa a taxa de de- 
semprego na Grande São Paulo, medida nos meses 
de abril, segundo o Dieese: 


RECORDE NA GRANDE SÃO PAULO 
Taxa de desemprego — Meses de abril - Em % 


| | 
o) o A D 19) O S 
PPS PA 


o x SU fo Ay D o] D 
LLPP PPPH 


Fonte: Carta Capital, 5 jun. 2002. Ano VIII, n. 192. 


Analisando o gráfico, podemos afirmar que a maior 
variação na taxa de desemprego na Grande São Pau- 
lo ocorreu no período de: 

a) abril de 1985 a abril de 1986. 


b) abril de 1995 a abril de 1996. 
c) abril de 1997 a abril de 1998. 
d) abril de 2001 a abril de 2002. 


(UFC-CE) Sejam M e N conjuntos que possuem um 

único elemento em comum. Se o número de sub- 

conjuntos de M é igual ao dobro do número de 

subconjuntos de N, o número de elementos do con- 

juntoMU Né: 

a) o triplo do número de elementos de M. 

b) o triplo do número de elementos de N. 

c) o quádruplo do número de elementos de M. 

d) o dobro do número de elementos de M. 
) 


e) o dobro do número de elementos de N. 


Região Centro-Oeste 


5: 


1,00 


0,50 4 


(UnB-DF) A meia-vida de um núcleo atômico radioa- 
tivo é, por definição, o tempo necessário para que 
a metade dos núcleos inicialmente presentes em 
uma amostra se desintegre. Esse tempo não depen- 
de da massa da amostra. Por exemplo, uma amos- 
tra de 1,00 g de iodo 131, isótopo do iodo, usado no 
tratamento de câncer da tireoide, diminui para 0,50 g 
em 8 dias. A meia-vida do iodo 131 é, então, igual 
a 8 dias. O gráfico abaixo ilustra o decaimento 
radioativo para essa amostra em um período de 
até 40 dias. 


À Massa do iodo 131 (em g) 


Tempo 
(em dias) 


8 10 20 30 40 


Em relação à amostra analisada, julgue os itens que 
se seguem. 


1) O período transcorrido até que a massa dessa 
amostra fique reduzida a 0,25 g é superior a 17 dias. 


2) Após 25 dias, a massa de iodo 131 dessa amostra 
é inferior a 0,13 g. 


3) Se M; e M: são as massas dessa amostra medidas, 
nessa ordem, em um intervalo de 8 dias, então o 


quociente Mir é igual a 2. 
M2 


4) Se Mo é a massa inicial dessa amostra e Mg éa mas- 
Mo 


sa após t dias, então o quociente é constante. 


© 

. (UFG-GO) Sejam os conjuntos A = 2n; n E Ze 
B = 2n — 1; n E Z}. Sobre esses conjuntos, pode-se 
afirmar: 


LANB=D 
Il. A é o conjunto dos números pares. 
ILBUA=Z 


Está correto o que se afirma em: 
a) le Il, apenas. 
b) Il, apenas. 


c) Ile Ill, apenas. 


) 
) 


d 
e 


III, apenas. 
MIKSI 


(FGV-SP) Numa cidade do interior do estado de São 
Paulo, uma prévia eleitoral entre 2000 filiados reve- 
lou as seguintes informações a respeito de três can- 
didatos, A, B e C, do Partido da Esperança (PE), que 
concorreram a três cargos diferentes: 
|. Todos os filiados votaram e não houve registro 
de voto em branco, tampouco de voto nulo. 
Il. 280 filiados votaram a favor de A e de B. 
Il. 980 filiados votaram a favor de A ou de B, mas 
não de C. 
IV. 420 filiados votaram a favor de B, mas não de A 
ou de C. 
V. 1220 filiados votaram a favor de B ou de C, mas 


não de 4. 

VI. 640 filiados votaram a favor de C, mas não de A 
ou de B. 

VII. 140 filiados votaram a favor de A e de C, mas não 


de B. 
Determine o número de filiados ao PE que: 
a) votaram a favor dos três candidatos; 


b) votaram a favor de apenas um dos candidatos. 


. (UFMG) O gráfico da função f(x) = xX? + (a + 3)x? 
— 5x + b contém os pontos (—1, 0) e (2, 0). Assim 
sendo, o valor de f(0) é: 
a) 1. 

b) —6. 


10. 


(PUC-PR) Em uma pesquisa feita com 120 emprega- 
dos de uma firma, verificou-se o seguinte: 

e têm casa própria: 38 

e têm curso superior: 42 

* têm plano de saúde: 70 

* têm casa própria e plano de saúde: 34 

e têm casa própria e curso superior: 17 

* têm curso superior e plano de saúde: 24 

* têm casa própria, plano de saúde e curso superior: 15 
Qual a porcentagem dos empregados que não se 
enquadram em nenhuma das situações anteriores? 
(Sugestão: Utilize o diagrama de Venn para facilitar 
os cálculos.) 


casa curso 


superior 


plano de saúde 


a) 25% 
b) 30% 
c) 35% 
d) 40% 
e) 45% 


(UTFPR) Em uma indústria de sapatos, o número de 
pares produzidos mensalmente (O) é função do nú- 
mero de funcionários (n) e do número de horas diá- 
rias de trabalho (t). A função que calcula O é dada 
por O = 20n + 30t. No mês de novembro estavam 
trabalhando 20 funcionários com uma jornada diá- 
ria de 8 horas. No mês de dezembro, para atender 
os pedidos, decidiu-se aumentar a jornada diária de 
8 horas para 10 horas e foi ainda necessária a con- 
tratação de mais 5 funcionários. Então, é correto 
afirmar que o número de pares que serão produzidos 
a mais no mês de dezembro, comparando-se com a 
produção em novembro, é de: 

a) 100. 

b) 60. 

c) 250. 

d) 300. 


e) 160. 
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r: 
Glow Images. 


Chad McDermott/Shutte: 


Campo de golfe. 


Função afim 


Will o 


e função quadrática 


Fontes do Parque -dobirapuera, São Paulo, 2011. 


Ed Darack/Science Faction/Getty Images: 


A parábola é uma curva que representa os pontos 
de uma função quadrática. 

Se prestar atenção, você reconhecerá diversas 
situações do cotidiano que se assemelham a ela. 


ba Lançamento de um míssil em um teste noturno. 


Timur Djafarov/Shutterstock/Glow Images 


Ed 


Igreja São Francisco de Assis, Belo Horizonte, 2011. 


1. Qualquer função tem como representação gráfica uma parábola? 


2. Em que obras arquitetônicas e de engenharia podemos identificar formas parabólicas? 


Tischenko Irina e Nito/Shutterstock/Glow Images 


Album/Latinstock 


Tales de Mileto 


Função afim e 
função modular 


Em uma situação cotidiana, como a de ir a uma padaria, podemos 
observar a presença de conteúdos matemáticos. Por exemplo, se 1 pão do 
tipo baguete custa R$ 2,50, então 2 pães custarão R$ 5,00, 3 pães custarão 
R$ 7,50 e 4 pães, R$ 10,00; ou seja, ao dobrar o número de pães, dobra o 
valor a pagar, ao triplicar o número de pães, triplica o valor a pagar, e assim 
por diante. Então, dizemos que a grandeza “valor a pagar” varia de modo 
diretamente proporcional em relação à grandeza “número de pães”. Essa 
variação pode ser expressa por uma função do tipo y = ax, que é um caso 
particular da função afim (y = ax + b), que estudaremos neste capítulo. 

Acredita-se que o estudo de proporcionalidade tenha se iniciado na 
Grécia antiga, com Tales de Mileto (c. 625 a.C.-c. 588 a.C). Ele enunciou: 


“Um feixe de paralelas determina, sobre 
duas transversais, segmentos proporcionais.” 


Hoje, expressa por uma função linear, caso particular de função afim, 
a proporcionalidade relaciona duas variáveis, direta ou inversamente. 


E Situações Iniciais 
Um representante comercial recebe, mensalmente, um salário composto de duas partes: uma par- 


te fixa, no valor de R$ 2500,00 e uma parte variável, que corresponde a uma comissão de 6% (0,06) 
sobre o total das vendas que ele faz durante o mês. Nessas condições, podemos dizer que: 


salário mensal = 2 500,00 + 0,06 - (total das vendas do mês) 


Observe que o salário desse vendedor é dado em função do total de vendas que ele faz durante o mês. 
Representando o total de venda por x, temos: 


s(x) = 2 500,00 + 0,06x 
ou s(x) = 0,06x + 2 500,00 


ou y = 0,06x + 2500,00 Q) 
Esse é um exemplo de função afim. 


Observe outros exemplos desse tipo de função: 
a) Uma pessoa tinha no banco um saldo positivo de R$ 230,00. Após um saque no caixa eletrônico que 
fornece apenas notas de R$50,00, o novo saldo é dado em função do número x de cédulas retiradas. A lei 
da função é dada por: 


f(x) = 230 — 50x 
ou f(x) = —50x + 230 
ou y = —50x + 230 (D 


b) Em um reservatório havia 50 £ de água quando foi aberta uma torneira que despeja 20 £ de água por 
minuto. A quantidade de água no reservatório é dada em função do número x de minutos em que a 
torneira fica aberta. A lei dessa função é: 


fl) = 20x + 50 


ouy=20x+50 (I 


O objetivo destas questões é mostrar aos alunos como é constituída uma função 
afim. Se desejar, peça a eles que digam outros exemplos de função afim. 


Agora, reúna-se com um colega, comparem as leis dessas três funções (C), AD e (1) descritas acima e 
respondam às questões: 


a) Quais são as partes fixas (que não dependem do valor de x) de cada uma das três funções? 


(1) 2500,00; (11) 230,00; (1) 50 


b) Qual é a parte variável de cada uma das três funções? (1) 0,06x;(1) —50x; (1) 20x 


c) Escreva uma função afim para a seguinte situação: “Um taxista cobra R$ 2,00 por quilômetro 
rodado, mais R$ 10,00 (bandeirada)”, em que x é o número de quilômetros rodados e y é o preço 
cobrado pelo taxista. Dica: perceba que existe uma parte fixa e uma variável. y = 2x +10 


Para refletir 

Quanto gastará uma pessoa 
que fizer um percurso de 

20 km com esse taxista? 


R$54,10 


Capítulo 3 • Função afim e função modular 


Comente com os alunos que uma função 


6 Definição de função afim afim também pode ser chamada de 


função polinomial do 1° grau. 


Uma função f: IR > IR chama-se função afim quando existem 
dois números reais a e b tal que f(x) = ax + b, para todo x E IR. 


Por exemplo: 
a) f(x) = 2x +1 (a=2eb=1) 
b) f(x) = —x +4 (a= —1eb=4) 
df) = +x +5 a=ceb=5 
d) f(x) = 4x (a=4eb=0) 


Acompanhe a seguinte situação: 


Em certa cidade um motorista de táxi comum cobra uma taxa fixa 
de R$ 4,10 pela “bandeirada” mais R$ 2,50 por quilômetro rodado. Assim, 
o preço de uma corrida de x quilômetros é dado, em reais, por: 


f(x) = 2,50x + 4,10 


De modo geral, se o preço da bandeirada fosse b reais e o preço do 
quilômetro rodado a reais, então o preço de uma corrida de x quilôme- 
tros seria dado, em reais, por f(x) = ax + b, que é uma função afim. 


É5 Valor de uma função afim 


O valor de uma função afim f(x) = ax + b 
para x = xo é dado por f(xo) = axo + b. 


Por exemplo, na função afim f(x) = 5x + 1, podemos determinar: 
e f()=5-1+1=5 +1 = 6. Logo, f(1) = 6. 
e f(—3) = 5 - (3) + 1 = —15 + 1 = —14. Logo, f(—3) = —14. 


SH = 5-2) +1=1+1=2. Logo, s|) =2, 


cfix+h=5-(x+h)+1=5x+5h+1. Logo, f(x + h) = 5x + 5h +1. 


Valor inicial 


Em uma função afim f(x) = ax + b, o número 
b = f(0) chama-se valor inicial da função f. 


Por exemplo, o valor inicial da função: 
a) f(x) = -2x + 3 é 3, pois f(0) = -2 -0 +3 = 3 
b) f(x) = 5x + 1é1, pois f(0)=5:0+1=1 
c) f(x) = 7x é 0, pois f(0)=7:0= 0 


Č Unidade 2 • Função afim e função quadrática 


Sascha Deforth/Glow Images 


4 Taxa de variação média da função afim 
fix = ax+ b 


Em qualquer função f: IR > IR, quando damos um acréscimo h à variável x, passando de x para x + h, 
há, em correspondência, um acréscimo f(x + h) — f(x) no valor da função. 


Dados x e x + h números reais, com h # 0, o número 


Í(x +h) - f(x) 
h 


chama-se taxa de variação média da 


função f no intervalo [x, x + h]. 


Dados x e x + h números reais, com h # 0, e a função afim f: IR — IR definida por f(x) = ax + b, sua taxa 
de variação média em relação a x é dada pelo número: 


fx+h-fx) _ ax +h +b-(ax+b)  ak+tah+ý-ak-øĎ ah. 
h h 


a 


Portanto, e E 


Assim, a taxa de variação média, em relação a x, de uma função afim qualquer, definida por 
f(x) =ax+ b,éa. 


Observações: 


1) Como a taxa de variação média de uma função afim é constante, nesse caso podemos dizer apenas taxa de 
variação. 

2º) A taxa de variação da função afim pode ser interpretada como a variação em f(x) causada por cada au- 
mento de uma unidade em x. Exemplo: a taxa de variação da função afim f(x) = 5x + 2 é 5, ou seja, cada 


acréscimo de uma unidade em x faz f(x) aumentar 5 unidades; e a da função g(x) = —3x + 2 é —3, ou seja, 
cada acréscimo de uma unidade em x faz g(x) diminuir 3 unidades. 


3º) A taxa de variação da função afim pode ser obtida conhecendo-se dois dos seus valores f(x:) e 
f): a= fx )= fla) 


A = Xi 


, para xy Æ X2. 


P ro p r | e d a d e Este fato pode ser constatado nos exemplos 


apresentados nas Situações Iniciais de funções afins. 
Uma função afim é crescente (x, < x, > f(x) < f(x2)) quando sua taxa de variação a é positiva, decrescente 


(xı < x2 > f(x) > f(x5)) quando a taxa de variação a é negativa e constante quando a = 0. 


Capítulo 3 • Função afim e função modular 


5. 


5.a) largura = 1cm, 


Exercicios 


Determine o valor da função afim f(x) = —3x + 4 para: 
a) x=1; f) =1 


3k+1 


Considere as funções afins: 


a) fo) =3x + 5 


Qual delas tem valor inicial maior? E qual tem taxa de 
variacão maior? g(x) tem maior valor inicial; 
E - f(x) tem maior taxa de variação. 
Escreva a função afim em cada item sabendo que: 
a) a taxa de variação é 3 e o valor inicial é 1; fo) = 3x +1 


b) a taxa de variação é —2 e f(2) = 5; fix) = -2x + 9 
c) para cada unidade aumentada em x, a função au- 
menta 2 unidades e o valor inicial é 10; f(x) = 2x +10 


d) para cada unidade aumentada em x, a função di- 
minui 1 unidade e o valor inicial é 3. f(x) = -x + 3 
empuria Na produção de peças, uma indústria tem 
um custo fixo de R$ 8,00 mais um custo variável 
de R$ 0,50 por unidade produzida. Sendo x o núme- 

ro de unidades produzidas: 

a) escrevam a lei da função que fornece o custo total 
de x peças; f(x) = 8 + 0,50x 

b) indiquem a taxa de variação dessa função e o seu 
valor inicial; Taxa de variação: 0,5; valor inicial: 8. 


c) calculem o custo de 100 peças. R$58,00 


Empurta. Considerem o retângulo a seguir. 


perímetro = 12 cm; 
largura = 1,5 cm; 


perímetro = 13 cm; 


5 cm 


largura = 2 cm; 

perímetro = 14 cm; 

largura = 3 cm; Xxcm 
perímetro = 16 cm; largura = 4 cm, perímetro = 18 cm 


Nessas condições: 
a) calculem o perímetro do retângulo quando a largura 
for 1cm; 1,5 cm; 2 cm; 3 cm e 4 cm; 


b) construam uma tabela associando cada largura ao 


perímetro do retângulo; ““/ 9 tabela no 
Manual do Professor. 


c) se x representa a largura, indiquem qual é a lei da 
tuncap que expressa o perímetro nesse retângulo; 

x) = 10 + 
d) informem qual é a taxa de variação dessa função e 


qual é o seu valor inicial. 
Taxa de variação: 2; valor inicial: 10. 


W/=») Unidade 2 « Função afim e função quadrática 


ATENÇÃO! 


Não escreva no 
seu livro! 


Empuria. Uma pessoa vai escolher um plano de saúde 
entre duas opções: A e B. 


PLANO A 


PLANO B 


O gasto total de cada plano é dado em função do 
número x de consultas. 


Determinem: 


a) a equação da função correspondente a cada plano; 
Plano A: f(x) = 50x + 100; plano B: g(x) = 40x + 180. f 
b) qual délas tem maior taxa de variação e como isso 
x x A do plano 4. O custo aumenta 
poderia ser interpretado; mais rapidamente no plano A 
. _ „de acordo com o número de consultas. 
c) em que condições é possível afirmar que: o plano 


A é mais econômico; o plano B é mais econômico; 


os dois planos são eguivalentes. 
plano A é mais econômico para x < 8;0 B, 
para x > 8;e eles são equivalentes para x = 8. À 
Emporta O preço do aluguel de um carro popular é 


dado pela tabela abaixo. 


Em todos os casos, paga-se R$ 0,37 por quilômetro 
fx) = 50 + 0,37x; folx) = 63 + 0,37x; 

excedente rodado ff) = 75 + 0,37% 

a) Escrevam a lei da função para cada caso, chamando 


de xo número de quilômetros excedentes rodados. 


b) Qual é a taxa de variação de cada função? 
fh>a=037;fp>a=037;f,>a=037 


EmpurLa. Um tanque estava inicialmente com 10 litros 


de água. A torneira desse tanque foi aberta deixando 

sair a água na razão de 5 litros por segundo. 

a) Escrevam a função que representa a quantidade de 
água após t segundos. f(x) = 10 + 5t 


b) Qual é a taxa de variação da função afim assim 
obtida? 5 


c) Qual é o valor inicial da função afim assim obtida? 10 


6 Determinação de uma função afim 


Uma função afim f(x) = ax + b fica inteiramente 
determinada quando conhecemos dois dos seus 
valores f(x1) e f(x>) para quaisquer x, e x; reais, com 
Xı % X2. OU seja, com esses dados determinamos 
os valores de a e de b. 


Por exemplo, acompanhe duas maneiras de determinar uma função afim, sabendo que f(2) 


2efb)=1. 
1º maneira: 
Para determinar a função afim, vamos obter a taxa de variação a e o valor inicial b. 


f2) -f0 
2-1 


zac] 
2 =] 


=3 


Sabemos que: a = l 


Assim, f(x) = —3x + b. 
Para obter b, escolhemos um dos valores conhecidos, por exemplo, f(1) = 1. Substituindo-se x por 1, 
temos:1=-3:1+b=>b=4 


Então, f(x) = —3x + 4. 
2º maneira: 
e se f(2) = —2, então para x = 2 tem-se f(x) = —2, ou seja, —2 = 2a + b; 


e se f(1) = 1, então para x = 1 tem-se f(x) = 1,ouseja,1=a + b. 


Determinamos os valores de a e b resolvendo o sistema de equações: 


2a + b=—2 Xá + b =-2 
Co aa ES =p Ee? 
-b = -4 >b= 
Comoa + b = 1, então: a + 4 = 1a = -3 


Logo, a função afim f(x) = ax + b tal que f(2) = —2. e f(1) = 1 é dada por f(x) 


Exercícios 


IP 


—3x + 4. 


9. Determine a fórmula matemática da função afim tal 
que f(2) = 5 e f(—1) = —4 e depois responda: qual é a 


taxa de variação dessa função? fod e paia de 
A z variação éa = 3. 


Escreva a função afim f(x) = ax + b, sabendo que: 


a) f0) = 5ef(-3)= -7 b) f(~1) =7ef(2)=1. 


fix) =3x+2 fix) =-2x+5 


12. Em razão do desgaste, o valor (V) de uma mercadoria 
decresce com o tempo (t). Por isso, a desvalorização 
que o preço dessa mercadoria sofre em razão do tem- 
po de uso é chamada depreciação. A função deprecia- 
ção pode ser uma função afim, como neste caso: 
o valor de uma máquina é hoje R$ 1000,00, e estima-se 
que daqui a 5 anos será R$ 250,00. 

a) Qual será o valor dessa máquina em t anos? 


. O proprietário de uma fábrica de chinelos verificou que, 
quando se produziam 600 pares de chinelos por mês, 
o custo total da empresa era de R$ 14 000,00 e, quando 
se produziam 900 pares, o custo mensal era de 
R$ 15 800,00. O gráfico que representa a relação entre 
o custo mensal (C) e o número de chinelos produzidos 
por mês (x) é formado por pontos de uma reta. 


a) Obtenha C em função de x. C(x) = 6x + 10400 

b) Se a capacidade máxima de produção da empresa 
é de 1200 chinelos/mês, qual o valor do custo 
máximo mensal? R$ 17 600,00 


V = —150t + 1000 


b) Qual será o valor dessa máquina em 6 anos? 
R$100,00 , no . i 
c) Qual será sua depreciação total após esse período 


de 6 anos? R$900,00 
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(5 Gráfico da função afim f(x) = ax + b 


É possível demonstrar que o gráfico de uma função afim f(x) = ax + b 
é uma reta. 

Geometricamente, b é a ordenada do ponto onde a reta, que é 
gráfico da função f(x) = ax + b, intersecta o eixo Oy, pois para x = O 
temos f(0) =a-0+b=b. 

O número a chama-se taxa de variação da função f, mas também 
é conhecido como declividade ou coeficiente angular dessa reta em 
relação ao eixo horizontal Ox. 

O número b chama-se valor inicial da função fou coeficiente linear 
dessa reta. 


Traçado de gráficos de funções afins 


Vamos construir os gráficos de algumas funções afins f(x) = ax + b no plano cartesiano. 

Como o gráfico da função afim f(x) = ax + b é uma reta e para traçar uma reta basta conhecermos 
dois pontos distintos pertencentes a ela, então determinamos dois pontos distintos da função e traça- 
mos a reta. 


Veja alguns exemplos: 


a) f(x) = 2x +1 4y E 
x | fœ% m 
=f =3 ponto em 

que a reta 
1 3 intersecta 
o eixo Vo 


T = 


Nesse caso, temos a = 2 (a > 0), então a reta é ascendente (quando se caminha da esquerda para 
a direita). 


b) f(x) = —3x + 2 TOERKE 
(0,2) 
x f(x) ponto em 
que a reta 
0 2 intersecta 
fo)=b=2 oeixoy 
1 =] 
X 
Nesse caso, temos a = —3 (a < 0), então a reta é descendente (quando se caminha da esquerda para 
a direita). 
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x | fl) 
-2| 4 
1 | -2 


a E PR BA RA E A S E AA 


Tx 


f) f(x) =2 
x | Fl) 
—2 2 
—1 2 
(0) 2 
1 2 
2 2 

g) fx) =x+2 
x | f% 
—2 0 
0 2 


Ni EITE 


Fique atento! 


* f(x) = ax é denominado função linear. 
* O gráfico dessa função é uma reta não vertical 


que passa pela origem (0, 0). 


Fique atento! 
* f(x) = x é conhecida 


como função identidade, 


caso particular da função 
linearem quea =1. 

* O gráfico da função 
identidade f(x) = xé a 
bissetriz do 1º e 3º 
quadrantes. 


Fique atento! 


Para refletir 
O que é a bissetriz 
de um ângulo? 


É a semirreta que parte 
do vértice do ângulo e o 
divide em dois ângulos 

de mesma medida. 


* f(x) = b (ou seja, a = 0) recebe o nome de função 


constante. 


* O gráfico dessa função é uma reta paralela ao 
eixo x que passa pelo ponto (0, b). Nesse caso, 


Im(f) = {b}. 


Fique atento! 
* Afunção f(x) = x + b recebe o nome de translação 


porque podemos “andar” (“transladar”) com a reta 
y =X + b paralelamente à reta y = x (bissetriz dos 


quadrantes ímpares). 


* Atranslação transforma (x, y) em (x,y + z), ou 


seja, leva o eixo Ox na reta y = Z. 


CONTEÚDO 
DIGITAL 
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Exercícios resolvidos 


Calcule a taxa de variação da função cujo gráfico 
é uma reta que passa pelos pontos A(1, 3) e B(5, 6). 
Verifique se a função afim cujo gráfico é essa 
reta é crescente ou decrescente. 


Flo) = fla) 
a 
A(1, 3) temos f(1) = 3 e em B(5, 6) temos f(5) = 6. 


Resolução: 


Sabemos que: a = ,Xı E X2. Em 


Portanto, a taxa 
de variação é 


; 3 
igual a —. Em 
8 4 


outras palavras, 


a razão entre a ' 
variação dos va- i 
lores de f(x) e a ' 
correspondente 1 


xX 
a 


v Ș--------- 


e à 48 
variação dos valores de x no intervalo [1, 5] é T 


3 z TS 
Como A > 0, a função afim é crescente. 


Resolvido passo a passo 
2. Biologia 
(Enem) O gráfico abaixo, obtido a partir de dados 
do Ministério do Meio Ambiente, mostra o cres- 
cimento do número de espécies da fauna brasi- 
leira ameaçadas de extinção. 
4 


ane nn. ; 


Número de espécies ameaçadas de extinção 


1983 1987 1991 1995 1999 2003 2007 Ano 


Se mantida pelos próximos anos a tendência de cres- 
cimento mostrada no gráfico, o número de espécies 
ameaçadas de extinção em 2011 será igual a: 

a) 465. c) 498. e) 699. 


b) 493. d) 538. 
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passo a passo: exercício 2 


1. Lendo e compreendendo 

a) O que é dado no problema? 
Um gráfico de barras com o número de espécies 
em extinção de 1983 a 2007. 

b) O que se pede? 
O número de espécies em extinção em 2011. 


2. Planejando a solução 


Devemos usar o gráfico do enunciado para fazer a 
projeção do número de espécies em extinção em 
2011. É essencial perceber que esse gráfico é uma 
função afim e, portanto, devemos obter a taxa de 
variação dessa função. 


3. Executando o que foi planejado 

Precisamos obter a lei da função afim que relaciona 
o número de espécies em extinção com o ano. Do 
gráfico, temos que f(1983) = 239 e (2007) = 461. 
Genericamente, uma função afim é do tipo: 
fix) = ax + b. 

Vamos obter a taxa de variação a dessa função 
fazendo: 


_ f(2007) -f(1983) _ 461-239 
2007 — 1983 2007 — 1983 


z > SU A Rae 
Então, se há F espécies ameaçadas de extinção 


por ano, então a cada 4 anos temos 37 novas es- 
pécies ameaçadas de extinção. Se em 2007 temos 
461 espécies ameaçadas de extinção, então 4 anos 
depois (em 2011) teríamos 461 + 37 = 498 espécies 
ameaçadas de extinção. 


f(2013) = 516,5; esse valor 
4. Emitindo a resposta não é adequado por não ser 
um valor inteiro. O melhor 
valor no caso seria o 
próximo número inteiro 
5 maior que f(2013), ou seja, 
5. Ampliando o problema 517 espécies. 


a) Determine f(2013). O valor encontrado para f(2013) 
é adequado como o número de espécies em ex- 
tinção? Se não for, qual seria um valor adequado? 


A resposta é a alternativa c. 


b) Discussão em equipe 

Troque ideias com seus colegas sobre a impor- 
tância da preservação das espécies de animais 
em nosso planeta. O que podemos fazer para 
ajudar? Vocês conhecem alguma espécie que já 
tenha sido extinta? E alguma espécie em extin- 
ção? Isso ocorre só no Brasil ou também em 
outras partes do mundo? Resposta pessoal. 


Veja os gráficos dos exercícios 13, 14, 15, 18, 20, 21e 23no Manual do Professor. 

13. Construa, em um sistema de eixos ortogonais, o grá- 
fico das seguintes funções: 
a) f(x) =2x+3 


b) f(x) =x+3 


c) f(x) = -2x +5 

d) f(x) = —2 — 2x 

14. impupa Em um mesmo sistema de eixos ortogonais, 
construam os gráficos das seguintes funções. Depois, 
observem a influência da taxa de variação na posição 


de cada reta. Existe algum padrão a ser notado? 
1 


a) f(x) = z* d) s(x) = -x 
b) g(x) =x e) t(x) = —2x 
c) h(x) = 2x 

15. Física 


Um corpo se movimenta em velocidade constante de 
acordo com a fórmula matemática s = 2t — 3, em que 
s indica a posição do corpo (em metros) no instante t 
(em segundos). Construa o gráfico de s em função de t. 


16. Obtenha, em cada caso, a função f(x) = ax + b, cuja 
reta, que é seu gráfico, passa pelos pontos: 
a) (71,1)e (2, 0); b) (3,0) e (9, 4). 
fo = -ix +2 f) =-5x+4 
17. Determine o valor de m para que o gráfico da função 
f(x) =2x+m-3: 
a) intersecte o eixo y no ponto (0, 5); m = 8 
b) intersecte o eixo x no ponto (3,0). m = —3 
18. mourra Sabendo que a função f(x) = ax + bé tal que 
f0) = 5 ef(-2) = —4, determinem: 
a) os valores de a e b; a=3eb=2 
b) o gráfico de f; 
2 


c) o valor de x para o qual f(x) = O. x = e 


19. moura Considerem a função afim dada por 


f(x) = —3x + 4 e respondam: 
a) Em que pontos a reta correspondente corta os 


eixos x ey? f(x) corta o eixo x no ponto |—, 0), e o eixo y 
=, no ponto (0,4). 3 
b) A função é crescente ou decrescente? Decrescente. 


20. Empura AS retas das funções afins fe g e da função 
constante h determinam um triângulo. 
a) Determinem os vértices desse triângulo, sabendo 
que as leis dessas funções são f(x) = x — 3, 
g(x) = —x + 3 e h(x) = 3.4(3,0);B(0,3) e C(6,3) 
b) Construam os três gráficos em um mesmo sistema 
de eixos. 


21. Empurta A função afim f(x) = ax + b tem taxa de va- 
riação igual a —2 e seu gráfico passa pelo ponto A(1, —3). 
Escrevam a função afim e esbocem seu gráfico. 

fo) =—2x—1 


22. Dados os gráficos das funções de IR em IR, escreva a 
função f(x) = ax + b correspondente a cada item. 
a) y= Ex +2. W 


S cd y=10x f 1!  y=3x+⁄4 
Wess E cas i 
14 ' 
x ' x 
0 2 g 0 2 g 
d) 4Y y=-10x+20 g) y=-3x Ay 


20 


23. ouma Construam, em um sistema de coordenadas 


cartesianas ortogonais, o gráfico das seguintes funções: 
j F 2,sex > 0 
a) f(x) = 
Í x+2,sex<0 


X,Sex =2 
b) f(x)=4-1,se0<x<2 
x—1l,sex<0 
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Matemática 
e tecnologia 


Este aplicativo será usado como ferramenta para auxiliar na construção de gráficos ao longo deste e dos próximos volumes desta coleção. 


Construção do gráfico da função afim no computador 


Vamos aprender a construir o gráfico de fun- 
ções importantes utilizando um software livre. 

O LibreOffice (antigo BROffice) é um desses 
softwares e oferece seis aplicativos livres: editor 
de texto, planilha eletrônica, editor de apresenta- 
ção de slides, editor de desenho, editor de fórmulas 
e banco de dados. 

A instalação desse software é simples: acesse 
o site <http://pt-br.libreoffice.org/>, clique em 
“Baixe já”, escolha a versão de acordo com o seu 
computador e siga os passos para finalizar a ins- 
talação do programa. 

Ao abrir o LibreOffice, clique em “Planilha” e 
observe que a planilha eletrônica é formada por 
linhas (1, 2, 3, 4, ...) e colunas (A, B, C, D, ..). 

Agora, acompanhe os passos para construir 
o gráfico da função f(x) = x + 3. 

e 1° passo: Monte uma tabela com valores de 
x e f(x). A coluna A será formada pelos valores 
da variável independente x e a coluna B, pelos 
valores da variável dependente f(x). Preencha 
as células Ale B1 com x e f(x) = x + 3, respecti- 
vamente. 

Nas células A2, A3, A4, ..., A12 preencha com os 
valores —5, —4, —3, ..., 5. 

Na célula B2 digite “= A2 + 3º. Assim, o valor 
assumido na célula B2 será igual ao valor apre- 
sentado na célula A2 acrescido de 3 unidades. 
Em seguida tecle “Enter”. 


Sgio Estu Enio puei pomata Fegrumentas Dados junio Agudo x 
ses sas neu D OR + 
lo FALA VEZES swne BE 

El mx as 
= pome -an mrgy e pr 


OITZE] 
aa) 


um de tus a o O To o ia do da 


2º passo: Clique com o botão esquerdo do 
mouse no canto inferior direito da célula B2 
utilizando o recurso “Arrastar e soltar” e desli- 
ze até a célula B12, como indicado a seguir. 
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“Dur sp os 
se BH B- 


g 


Fotos: Reprodução/<www.geogebra.org> 


Ao soltar o mouse, aparecerão na coluna B os 
valores que obedecem à lei de formação da 
função f com os valores indicados na coluna 4. 
3º passo: Selecione a tabela construída, clique 
na opção “Gráfico” (ícone na parte superior es), 
selecione a opção “XY (Dispersão)” e “somente 
linhas”, como apresentado nas imagens abaixo. 
Depois, clique em concluir e o gráfico será cons- 
truído automaticamente. 


wess —ui s 
+«MOVTD S-D-s-D-p-+- 
a sacrate 


SET e qa 
4 /-mOvTD O O-s-D-E-4- 
dera de pre rca 


Observe que o domínio da função são os valores 
colocados na coluna A, ou seja, [—5, 5], a imagem 
é a variação do eixo das ordenadas [-2, 8]e a lei 
de formação da função é f(x) = x + 3. 

Não se esqueça de salvar o gráfico obtido. 
Repita a operação utilizando o mesmo domínio 
e as funções f(x) = x — 3 e f(x) = 2x +1. 


Veja os gráficos no Manual do Professor. 


Conexão entre função afim 
e Geometria analítica 


No estudo da Geometria analítica, que abordaremos no volume 3, os elementos geométricos são descritos 
por equações. Entre eles, a reta, que particularmente nos interessa, pois, como já estudamos, o gráfico de uma 
função afim f(x) = ax + b é uma reta. 

Reciprocamente, toda reta não vertical r é o gráfico de uma função afim. De Para refletir 
fato, se A(x, y1) e B(x>, y2) são dois pontos distintos da reta r, não vertical, temos | A reta vertical não é gráfico 
que x, £ x». Assim, existe uma função afim f: IR — R tal que f(x) = yı e f(x) = y2. | de uma função. Por quê? 


O gráfico de f é uma reta que passa pelos pontos A e B. Logo, essa reta coincide Porque existem infinitos 
valores de y para um 


com r. único valor de x e, 
portanto, não é função. 


Equação da reta 
Seja uma função afim f(x) = ax + b, dizemos que y = ax + b é a equação da 
dE. que na função afim é a taxa de 
X= Xi 
variação, agora, na reta, recebe o nome de coeficiente angular (ou inclinação 
da reta) da reta. 
A relação entre o coeficiente angular com o ângulo de inclinação a que o 


eixo Ox forma com a reta r é dada por a = tan a. 


reta r, dada pela função. Assim, a = 


Se P(x, y) é um ponto genérico de uma reta r, então o coeficiente angular a e 
um ponto Po(xo, Yo) dela determinam essa reta: 


ae Y — Jo => y — yo = a(x — xo) => Y = Yo + a(x — xo) 
X — Xo 


Essa é a equação da reta que passa pelo ponto P(xo, Yo) e tem coeficiente 
angular a. 


Ro tan a 
d(Po, C) 
Por exemplo, a equação de uma reta que passa pelo ponto (5, —2) e tem coeficiente angular a = —3 é 


dada por: 
y=yprax-x)>y=2+4+03)x-)>y=2-3kx+55 y = -3x + 13 


Exercícios 


24. Qual é a equação da reta que: 25. Escreva a equação da reta representada por: 
a) passa pelo ponto A(4, 6) e tem coeficiente angular scam P 
a=3? y=3x-6 P= B 


Fique atento! 
Voltaremos a este 
assunto no volume 3. 


b) passa pelo ponto B(—4, 0) e tem coeficiente angular 
a=-2y=-2x-8 


c) passa pelos pontos D(0, 4) e E(-2, —-6)? y=5x + 4 
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É5 Zero da função afim 


O valor de x para o qual a função f(x) = ax + b se anula, 
ou seja, para o qual f(x) = 0, denomina-se zero da 
função afim. Para determinar o zero de uma função 
afim basta resolver a equação ax + b = 0. 


Exemplos: 
a) O zero da função f(x) = 2x + 5 é -—, pois 2x + 5 = 0, ou seja, 2x = —5, ou ainda, x = -—. 


b) O zero de f(x) = 2x — 46x =2. - 
Para refletir 
c) O zero da função y = x — 8é8. Confira o valor do zero das 
funções dos itens b e c. 


Interpretação geométrica 


Geometricamente, o zero da função afim f(x) = ax + b é a abscissa 
do ponto de intersecção do gráfico da função com o eixo x. 


Por exemplo, dada a função afim definida por f(x) = 2x — 5, temos: aai 


5 = 
2x—-5=052x=55x= — (zero da função). O que acontece com o valor 
- de f(x) quando x>5" 


5 
x y E quando x< z 
1/-—3 fx) > 0; fx) <0 
3 1 


>i a : 5 
Logo, a reta, gráfico dessa função, intercepta o eixo x no ponto [> 0) 


É5 Estudo do sinal da função afim 
e de inequações do 1º grau 


Analise a seguinte situação: 


Um comerciante gastou R$ 300,00 na compra de um lote de maçãs. Como cada maçã será vendida a 
R$ 2,00, ele deseja saber quantas maçãs devem ser vendidas para que haja lucro no fim da venda. 


Observe que o resultado final (receita menos despesa) é dado em função Receltasguantia recebldaou 


do número x de maçãs vendidas, e a lei da função é f(x) = 2x — 300. Para obtida com a venda de um ou 
resolver a questão do comerciante, devemos determinar os valores reais de mais produtos, se'aireceita e 

: A : M maior que o custo, há lucro. Se 
x tais que f(x) > O ou, de modo equivalente, devemos resolver a inequação é menor, há prejuízo. 


2x — 300 > 0, emR. 
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Estudando o sinal: 2x — 300 > 0 
1 ——— 
Fx) 
a = 2; a > 0 — a função é crescente 


2x — 300 = 0 = 2x = 300 => x = 150 (zero da função) 


Dispositivo prático: 
x > 150 > f(x) > O (haverá lucro) 
+ x x=150> f(x) = 0 (não haverá lucro 
= 450 nem prejuízo) 


x < 150 > f(x) < O (haverá prejuízo) 


S = {x EIR | x > 150) 


Para refletir 
Qual é o significado dos sinais 
+ e — nesse dispositivo? 


O sinal + significa f(x) > 0, 
eosinal — significa f(x) < 0. 


De modo equivalente, resolvendo a inequação, temos: 


2x — 300 > 0emIR 
2x > 300 > x > 150 
S = {x EIR | x > 150) 


Assim, o comerciante deve vender mais de 150 maçãs para que tenha lucro no fim da venda. 


Exercicio resolvido 


3. Determine os valores reais de x tais que 
f(x) = —2x + 5 seja negativa, ou, de modo equiva- 
lente, resolva a inequação —2x + 5 < 0. 
Resolução: 
Estudando o sinal: —2x + 5 < O 
fix) 
a = —2; a < 0 — a função é decrescente 


2x+5=0>-2x=-5>x= 2 (zero da função) 


Dispositivo prático: 


26. Sem construir gráficos, descubra os pontos em que as 
retas, gráficos das funções abaixo, cortam os eixos x € y. 


=x-5 = —2x eixo x: (0, 0); 
! O (5,0); eixo y: (0, —5) 9 fog 1 E eixo y: (0,0) 
b) fix) = x +4 a) fo) = 5x1 


id did a O eixo x: (2,0); eixo y: (0, —1) 


27. Estude a variação do sinal das seguintes funções afins: 
a) fix) =x+4 c) f(x) =3x-5 
1 
b) f(x) = -2x +1 d) f(x) = -1 + —x 


Veja a resolução no Manual do Professor. 2 


x 
V 


x x 
N Il 
nju nju nju 


s=ħkerjx> 2} 


De modo equivalente, resolvendo a inequação: 
Dar ASO 


ae 5 SaS x>= 


s= (remix 


28. Para que valores reais de x a função: 
a) f(x) =1— x é positiva? x<1 
b) f(x) = 3x + 12 é negativa? x< —4 


29. Determine os valores reais de x para que ambas as fun- 

ções, f(x) = —2x + 8 e g(x) = 3x — 6, sejam negativas. 

Não existe valor real de x que satisfaça as duas condições simultaneamente. 

30. Qual é o zero da função afim cujo gráfico, que é uma 
reta, passa pelos pontos (2,5) e (1,6)? x=17 
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Sistema de inequações do 1º grau 
Utilizamos o estudo do sinal para resolver sistemas de inequações do 1º grau em R. 
3x —4<0 
x+452>0 parax E IR 
Devemos resolver simultaneamente as inequações 3x — 4 < 0 e —x + 5 = 0. Assim, a solução do 
sistema será dada pela intersecção das soluções dessas duas inequações: 


Exemplo: | 


3x-4>0>5 =x ER|x> £} E 


—x+5=>05S=(XER|x<5 


Ssns =s=fxer]£ <x<5ou [4,5] $ 


Inequações-produto e inequações-quociente 
Acompanhe a resolução de uma inequação-produto e de uma inequação-quociente: 
a) Inequação-produto: (x — 2)(1 — 2x) = 0, para x E IR 
Primeiro, estudamos os sinais das funções separadamente. Então, se (x — 2) for positivo, (1 — 2x) deverá 
ser negativo. Se (x — 2) for negativo, (1 — 2x) deverá ser positivo. Podemos verificar isso estudando os 
sinais de cada função separadamente: 


e f(x) =x—2 e g(x) =1- 2x 
+ x + x 
= É IS 
f(x) = Oparax =2 g(x) = Oparax = - 


precisam ocorrer simultaneamente 


fix) = Oparax = 2 gx) = Oparax = — 


precisam ocorrer simultaneamente 


Assim, para ocorrer x — 2 = 0 e 1 — 2x < 0, devemos ter x > 2. Para ocorrer x — 2 < 0 e 1 — 2x > 0, de- 


vemos ter x < 1. Portanto, S = [x ER |x =s — oux > a. 


Podemos determinar o conjunto solução usando um quadro de sinais. Veja: 


1 
2 2 
fx) - ' E 4 
g(x) + — - 
fx): g(x) O D © 


Logo, S = fx ER|x= T oux = d. 
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x+4 


b) Inequação-quociente > 0, comxE Rex] 


fo) =x + A go) =x—1 ; Fique atento! 
zero da função: x= —4 zero da função: x=1 Nas inequações-quociente 
sinaldea:a=1>0 sinaldea:a=1>0 precisamos ficar atentos 
às condições de existência. 
Neste caso temos x # 1e, 
Wn N o) portanto, devemos colocar 
= MEM q = 1 ci “bolinha vazia” na 
representação. 
No quadro de sinais temos: —4 1 
+ = 
fo) = + + 
- - = 
glx) = - + 
fo) 7 7 E 
X 1 1 
g) O ; © i O 


| 
A 


Logo, S = {x ERR |x S —4 ou x > 1}. 


Exercicio resolvido 


. Explicite o domínio da função f: IR > IR definida por f(x) = 


Resolução: 


X a X2 - E 
Sabemos que | ] só é possível em IR se =0 ex 1. Portanto, vamos resolver a inequação 
=X x 


ook =x= 2 
zero da função: x = 2 
a=1>0 


e h(x) =1-x 
zero da função: x = 1 

a=-—1<O0 
Ta x 


No quadro de sinais temos: 


-----ł-----F-----¢ N 


Logo, D = {x E IR|1< x < 2}. 
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To —————— 


31. Resolva, em IR, as seguintes inequações usando o pro- 
cesso que julgar mais conveniente: 
a)3—-4x>x-—75=(xeR|x<2) 

x 3(x — 1) 

4 10 


<1s=(xeR|x=>-14) 


32. Resolva os sistemas de inequações em IR. 
ajilt<x+1<5s=(xeR|0<x=4) 


5—2x<4 
b) EL asfreritex<] 


33.Um comerciante teve uma despesa de R$ 230,00 na 
compra de certa mercadoria. Como vai vender cada 
unidade por R$ 5,00, o lucro final será dado em função 
das x unidades vendidas. Responda: 
a) Qual lei dessa função f? f(x) = 5,00x — 230,00 
b) Para que valores de x temos f(x) < 0? Como pode 


ser interpretado esse caso? * < 46:0 comerciante terá 
prejuízo se vender menos de 46 unidades. 


c) Para que valor de x haverá um lucro de R$ 315,00? 
= 109 
d) Para que valores de x o lucro será maior que 
R$ 280,00? x > 102 


e) Para que valores de x o lucro estará entre R$ 100,00 
e R$180,00? 66 < x <82 


34.Resolva, em IR, as seguintes inequações-produto: 
a) (2x + (x + )<0s-=[rer|-2<x=< + 
b) (x — 1)(2 — x)(-x+4)<0 
S={xER|x<10u2<x<4} 


35. Resolva, em IR, as seguintes inequações-quociente: 


2x — 3 um < 3 
a) >0s=herp<x= 5 
b) De >0s=(xeR|-4<x<10ux>2) 


36. Um rapaz, ao pesquisar na internet o preço de alguns 
livros, encontrou os produtos que queria em duas lojas 
virtuais distintas. O valor dos livros era o mesmo, porém 
em cada loja o cálculo do valor do frete era diferente. 
Na loja 4, pagava-se um fixo de R$ 5,00 mais R$ 3,00 
por livro comprado. Na loja B pagava-se um fixo de 
R$ 10,00 mais R$ 2,00 por livro. 

a) Para comprar 4 livros, qual preço do frete era mais 
barato: na loja A ou na loja B? Na loja A. 


b) Qual é a função que relaciona o preço do frete, em 
reais, com o número de livros adquiridos em cada 
uma das lojas? Loja A: f(x) = 3x + 5; loja B: f(x) = 2x + 10. 

c) Faça o gráfico das duas funções em um mesmo 
plano cartesiano e interprete o significado do pon- 
to de intersecção dessas duas retas, conforme o 


contexto do enunciado. Veja a resolução deste item 
no Manual do Professor. 
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37. Explicite o domínio D das seguintes funções: 


3 


3 


* EMDUPLA 


* EMDUPLA 


a) f(x) = lx — (3x +5) D=[|xERIx= -Soux =] 


b) fo) =4 pa 1 D=(xER|x<00ux=3) 
c) fx) = x=] D={xER|x<10ux>5} 
Vx-5 


EmpuPta (Unicamp-SP) Três planos de telefonia celular 


são apresentados na tabela abaixo: 


Plano | Custo fixo mensal gusto eea por 
minuto 
A R$35,00 R$ 0,50 
B R$ 20,00 R$ 0,80 
G (0) R$ 1,20 


a) Qual é o plano mais vantajoso para alguém que 
utilize 25 minutos por mês? O plano C. 


b) A partir de quantos minutos de uso mensal o plano 


A é mais vantajoso do que os outros dois? 
A partir de 50 minutos. 


empuria (UFC-CE) Uma cidade é servida por duas em- 


presas de telefonia. A empresa X cobra, por mês, uma 
assinatura de R$ 35,00 mais R$ 0,50 por minuto utili- 
zado. A empresa Y cobra, por mês, uma assinatura de 
R$ 26,00 mais R$ 0,65 por minuto utilizado. A partir 
de quantos minutos de utilização o plano da empre- 
sa X passa a ser mais vantajoso para os clientes do 
que o plano da empresa Y? A partir de 60 minutos. 


40.(EEM-SP) Uma empresa produz trufas de chocolate 


41. 


cujo custo de fabricação pode ser dividido em duas 
partes: uma, independente da quantidade vendida, de 
R$1500,00 mensais; outra, dependente da quantida- 
de fabricada, de R$ 0,50 por unidade. Escreva a(s) 
expressão(õdes) que permita(m) determinar o número 
de trufas que devem ser vendidas num mês para que 
a empresa não tenha prejuízo nesse mês, sabendo-se 
que o preço de venda de cada unidade é de R$ 1,50. 
x—1500>0 

(Vunesp-SP) Duas pequenas fábricas de calçados, A e B, 
têm fabricado, respectivamente, 3000 e 1100 pares 
de sapatos por mês. Se, a partir de janeiro, a fábrica A 
aumentar sucessivamente a produção em 70 pares 
por mês e a fábrica B aumentar sucessivamente a pro- 
dução em 290 pares por mês, a produção da fábrica B 
superará a produção de A a partir de: 

a) março. c) julho. e) novembro. 


b) maio. xd) setembro. 


I Outras conexões 


Função afim e progressão aritmética (PA) 


Há um relacionamento muito importante entre a função afim e uma progressão aritmética. 


Uma progressão aritmética (PA) é uma 
sequência em que cada termo, a partir 
do segundo, é o termo anterior mais 
uma constante, chamada razão da 
progressão aritmética. 


Por exemplo, a sequência: 
1, 4, 7, 10, 13, 16,19, «os 
é uma progressão aritmética de razão 3. 


Consideremos agora a função afim f: IR — IR definida por f(x) = 2x + 1. 
Vamos constatar que: 


F0), Ha), f0), FIO), F03), F06), FCO), .. 


é também uma progressão aritmética. 


Assim, 
f(x =2x+1 f0) = 21 
f)=3 KB) = 27 
Hay =9 f(16) = 33 
f) =15 f(19) = 39; etc. 


Observe que: 
3, 9, 15, 21, 27, 33, 39, ... 
é uma progressão aritmética e sua razão é 6 (2 · 3). 


Observação: Esse resultado pode ser provado de modo geral: se f: IR — IR é uma função afim definida por 
f(x) = ax + be x, X, X3, -~ Xi, „~. É UMa progressão aritmética de razão r, então f(x), fo), f(x), ... f(x), ... também 
é uma progressão aritmética e sua razão é a - r. E, reciprocamente, se uma função crescente ou decrescente, 
f IR > R, transforma qualquer progressão aritmética xy, X2, X3, ..., Xi ... em uma outra progressão aritmética 
f(x), f(x), f), -~ f(X), ..., então fé uma função afim. 


~ . 2 » CONTEÚDO 
Função afim e a Física 
Consideremos um ponto que se movimenta sobre um eixo. Em cada instante t, sua posição é dada por 
S(t). Um movimento é chamado movimento uniforme quando o ponto se desloca sempre no mesmo sentido 
e, além disso, em tempos iguais percorre espaços iguais. Logo, S é uma função afim dada por S(t) = vt + b, 
em que a constante v = S(t + 1) — S(t), espaço percorrido na unidade de tempo, chama-se velocidade do 
ponto móvel e b = S(0) é a posição inicial. 
A posição do ponto no eixo é dada por S(t) = vt + b, mas o espaço (S) que ele percorreu é dado por S = vt. 
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Exercícios resolvidos 


5. 


Whisson/Jordan/Corbis/Latinstock 


Um motociclista percorre uma estrada movi- 
mentando-se de acordo com a função horária 
S(t) = 100t — 50, em que S(t) representa sua po- 
sição (em km) e t representa o tempo (em h). 
Depois de quanto tempo o motociclista passa 
pelo marco quilômetro zero (km 0)? 


Resolução: 
Para que o motociclista passe pelo marco km O, 
temos que S(t) = O km. Logo: 


so St 05h 
O 


O = 100t — 50 = 100t 


SOSE 


Interpretação: 


A função S(t) = 100t — 50 é uma função afim do 
tipo S(t) = vt + s(0). 

Quando t = 0, temos S(0) = —50 km, que repre- 
senta a posição inicial que o motociclista ocupa- 
va no início do movimento (estava 50 km antes 
do marco km 0). Ele movimentava-se com veloci- 
dade constante de 100 km/h para a frente (velo- 
cidade positiva), isto é, v = 100 km/h. 

Para que ele chegue ao marco O km partindo do 
marco —50 km, ele precisa percorrer uma distância 
de 50 km. Como se desloca com velocidade cons- 
tante de 100 km/h, temos: 

100 km —— 1h 
50km — t 
Graficamente, temos: 


=> t=0,5h 


Tempo em que ele passa pelo marco S = O km 
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6. A tabela abaixo fornece a posição S(t), em km, ocu- 


pada por um veículo, em relação ao km O da estrada 
em que se movimenta, para vários instantes t (em h): 


t(h) oa l z0 T40 | a0 so oo 


s(t) (km) | 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 300 


a) Qual é a função horária que descreve a posição 
desse veículo em função do tempo? 

b) Em que instante o veículo ocupará a posição 
S = 500 km? 

Resolução: 

a) Analisando a tabela, percebemos que a velo- 


cidade do veículo é constante, pois ele percor- 
re 50 km a cada 2 h, aumentando o espaço 


(velocidade positiva). Como v = 2, temos 


v= = = 25 km/h. No início (t = 0), o veí- 
culo ocupa a posição inicial S(0) = 50 km. Co- 
mo a velocidade é constante (movimento 
uniforme), podemos descrever o movimen- 
to por uma função afim S(t) = vt + S(0). Assim, 
S(t) = 25t + 50. Para conferir, basta substituir 
t por alguns valores da tabela e verificar se a 
posição S corresponde ao valor calculado. 
Para encontrar o instante em que o veículo ocupa 
a posição S = 500 km, fazemos: 


S(t) = 25t + 50 => 500 = 25t + 50 => 25t = 450 > 


>t= Ed = 18h. Logo, o veículo alcançará a 


posição $ = 500 km após 18 h do início do mo- 
vimento. Graficamente temos: 


i fi fi fi l 1 1 1 1 1 1 1 fi 
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 303234 | 


O gráfico da função afim S(t) = vt + S(0) é uma 
reta que intersecta o eixo S em (0, S(0)) = (0, 50): 
S(t) = 25t + 50. Prolongando a reta até a posição 
S = 500 km, obtemos t = 18 h. 


t(h) 


ETS 


42. Dada a progressão aritmética —2, 3, 8, 13, 18, 23, ... e a 
função afim f(x) = 3x — 1: 
a) determine a razão dessa progressão aritmética; 


b) venigus que f(—2), f(3), f(8), f(13), f(18), f(23), ... 


45. Física 


Um ponto material percorre um trajeto retilíneo com 
velocidade constante. A posição desse ponto mate- 
rial no instante tọ = O s é So = 100 m e, no instante 


também uma progressão aritmética (PA); t = 5,0 s, é $ = 400 m. 
—7,8, 23, 38,53, 68 é uma PA. 


c) determine a razão dessa nova progressão aritmética. tb E 0 t= 30 s S (m) 
e T T T T T T T T T T ad 
dai O 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 


43.Se tivermos uma PA xy, X2, ..., Xi, ... de razão 3 que é 
levada a outra PA y4, Y2, ..., Yi -.. pela função afim 


f(x) = 4x + 1, qual é a razão dessa segunda PA? 
r=R(4:3=12) 


44.Se f: IR > IR é uma função afim que transforma a PA 
2, 4, 6, 8, 10, 12,14, ... em outra PA 9, 17, 25, 33, 41,49, 57, 
.„ qual é a lei dessa função afim? f(x) = 4x +1 


Nessas condições, determine: 
a) a velocidade desse ponto material; v = 60 m/s 
b) a função da posição em relação ao tempo; 


S = 60t + 100 
c) a posição no instante = = 10 S; 


d) o instante em que a pasao 5 é1000m.t=15s 


Função linear e proporcionalidade 

Como já estudamos, uma função linear é uma função f: IR — IR definida por f(x) = ax para todo x real. 
Seu gráfico é uma reta não vertical que passa pela origem (0, 0). Os problemas que envolvem proporciona- 
lidade, em geral, podem ser resolvidos por meio de uma função linear e por isso afirmamos que a função 
linear é o modelo matemático para os problemas de proporcionalidade. 

No Ensino Fundamental estudamos que uma grandeza y é diretamente proporcional a uma gran- 


deza x quando existe um número a (coeficiente de proporcionalidade) tal que Es 
x 


= a (ou y = ax) para 
todo valor de x. 


Na linguagem de funções, dizemos que: 


Uma proporcionalidade direta é uma 
função f: IR > R tal que, para quaisquer 
números reais k e x, tem-se f(kx) = k - f(x). 
E, no caso de proporcionalidade inversa, 


tem-se f(kx) = L „parak + O. 


Exemplos: 

a) Se um quilograma de feijão custa R$ 6,00, então x quilogramas custarão y = f(x) = 6x reais. Note que 1 kg 
custa R$ 6,00, 2 kg custam R$ 12,00, 3 kg custam R$ 18,00, e assim por diante. Duplicando a quantidade de 
quilogramas duplica o preço, triplicando a quantidade de quilogramas triplica o preço, etc., ou seja, o preço a 
pagar é diretamente proporcional à quantidade de quilogramas que compramos. 


Nesse caso, o coeficiente de proporcionalidade é 6: £, B, E etc. 


Observe também que, nesse caso, f(1) = 6; f(2) = 12; f(3) = 18; f(4) = 24, etc. e que, por exemplo, 


ecg, TENN 


De modo geral, f(nx) = 6nx = n ; 6x = n - f(x), para n e x reais. 
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b) Um motorista mantém seu carro em uma rodovia a uma velocidade constante de 90 km/h no piloto 
automático. 
A tabela que representa essa situação é dada por: 


1 1 
t(em horas) E 7 1 2 t 
d (em km) 30 | 45 | 90 | 180 | d=90t 


O modelo matemático dessa situação é a função linear d = 90t. 
Para determinar em quanto tempo o motorista percorrerá 126 km fazemos: 


d = 90t = 126 km = 90 km/h -t=>t = 26k jah 
90 kr/h 


Assim, o motorista percorrerá 126 km em uma hora e 24 minutos. 


E, para determinar quantos quilômetros ele percorrerá em 1,5 hora, fazemos: 
E N E a T Ba 


K 


Então, ele percorrerá 135 km em 1,5 hora. 


Nesse caso o coeficiente de proporcionalidade é 90. 
Observe que, por exemplo, 


d2) = d(2 - 1) = 2 - dhì). 
y y 


180 90 


De modo geral, d(nt) = 90nt = n - 90t = n - d(t), para n e t reais. 


c) Consideremos r e s retas paralelas e um triângulo que tenha um vértice em uma dessas retas e o lado 
oposto contido na outra. 
Quando a altura (h) relativa a um lado de uma região triangular é fixada, sua área (A) é proporcional a 
esse lado (x): 


A= A "x i é o coeficiente de proporcionalidade 


a h 
que representa uma função linear A(x) = ax, onde a = Ex 


Dobrando-se, triplicando-se, etc. x, duplica-se, triplica-se, etc. a área A. 


Observe que se A(x) = = «x, então: 


A(nx) = Dm = nº tx = n: A(x), para n e x reais. 


92) Unidade 2 • Função afim e função quadrática 


d) Ao ser aplicada uma quantia de dinheiro x em uma caderneta de poupança, após 1 mês é obtido um 


montante y. 


Vamos verificar se a correspondência x — y é uma proporcionalidade, isto é, se o montante no fim do mês 


é proporcional à quantia aplicada. 


Podemos notar que as duas condições da proporcionalidade estão satisfeitas: 


e Quanto maior a quantidade investida, maior será o montante. 


e Ao ser dobrada, triplicada, etc. a quantia x, duplicado, triplicado, etc. será o montante. 
Por exemplo, uma aplicação de R$1000,00 que rende 0,7% ao mês resulta em um montante de R$1007,00 


no fim de um mês: 


Capital inicial (C) Juros (j) Montante (M = C + j) Fique atento! 
Dobrando-se o 
capital, 

R$1000,00 R$ 7,00 R$1007,00 dobra-se 
o montante no 
R$2 000,00 R$14,00 R$2 014,00 fim de um mês. 


Observe, porém, que no segundo mês calculamos 0,7% de R$1 007,00 (e não de R$1 000,00), sendo obtido 


um montante de R$1 014,05: 


Tempo (em meses) Capital Juros 


Fique atento! 


Montante Quando se dobra 


1 R$1000,00 R$ 7,00 


o tempo de 


R$1007,00 investimento não se 


2 R$1007,00 R$ 7,05 


dobram os juros, pois a 
cada mês aplica-se uma 
quantia maior. 


R$1014,05 


Conclusão: Em um período fixo, o retorno é proporcional ao capital inicial investido, mas não é proporcio- 
nal ao tempo de investimento Retomaremos este assunto no capítulo 5, 


que trata de exponencial. 


46.Sejam £ a medida do lado e Po perímetro de um qua- | 49.0 comprimento C de uma circunferência é dado em 


drado. Verifique se a correspondência € — P é uma 
proporcionalidade. sim, é uma proporcionalidade direta. 


47. Consideremos x a medida do lado e A a área de uma 
região quadrada. A correspondência x — A é uma pro- 


função D do diâmetro, pois C = x - D, que é uma fun- 
ção linear. Então o comprimento C é proporcional à 
medida D do diâmetro. Determine o coeficiente de 
proporcionalidade. v 


porcionalidade? Justifique. não. 50.Consideremos as retas r e s paralelas. Dado qualquer 


48.Se x é o volume e y é o peso de uma porção de um lí- 
quido homogêneo, a correspondência x — y é uma 
proporcionalidade? Justifique. sim. 


retângulo que tenha dois lados contidos nessas retas, 
vamos chamar de x a medida de um desses lados e de 
A a área da região retangular. Verifique se a corres- 
pondência x > A é uma proporcionalidade. sim. 

r 
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Função linear e escalas 


A tabela abaixo apresenta a distância real, em quilômetros, e a distância no mapa, em centímetros, 
entre algumas cidades. 


x: distância real (km) O | 5 | 75 12,5 


y: distância no mapa (cm) 0 |:2 3 5 


Usando uma escala de 0,5 cm para representar 2 km no eixo horizontal 
e uma escala de 0,5 cm para representar 1 cm no eixo vertical, chegamos 
ao gráfico de uma função linear, veja ao lado. 
Observando o gráfico, acompanhe como calcular: 
a) a distância no mapa entre duas cidades que distam 9 km uma da outra. 
A reta passa pelos pontos (5, 2) e (7,5; 3). 


- 3-2 1 RR: 7 
= 2h . 7 (coeficiente angular) O 2 45678 10 2 14 


X =X] 15 —5 2,5 > 
2 
— = 2 = 2 q 
Y=ytak-x)=y=2+ Ko y=2+x-Z>y=x 
Para x = 9, temos y : -9 : 3,6. Portanto, a distância no mapa é de 3,6 cm. 


b) a distância real entre duas cidades que, no mapa, distam 2,5 cm. 


y = Żx >25 = Žx => 2x = 125 > x = 625 


Portanto, a distância real é de 6,25 km. 
Observe os pontos (9; 3,6) e (6,25; 2,5) no gráfico. Apenas observando o gráfico, poderíamos deter- 
minar, aproximadamente, esses pontos. 


Exercício 


51. Observe a escada ao lado. 1 
A tabela a seguir indica a altura de alguns degraus acima do piso. Eg 
Número de degraus 2 4 5 10 13 15 A 
3m 
Altura acima do piso (cm) | 40 80 100 | 200 | 260 | 300 
a 
Construa um gráfico usando, no eixo horizontal, uma escala de 1cm Em 
para 1 degrau e, no eixo vertical, uma escala de 1 cm para 20 cm. y = 20x (reta) 
a) Determine a altura acima do piso do: L T 
e terceiro degrau; 60cm * sétimo degrau; 140 cm * décimo primeiro degrau. 220 cm 
b) A partir do gráfico, determine em qual degrau você está se seu pé está a: 
* 120 cm acima do piso; 6º degrau. * 160 cm acima do piso; 8º degrau. * 280 cm acima do piso. 14º degrau. 
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(5 Funções poligonais ou afins por partes Ou, 
Recorde com os alunos o que é 
4y uma linha poligonal. 


Uma função f: IR — IR é poligonal quando 
seu gráfico é uma linha poligonal. 


Observe que cada trecho do gráfico de uma função poligonal 
coincide com o gráfico de uma função afim, que é uma reta, por isso 
essa função também é chamada função afim por partes. 


Função módulo 
Podemos dizer que o exemplo básico de função poligonal é a função 
x,sex = 0 


fIR SR, definida por f(x) = -x,sex < 0’ 


x|, onde |x| = | cujo gráfico 
é dado ao lado. 


Essa função recebe o nome de função modular ou função módulo. 
Observe que, para x < 0, temos o gráfico da função afim f(x) = -x e, 
para x = 0, temos o gráfico da função afim f(x) = x. 


Gráfico da função modular 


Vamos construir o gráfico da função f(x) = |x|: 


esex=0>Ff(x)=|x|=x e sex < 0 > f(x) = |x| = -x 
x | y=f% x | y=f%) 
0 0 =] 1 
1 1 —2 2 
2 2 


Yx 


{x 


{x 


D(f) =R 
Im(f) = R+ 
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Observação: Podemos construir o gráfico de f(x) = |x| a partir do gráfico de g(x) = x usando o conceito 
de reflexão. 
A reflexão de um ponto (x, y) em torno do eixo Ox é o ponto (x, —y). Assim, a reflexão de um gráfico em 
torno do eixo Ox é: 
y 


x reflexão em 
O torno de Ox 


ou seja, os valores de f(x) negativos tornam-se positivos, e vice-versa. 
No caso dos gráficos de funções modulares do tipo f(x) = |g(x)|, podemos obtê-los fazendo a reflexão 
da parte do gráfico de g(x) cujas imagens sejam negativas. 


Assim: 
Gráfico de f(x) = x Gráfico de f(x) = |x| 


reflexão em 
— > 
torno de Ox 


AT 
parte do gráfico que 
vai sofrer reflexão 


Exercicios resolvidos 


7. Dada a função f(x) = |2x — 8|: 
a) calcule f(0), f(3), (4), f(5) e f(8); 
b) escreva f(x) com sentenças que não têm módulo; 


c) use os resultados do item a e desenhe o grá- 
fico de f(x). 


Resolução: 

e no Fique atento! 
fB)=|2-3-8|=|-2/=2 | omódulode 
f4) =]|2:-4-8|=|0|=0 um número 
f6)=]2:5-8|=|2|=2 real qualquer é 
JOS 2em 8|=|8|=8 sempre positivo 

b)2x-8=052x=8>x=4 R RE 8. Resolva as equações: 

a) |x- 5|=3 


b) x? -x-1|=1 


Resolução: 


a kS aenn 5n 
Resolvendo as equações obtidas, temos: 


X E Xx>5=3>5x=8 
x=452x-8>0>f(x)=|2x—-8|=2x—8 PE, 


x<4>52x-8<0>f)=|2x—8|=-—(2x—8)= SEM 
-2x +8 ' 


B he =x iE eram 


2x — 8, parax > 4 
—2x + 8, parax < 4 


x-1=1>xX-x—-2=0 


Para refletir 
Confira o valor do zero das 
funções dos itens b e c. 


esto o, 


B Unidade 2 + Função afim e função quadrática 


Em r(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas unidades para a direita. 
Em s(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas unidades para a esquerda. 


Outros gráficos de funções modulares 
Observe estes gráficos e tente estabelecer relações entre eles e o gráfico de f(x) = |x| dado ante- 
riormente. 


Ay Ay 
14 g% = 


g(x) = |x| + 2 
fx) = xl 


2 h(x) = |x| — 2 h(x) = |x| — 2 
x Ná VE x 


Em g(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas unidades para cima. | Para refletir 
Em h(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas unidades para baixo. | Analise a sentença e o gráfico de g(x) e de h(x) em relação a f(x) = |x]. 


Tx 


Ay Ay Ay 
a 


Ix — 2| = [x 
s(x) = |x + 2] 
=|x—2] 
X x 
= = 
=2 0 


a 
x 
Il 


Tx 


Para refletir 
Analise a sentença e o gráfico de r(x) e de s(x) em relação a f(x) = |x]. 


4y Ay 


t(x) =]|x—3|+1 


Em t(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram três unidades para a 
direita e uma unidade para cima. Em u(x) todos os pontos de f(x) se 


deslocaram uma unidade para a esquerda e três unidades para baixo. Para refletir 
Analise a sentença e o gráfico de t(x) e de u(x) em relação a f(x) = |x]. 


De modo geral podemos perceber que: 

e o gráfico de uma função g(x) = |x| + k é congruente ao de f(x) = |x|, porém transladado para cima 
(quando k > 0) ou para baixo (quando k < 0). O número de unidades do deslocamento é o valor abso- 
luto de k; 

e o gráfico de uma função h(x) = |x — m| é congruente ao de f(x) = |x|, porém transladado para a direi- 
ta (quando m > 0) ou para a esquerda (quando m < 0). O número de unidades do deslocamento é o 
valor absoluto de m; 

e o gráfico de uma função p(x) = |x — m| + k é congruente ao de f(x) = |x|, porém transladado para a direita 
ou para a esquerda (quando m > 0 ou m < 0) e para cima ou para baixo (k > O ou k < 0). O número de 
unidades dos deslocamentos são os valores absolutos de m e de k, respectivamente. 
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Exercício resolvido 


. Construa o gráfico da função f(x) = |x — 2| — 1. 
Resolução: 
Nas questões em que é necessário construir gráficos, podemos 
recorrer a dois caminhos: 


1º caminho: utilizando translações 
O gráfico de g(x) = |x| é: 


O gráfico de h(x) = |x — 2| é congruente ao de g(x), porém trans- 
ladado de 2 unidades para a direita: 


O gráfico de f(x) = |x — 2| — 1 é congruente ao de h(x), porém 
transladado de 1 unidade para baixo: 


Fique atento! 

Partindo do gráfico de g(x) = |x| fazemos uma translação 
de 2 unidades para a direita seguida de uma translação de 
lunidade para baixo e obtemos o gráfico de f(x) = |x — 2| — 1. 


2º caminho: utilizando a definição de módulo 

Vamos escrever f(x) usando sentenças sem módulo: 

x=2>x-2>0>fx=|x-2]-1=x—2 

E = Data) = pe>2|— = te) 

DX IS CEE: 
e= a +1,sex<2 

Usaremos as retas dos gráficos das duas funções afins para obter o gráfico de f(x): 

x=2 x<2 


4 
y==x+1 


y=x—3 


-1 


(0) 


Gráfico de f(x) = |x 2 
D(f) =IR 
Im(f) = YE R| y > -1} 
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TT ———————— 


52. Calcule: 59. Esboce o gráfico de cada uma das seguintes funções: 
a) [7] +74 a) fix) = |x— 3| Veja os gráficos no Manual do Professor. 
b) |1] — |~1| 0 b) fo) = [+] 

c) |2x — 1| quando x = —5 1 o) fo) = |x +1 
d) (-3)- |-5| -15 d) f(x) = |x|- 3 
e) f(x =|x-3|+2 

53. Determine os possíveis valores reais de x nos seguin- f) foy)=|x+3]-1 
tes casos: 

a) x= |-6|x=6 60.Algumas pesquisas constatam que, no início de cada 
b) |x| = 6 Não existe valor mês, quando recebe o salário, o brasileiro visita os su- 
É mad para x. 


permercados para abastecer sua despensa. Depois, a 
quantidade de pessoas que vai às compras passa a di- 
d)x=|6|x-6 minuir, até aproximar-se o dia 20, quando então ocorre 
e) x = V25 x=5 uma ligeira alta em função dos adiantamentos salariais 
que muitas empresas realizam por volta desse dia. Uma 
expressão que retrata essa situação pode ser dada pe- 
g) |x| = |3] x=30ux= -3 la função f(x) = 500 + [100 — 5x], para 1 5 x < 30, em 
que x representa o dia do mês e f(x) a quantidade de 


c) |x| = 6 x=6o0ux= -6 


f) xX? = 25 x=50ux= -5 


h) |x| = |-4] x=40ux= —4 E E À 

pessoas que visitam o supermercado nesse dia. Consi- 

54. Dada a função f de IR em IR definida por dere um supermercado que permanece aberto das 7h 
fl) = |3 — x| + 4, faça o que se e até as 22h todos os dias do mês. 


a) Determine (8), 1,3) AO. Lado) 


b) Escreva f(x) usando sentenças Ela a 


se = abas aque + 


c) Construa o gráfico de f. J= te e per e 
Veja o gráfico no Manual do Professor. 
d) Determine DU) elm(f). 
D(f) =IRelIm(f)= {y ER|y = 4} 
55. Resolva as erd 


a) |x — 6| = 10 s = {-4,16} 
b) Bx—1|= ss=[-5, 2) 


Monkey Business iiagesiSfiutiersto ck 


x—1 
€ =25=(-7,9 
| 4 | t } 


d) 5 + |-2x + 4| = 11 $= {-1,5} 


56. Determine os valores reais de x que satisfazem: 
a) pe + 6x = 1| = 6 $={=7,-5,-1,1} 
b) |x? — 5x| = 6 $= {-1,2,3,6} 


Analise as afirmações e indique qual delas é a ver- 


57. Analisando a definição e o gráfico da função modular dadeira. 
f(x) = |x], de IR em R, faça o que se pede: x a) O maior número de pessoas no supermercado ocor- 
a) Determine D(f) e Im( f). D(f) =R; Im(f) = R+ re no dia primeiro de cada mês. 
á t =: r P À 
b) fé crescente ou decrescente? E god end b) No dia 19 de cada mês apenas 40 pessoas vão ao 
supermercado. 


c) fé injetiva? E sobrejetora? fix) não é injetiva nem sobrejetora. 


d) Faça o estudo de sinal da função f c) Pelo menos em um dia de cada mês ninguém vai 


fix) > 0 para x # 0; f(x) = 0 para x = "0 ao supermercado. 
58. Seja f de IR em IR definida por f(x) = |-3x + 15]. d) A quantidade de pessoas que vão ao supermercado 
a) Escreva f(x) sem utilizar módulo nas sentenças. no dias 10 e 20 é igual. 
b) Calcule f(2), f(7), f(—1) e f(5) usando a pias da- e) A quantidade de pessoas que vão ao supermercado 


9; RM) = diminui no dia 20 ao dia 30 


da ou a resposta obtida no item a.f?) = : 
N HD =18; ou 


=3% + I5 sex < 5 
58. a) f(x) = o — 15,sex> 5 | 
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Outros 


População brasileira deve 
contextos atingir ápice em 2030 


Queda da população a partir de 2030 e bons índices 
de redução do desemprego no cenário internacional: essas 
foram duas constatações feitas nos Comunicados do Ipea 
(Instituto de Pesquisa Econômica Aplicada) n. 156 e 157, 
que trataram da demografia e do mercado de trabalho 
brasileiros com base nos últimos dados da Pesquisa Na- 
cional por Amostra de Domicílios (Pnad). 

A técnica de Planejamento e Pesquisa Ana Amélia 
Camarano mostrou, com base no Comunicado n. 157 (Ten- 
dências Demográficas Mostradas pela Pnad 2011), que 
desde 2007 a taxa de fecundidade total do Brasil está 
abaixo dos níveis de reposição: 1,7 filho por mulher. Isso 
implica a desaceleração do crescimento da população 
brasileira, que poderá diminuir de fato a partir de 2030. A queda da taxa ocorreu em todas 


Nelson Antoine/Fotoarena/Folhapress 


Rua 25 de Março, 
em São Paulo (SP), p 
uma das ruas do as faixas etárias. A taxa de fecundidade entre as adolescentes vem caindo desde 2000. 


Brasil com maior Para efeito de comparação, em 1992 a taxa era de 91 filhos nascidos vivos por 1000 mulhe- 


fluxo diário de 


pessoas res; em 2011, de 51. Nessa linha, a população brasileira deverá chegar a 208 milhões em 2030 


e, a partir daí, reduzir. Em 2040, são esperados 205 milhões de habitantes. Se confirmado, 
isso afetará o mercado de trabalho, em que a oferta de mão de obra chegaria a 156 milhões 
em 2030 e reduziria para 152 milhões em 2040 (pessoas com idade ativa). A tendência é um 
acelerado envelhecimento populacional. Camarano destacou a queda da taxa nas regiões 
Norte (3,3 filhos por mulher em 1992 para 2,0 filhos em 2011) e Nordeste (3,6 filhos para 
2,0). O Sul atingiu 1,6 filho, e o Sudeste, 1,7. Isso mostra que a taxa nacional vem se tornan- 
do mais homogênea ao longo do tempo. A pesquisadora também ressaltou o aumento da 
proporção de mulheres cônjuges que contribuem para a renda das suas famílias, de 39,1% 
para 66,3% no mesmo período. Já a população idosa cresceu: cerca de 23 milhões de bra- 


sileiros com mais de 60 anos em 2011. 


Adaptado de: <www.ipea.gov.br/portal/index.php?option=com_content&view=article&id=15747&catid=10&Itemid=9>. 
Acesso em: 28 jan. 2013. 


Expectativa de vida 


Em uma dada população, a expectativa de vida ao nascer, 
ou esperança de vida, é o número médio de anos que um indivíduo 
pode esperar viver se submetido, desde o nascimento, às taxas de 
mortalidade observadas no ano de observação. Essa taxa é calcu- 
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È 
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lada tendo em conta, além dos nascimentos e óbitos, o acesso à 
saúde, educação, cultura e lazer, bem como a violência, crimina- 
lidade, poluição e situação econômica do lugar em questão. 
Observe no gráfico da página seguinte a expectativa de vida 
Idosos praticando hidroginástica. no Brasil e uma tabela com a expectativa de vida de alguns países. 
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Expectativa de vida ao nascer (Brasil 2005-2010) 


À 

7348 | 
7317 
3 
o AA EEE EE E 
72,52 | 
72,28 | 


Idade (em anos) 


‘S 


TG ini 


71 


2006 2007 


2008 2009 


Expectativa de vida em alguns países (2011) 


G: 
| EE E S 
País | 
Japão | Austrália | Espanha Israel |Macau (China)| Canadá |Cingapura| Brasil Zâmbia | Suazilândia 
Idade | 82,25 | 81,81 81,17 | 80,96 84,41 81,38 | 8214 | 71,99 | 38,63 31,88 
Disponível em: <www.cia.gov/library/publications/the-world-factbook/rankorder/2119rank.html>. Acesso em: 28 jan. 2013. 


6. Se não houvesse mortes precoces, a taxa necessária para a reposição da população 
seria 2,0. Dois pais (pai e mãe) teriam 2 filhos e assim por diante. Esse acréscimo de 


Trabalhando com o texto 


1. 


3. 


Procure saber o que é taxa de fecundidade. 
Taxa de fecundidade é o número médio de filhos por mulher em 


idad duti ia, de 15 a 4 i 
pai TERESETA ècun idade no Brasilera de 1,7. 
Admitindo que essa taxa continue caindo 0,01 a 


cada ano durante os próximos 10 anos, qual será 
a taxa de fecundidade em 2017? 1,6 


Considere que a expectativa de vida do brasileiro 
aumente linearmente. Se no ano 2005 a expecta- 
tiva de vida era de 71,9 anos e em 2010 era de 73,48 
anos, o que se pode esperar a respeito da expec- 
tativa de vida em 2020? 76,64 anos 


Supondo que não haja melhora na expectativa de 
vida dos japoneses, em que ano o Brasil alcançará o 
Japão nesse quesito se mantiver o aumento linear 
igual ao da questão anterior? 2038 


O fumo é um dos principais fatores que diminui 
a expectativa de vida. Cada cigarro fumado pode 
diminuir em 10 minutos a vida de um indivíduo. 
Com o auxílio de uma calculadora, determine 
qual é a diminuição da expectativa de vida de um 
fumante que fuma 20 cigarros por dia durante 
36 anos. 5anos 


0,1 na taxa de fecundidade 


Pesquisando e discutindo é justamente para 


compensar as mortes precoces e haver a reposição populacional. 
6. A taxa de fecundidade de 2,1 é necessária para a 


reposição da população. Justifique. 
7. Geralmente a taxa de fecundidade nos países desenvolvidos 
7. O que acontece geralmente com a taxa de fecun- 


didade de países em desenvolvimento? é Muito baixa, 
enquanto nos países em desenvolvimento é muito alta. 


8. Quais hábitos podem e devem ser praticados para 


se ter uma vida mais longa e saudável? Dentre os 
diversos hábitos saudáveis podemos citar: boa alimentação, 


prática regular de exercícios, não fumar, não beber e dormir bem. 
e e 
Veja mais sobre o assunto 


Procure mais informações em jornais, revistas 

e nos sites: 

e Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística: 
<www.ibge.gov.br/home/mapa site/mapa site. 
phpttpopulacao>; 

e Programa das Nações Unidas para o Desenvol- 
vimento: <«www.pnud.org.br/IDH/DH.aspx>; 

e Artigo Descontração, um dos segredos da longe- 
vidade: <http://veja.abril.com.br/noticia/saude/ 
descontracao-segredos-longevidade-478409.shtml>; 

e Instituto de Pesquisa Econômica Aplicada: 
<www.ipea.gov.br>. Acessos em: 4 dez. 2012. 
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Função 


quadrática 


Behemoth, montanha-russa no 
parque Canada’s Wonderland, 
em Ontário, Canadá. 


Inspirada nas brincadeiras com trenós nas montanhas geladas da 
Rússia, a montanha-russa se destaca por seu tamanho e pela sensação 
de perigo, divertida para alguns e aterrorizante para outros. Ela é pro- 
jetada para dar a sensação de desafiar a lei da gravidade. Para isso, os 
engenheiros precisam conhecer muito bem os efeitos que a altura, 
os aclives e os declives causam no carrinho e nos usuários para não 
colocá-los em risco. A inclinação da pista depende da forma da curva, 
que pode lembrar um arco de parábola, como o da fotografia acima. 

O gráfico da função quadrática é uma parábola. A parábola apa- 
rece como padrão de comportamento de muitos fenômenos, como 
a trajetória de um projétil ao ser lançado, a linha descrita pela água 
em uma fonte e a estrutura que sustenta o farol de um automóvel. 
As antenas parabólicas, por seu próprio nome, sugerem a aplicação 
do formato da parábola na sua estrutura. De fato, basta imaginarmos 
uma curva em forma de parábola girando em torno de um eixo. Seu 
funcionamento se apoia no seguinte: um satélite artificial, colocado 
em uma órbita geoestacionária, emite um conjunto de ondas ele- 
tromagnéticas, formando um feixe de raios. Estes, ao atingirem a 
antena de formato parabólico, são refletidos para um único ponto, 
chamado foco, que é um componente da parábola. 

A função quadrática expressa algebricamente o comportamento 
dos pontos do gráfico que descrevem uma parábola e será objeto de 
estudo deste capítulo. 


Andre Penner/Arquivo da editora 


Sugira aos alunos que construam uma tabela para organizar os dados. Deixe-os trabalhar por alguns minutos e depois promova um rápido debate em 
sala para obter a opinião dos vários grupos. Não é o momento de resolver o problema analiticamente, mas é uma ótima oportunidade para aguçar a 
curiosidade dos alunos, pois o conhecimento necessário para resolver essa situação de maneira direta será estudado neste capítulo. 


E Definição de função quadrática 


Reúna-se com um colega, considerem um retângulo de 
perímetro 20 m e tentem responder às questões a seguir. 


a) Todos os retângulos de mesmo perímetro têm a mesma 


área? não. 


b) Caso não tenham a mesma área, existem algumas dimen- 
sões do retângulo que resultem em uma área máxima? sim. 


Uma função f: IR > IR chama-se 
quadrática quando existem 
números reais a, b, c, com a £ 0, 
tal que f(x) = ax? + bx + c 
para todo x E IR. 


fRSR 


x>ax + bx+c 


Fique atento! 

Para chegar às suas conclusões, testem 
diversas dimensões possíveis para o 
retângulo considerado (por exemplo, 
ele pode ter 8 m de comprimento e 2 m 
de largura, ou 7 m de comprimento e 

3 m de largura, etc.) e calculem o 
perímetro e a área. 


Comente com os alunos 
que a função quadrática 
também recebe o nome 
de “função polinomial do 
2º grau” e que a função 
quadrática que leva 
xERaax + bx+c 
também pertence a IR. 


Vamos identificar a função quadrática com o trinômio do 2º grau a ela associado e a escreveremos 
simplesmente como f(x) = ax? + bx + c. 


—-4,b=4ec=+. 


Exemplos: 
a) f(x) = —xº + 100x, em que a = —1,b = 100e c = 0. 
bfk)=3x*—-2x+1emquea=3,b= —2 e c =1. 
c) f(x) = —4x? + 4x — 1, em que a 
d) f(x) = xX — 4, em quea =1,b = 0e c = —4. 


) 
e) f(x) = 20x?, em que a 


20,b=0€ec=0. 


Observe que não são funções quadráticas: 


f) fix) = 2X É função afim. 


g) f(x) = 2* É função exponencial. 


h) f(x) = X? + 2X? + x + 1 É função do terceiro grau. 


Exercícios 


Para refletir 
Por que o nome “quadrática”? 


Por causa do expoente 2 do x (x está 
elevado ao quadrado). 


Para refletir 
Por que as funções dos itens 
f, g e h não são quadráticas? 


ATENÇÃO! 
Não escreva no 
seu livro! 


1. Escreva um exemplo de função quadrática, indicando 


os valores dos coeficientes a, be c. Resposta pessoal. 


2. Quais das seguintes funções são quadráticas? 
xa) f(x) = 2xº c) f(x) = x(x — Dx — 2) 
b) f(x) = 2x +1 xd) f(x) = 3x(x — 1) 


3. Para que valores de t as seguintes funções são 


quadráticas? p : 
; ara todos os números 
a) f(x) = tx? + 2x + 5 reais diferentes de zero. 


b) f(x) = —5x* + 2x + 5 Parat =2. 


4. As funções abaixo são equivalentes à função 


f(x) = ax? + bx + c. Determine, em cada uma delas, 
os valores de a, b e c. 


a) f(x) = 2x a=2,b=0ec=0 

b) f(x) = 2(x — 3} + 5 a =2,b = -12e c = 23 

c) f(x) = (x + 2)(x — 3) a =1,b = —1e c = -6 

d) f(x) = (4x + 7)(3x — 2) a =12,b = 133 e c = -14 
e) f(x) = (2x + 3)(5x — 1) a=10,b=183ec= -3 
f) f(x) = 2(x — 3} + 5 a =2,b = -12e c = 23 
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2 Situações em que aparece a função 
quadrática 


Na Geometria 


Você já estudou, no Ensino Fundamental, que o número de diagonais (d) em um polígono convexo de n 
= n(n- 3) 
2 


lados é dado por d(n) . Vamos relembrar. 


Um polígono de n lados tem n vértices. De cada vértice partem (n — 3) diagonais, e, para não conside- 
rarmos duas vezes a mesma diagonal, dividimos n(n — 3) por 2. Assim, temos d em função de n dado por: 
a 2 
S ne ou d(n) = lps 3n, 


d ss 
(n) 2 2 2 2 


R ” Rai 3 
que é uma função quadrática em n, com a = —,b = E ec=0. 


Nos fenômenos físicos 


O cientista italiano Galileu Galilei (1564-1642) analisou o movimento de objetos em queda no campo 
gravitacional da Terra e concluiu que, se não fosse a resistência do ar, o espaço percorrido por esses cor- 
pos seria diretamente proporcional ao quadrado do tempo de percurso. Isso significa que, se um corpo 
cai, abandonado de sua posição de repouso, percorrendo os espaços sı, S2, S3, etc. nos tempos de t, t», ts, 
etc., temos: 


No caso em que o espaço s é medido em metros e o tempo t em segundos, o valor comum dessas razões 
é aproximadamente 4,9 (metade da aceleração da gravidade: g = 9,8 m/s”). Dessa forma, a lei de Galileu 
pode ser expressa por: 


t2 
S= 2 s= I <49 > s= 49t 
ro al 2 


Observe que s = 4,9ť é uma função quadrática com a =4,9;b=0ec=0. 
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Nos esportes 


Em um campeonato de futebol, cada clube vai jogar duas vezes com outro, em turno e returno (o time 
A joga primeiro no campo do time B, e depois o contrário). Assim, o número p de partidas do campeonato 
é dado em função do número n de clubes participantes, conforme vemos na tabela seguinte (cada time 
joga com todos os outros, menos com ele mesmo): 


Número de clubes 2 3 4 5 oa n 


33-1)=6 | 4(4-1)=12 | 5(5—1)=20 n(n —1) 


Número de partidas | 2(2—1)=2 


Observe, pela tabela, que o número p de partidas é dado por 
pln) = n(n — 1) = n? — n e que n? — n é o número de pares ordenados 
(pois há o “mando de campo”) menos os jogos de cada time com ele 
próprio, que não existem. 


Para refletir 
Quais são os coeficientes a, b e c 
nessa função p(n)? 


as,b=-lecs=0 


É5 Valor ou imagem da função quadrática 
em um ponto 


Se f: IR — IR é dada por f(x) = ax? + bx + c, dois problemas são importantes: 


e dado xo E IR, calcular f(xo); e dada f(xo), calcular xo. 


Por exemplo, se f(x) = x? — 5x + 6, para calcular o valor dessa função no ponto x = 2, ou seja, f(2), fazemos: 
fQ)-2-5-2+6=0. 

Agora, se f(x) = O, temos x? — 5x + 6 = 0, que é uma equação do 2º grau, que já estudamos no Ensino 
Fundamental. Os valores que satisfazem essa equação do 2º grau, ou seja, as raízes dessa equação, são 2 e 3. 
Verifique. 


Exercício resolvido 


=3 >x —6x+8=3 >x —6x+5=0 
36 — 20 = 16 


1. Dada a função quadrática f: IR > IR definida por c) f(x) 
f(x) =x? — 6x + 8, determine: A= 
a) os coeficientes a, b e c; 


b) FOSOS- e f|) 


c) se existe x E IR tal que f(x) = 3. Se existir, 


z 
x= 255 x =5ex"=1 


Existem dois valores de x para os quais 
f(x) =3:x=5ex=1. 


6x+8=—3>xX -6x+1=0 


calcule x; 

d) se existe x E IR para que se tenha f(x) = —3. 
Se houver, calcule x; 

e) se existe x E IR para que se tenha f(x) = O. 
Se existir, calcule x. 


Resolução: 

a) Em f(x) = xX? — 6x + 8, temos a =, b = —6 e 
c=8. 

bfi)="=-6)+8=1-6+8=3 


= 12 4552 21 


4 A 


di fig) = =a 
A=36-44=-8 
Não existe x E IR tal que f(x) = —3. 
e) f(x% 0>* =6x+ 8-0 
A=36-32=4 
6m2 
2 
Existem dois valores para x: x' = 4e x" =2. 


= Verm? 


A função não é 
injetiva nem 
sobrejetiva. 


Para refletir 

Analise os itens ce d para 
responder se essa função 
é injetiva e sobrejetiva. 
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5. Aárea de um círculo é dada em função da medida r do 
raio, ou seja, S = f(r) = mr?, que é uma função quadrá- 
tica. Calcule: 

a) S quando r=5cm; S= 257 cm? 
b) r quando S = 64m m?. r=8m 


6. Quando variamos a medida £ do lado de um quadrado, 
a área da região quadrada também varia. Então, a área 
é dada em função da medida £ do lado, ou seja, f(t) = £. 


£ 


Faça, então, o que se pede: f(10) = 100; f(1,5) = 2,25; 

a) calcule f(10), f(1,5) e f (2V3); 10203) = 12 

b) calcule € tal que f(€) = 256; ¢ = 16 

c) determine qual é o domínio e qual é a imagem des- 
sa função. D(f) = R}; Im(f) = IR; 


7. Dadaa Ta quadrática f(x) = 3x? — 4x + 1, determine: 


a) f0) f 
b) (2) 1 
c) flo ia =1 
d) f(2) FND =7- 4/7 
e) f(-2) A-2 = 21 
f) f(h +1) fih +1) =3h? + 2h 
g) x de modo que f(x) = 1. x = 0 ou x = > 
h) x de modo que f(x) = —1. não existe x real. 

8. Seja f:IR — Ra função definida por f(x) = 4x? — 4x + 3. 
Determine x, se houver, para que se tenha: 
a fo)=2 «= 1 
b) f(x) = 
c) f(x) = 


9. (Fuvest-SP) Seja f(x) = 2x? — 3x + 1. 
Calcule E A di 


9 
10. Dada a função f: IR — R tal que 
x? — 2x, parax < 5 


3 x=00ux=1 


—1 Não existe. 


f(x) =4 3x — 20, para5=x< 9, determine: 
=x + 4x — 2, parax>9 

a) f(6); -2 œ) f0); -62 e f6); -5 g) f(4). 

b) f=); 3 d) f(9);-47 f) f(O); o 
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1 1 ATIVIDADE 


emequipE À área da região em forma de trapézio é da- 


(B + b)h 


da por A = , em que B é a base maior, b é a 


base menor e h é a altura. Nesse trapézio, a área pode 
ser dada em função da base menor por uma lei do tipo 
fix) = ax? + bx +c. 


6 


aN 2 
a) Determinem a lei dessa função. f(x) = Ea +4x + 6 


b) Identifiquem os coeficientes a, b ec 1 
„b =4ec=6 


12. EmeourE De uma folha de papel aa de 30 cm 
por 20 cm são retirados, de seus quatro cantos, qua- 
drados de lado x. 

30 cm 


20 cm 


X xX 


Determinem a expressão que indica a área da parte 
que sobrou em função de x. A = 600 — 4x? 
13. EmeourE Em um campeonato de futebol, cada time 

vai jogar duas vezes com outro. Então: 

a) Se o número de clubes é 10, qual é o número de 
jogos? 90 jogos. 

b) Se o número de jogos é 42, qual é o número de 
times? 7times. 


14. Gerador é um aparelho que transforma qualquer tipo 
de energia em energia elétrica. Se a potência P (em 
watts) que certo gerador 
lança em um circuito elé- 
trico é dada pela relação 
P(i) = 20i — 5, em que i 
é a intensidade da cor- 
rente elétrica que atra- 
vessa o gerador, determi- 
ne o número de watts 
que expressa a potência 


P quando i = 3 ampères. 
15 watts 


A pilha é um tipo de 
gerador. 


Glow Images 
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ÉS Zeros da função quadrática 


O estudo da função quadrática tem sua origem na resolução da equação do 2º grau. 
Um problema muito antigo que recai numa equação do 2º grau é este: 


Você sabia? 
“Determinar dois números conhecendo Este problema aparece em 
sua soma s e seu produto p.” registros cuneiformes feitos pelos 


babilônios há quase 4 mil anos. 


Chamando de x um dos números, o outro será s — x. Assim, 
p=x(s—-x)oup=sx-— x, 


ou, ainda: 
xX-—-sx+p=0 


Para encontrar x (e, portanto, s — x), basta resolver a equação do 2º grau x — sx+ p = 0, ou seja, basta 
determinar os valores x para os quais a função quadrática f(x) = x? — sx + p se anula. Esses valores são 
chamados zeros da função quadrática ou raízes da equação do 2º grau correspondente a f(x) = O. 

Por exemplo, os dois números cuja soma é 7 e cujo produto é 12 são 3 e 4, que são as raízes da equação 
xX? — 7x + 12 = 0 ou zeros da função quadrática f(x) = x? — 7x + 12. 


Observações: 


1°) Dados quaisquer s e p, nem sempre existem dois números reais cuja soma seja s e cujo produto seja p. 
Por exemplo, não existem dois números reais cuja soma seja 3 e cujo produto seja 7. 


Para refletir 
Justifique por que não 
existem dois números 
reais cuja soma seja 3 
e cujo produto seja 7. 


Se existirem, os números serão 
raízes da equação x? — 3x + 7 = 0. 
Essa equação tem A < 0, então 
não existe valor real para x. 


22) O número A = b? — 4ac é chamado discriminante da função quadrática f(x) = ax? + bx + c. 


32) Quando A > 0, a função f(x) = ax? + bx + c tem dois zeros reais diferentes. Quando A < 0, a função 
f(x) = ax? + bx + c não tem zeros. 


Determinação dos zeros da função quadrática 


Vamos ver algumas maneiras de determinar os zeros da função quadrática. 


—b + Vb? — 4ac 


2a 


Para usar a fórmula basta conhecer os coeficientes a, b e c. 


Usando a fórmula x = 


Se A > 0 ou A = Q, então as raízes serão: 


e Dm 


2a 2a 
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Observações: 
13) Relação entre coeficientes e raízes da equação ax? + bx + c = 0, coma # O 


-b+VA ` „_ -b-NVA 
ex 


Existindo zeros reais tal que x’ = , obtemos: 
2a 2a 
xX +x” = =p A l -b-vVA = dA -VA 2 b 
2a 2a 2a a 
Logo: 
Xa alt. a = 3 
a 
ext = DANA bo NAO ANN = B-p ra 4a c 
2a 2a 4a? 49? 4a? 
Logo: 
, »” E 
XxX? = — 
a 


22) Forma fatorada do trinômio ax? + bx + c, coma # O 
en j A E . Fatorar: escrever em forma de 
Quando À = 0, ou seja, quando a equação ax” + bx + c = O possui as produto, ou seja, com fatores. 
raízes reais x' e x”, podemos escrever: 
c 


A alx? — (x' + x")x + x'x"] = af — x'x — x"x + x'x"] = a(x — x") (x — x") 


ax? + bx+c=alx? + LE 
a 
Logo: 
ax? + bx + c = a(x — x') (x — x") (forma fatorada) 


De agora em diante você poderá escolher a maneira pela qual determinará os zeros da função. 


Exercicios resolvidos 


2. Determine o valor de k positivo para que a equação a ae 


e 4 Bi 
x 2kx + (k + 1) = O tenha uma raiz igual ao pt [E = iae 
triplo da outra. k Ie 


4+64 _ 48 
— 


Resolução: 
F => k E, 


= 

3 
Portanto, quando k = 2, a equação 

Ê x? — 2kx + (k + 1) = O se transforma na equação 
x —-4x+3=0. 


(nãoserve) 


e pd o sd = = Lk 


di op 2k em 
2 2 


Assim: 
Para refletir X—-4x+3=0> 
Comprove que a equação T nre ae 
X — 4x + 3 = Otem uma 

raiz igual ao triplo da outra. 


xx" =k+1> Šk k=k+T OS 


>x=3ex"=1. 


ek =k+163k-4k-4=0 
4 Logo, x = 3x”. 
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3. Determine, se existirem, os zeros da função qua- -b+VA 
drática f(x) = 2x = 3x + 5. af 3a 
Resolução: >x =3ex'=2 
2X — 3x5 O Então: 
ha a FO) = (x— 3x — 2) 
A = b’ — 4ac = (—3}? — 4(2)(5) = 9 — 40 = -31 > (Note que a = 1 não precisa ser escrito.) 
SALT n . b) Fazendo g(x) = 0, vem: 5x? + 10x + 5 = O 
Logo, a equação não tem raízes reais; consequen- ; À 
temente a função f(x) = 2x? — 3x + 5 não tem Acb docs Odara 
zeros reais. 


. Para que valores de k a função f(x) = x? — 2x + k 
tem zeros reais e diferentes? 


Resolução: Então: 


e Condição: A > 0 g(x) = 5(x + Mix + 1) = 5(x + 1) 
“A=b? — 4ac = (22 — 4(1)(k) = 4 — 4k 
Assim: Fique atento! 


A AS (0) 225 Ale A es Ae Aee Pe Se A = 0, a função quadrática é 
um trinômio quadrado perfeito. 


Portanto, a função f(x) = x? — 2x + která zeros reais 
e diferentes para quaisquer k E IR tal que k < 1. 


© Escreva a função quadrática que tem como zeros os 
. Escreva na forma fatorada as funções: números 2 e 5 e cujo gráfico passa pelo ponto (1, 4). 
a) fl) => — x + 6 


Resolução: 
b) g(x) = 5x + 10x + 5 


Usando a forma fatorada, podemos escrever 
Resolução: f(x) = a(x — 2)(x — 5). E, se (1, 4) pertence à função, 
a) A forma fatorada é f(x) = a(x — x9(x — x"), em então f(1) = 4, portanto: 

que x' ex” são as raizes da equação f(x) = O. )-a1-M-D)>4=a-: 

Assim: 5>4=9:4>509=1 

x —5x+6=0 Dessa forma: 

A=b?-4gc=(-52-4:1:6=1 e) = (x 


15. Determine, se existirem, os zeros das funções quadrá- | 19. Determine o valor de k para que a equação: 
ticas usando a fórmula: xX -— (k+1)x+(10+k)=0 
= 2 = 
a) lx) p POEN tenha uma raiz igual ao dobro da outra. k = set" = -| 
b) f(x) =x} + 4x + 5 Não tem zeros reais. 2 
c) fix) = +2x +8 -2e4 20. Escreva a função quadrática f(x) em cada item, de 
d) f(x) = x? + 10x + 25 -5 acordo com as informações dadas. 
e) f(x) =x? -8x +16 4 a) Zeros de f(x): x =1ex = 3; 
f) f(x) = 25x? + 9x + 1 Não tem zeros reais. fix) passa por (0, —6). fix) = -2 + 8x — 6 
16. Para que valores reais de m a função: b) Zeros de f(x): x = 2e x = —3; 


foj=(m= x — 4x- 1 A E à 
não admite zeros reais? m €R |m < -3 Joo passa por (0,4). Pa- Iarr 
c) Zeros de f(x): x = 5 (duplo); 


17. Para que valores reais de k a função: 
f(x) passa por (2, —9). fix) = -x + 10x — 25 


fix) =kx = 6x+1 
admite zeros reais e diferentes? ke R |k<9ek 0 


21. Os 180 alunos de uma escola estão dispostos de forma 


18. Para que valores de m a função: retangular, em filas, de tal modo que o número de 
fix) = (m= 2 = 2x + 6 alunos de cada fila supera em 8 o número de filas. 
admite valores reais? me R |m = = em+2 Quantos alunos há em cada fila? 18 alunos 
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Usando a fatoração 


A fatoração é um processo útil em equações quadráticas incompletas, ou seja, quando b = O ouc = O 
(principalmente nesse caso). 


Exercícios resolvidos 


Geometricamente, podemos representar essa 


7. Determine os zeros das seguintes funções qua- 


dráticas: 


a) fix) =x = 5x b) bg) = xº Ex 


Resolução: 

a) A equação do 2º grau correspondente é 
x? — 5x = 0. Colocando x em evidência no 
1º membro, temos: 

xX —-5x=0>5x(x-—-5)=0 

Logo: 

v=0QU—5=0="=5 

Assim, os zeros da função são O e 5. 


b) A equação do 2º grau correspondente é 
x? + 2x = 0. Fatorando o 1º membro da equação, 
temos: 
xX+2x=0>5x(x+2)=0 

Logo: 

x=00ux+2=0>x= -2 

Assim, os zeros da função são 0 e —2. 


Fique atento! 

A fatoração também pode ser usada 
com funções quadráticas completas, ou 
seja, que possuem a # 0, b £0ec # 0, 
embora perca um pouco de praticidade. 


. Determine os zeros das seguintes funções qua- 
dráticas: 

a) fo) = -4 
b) fl) =xº + 2x 


c) f(x) =x- 6x+9 
d) f(x) = (x - 3} - 4 


Resolução: 

a) A equação do 2° grau correspondente é 
X-4=0. 
Fatorando o 1º membro da equação, temos: 
xX-4=06(x-2(x+2)=0 
Para que um produto seja zero, pelo menos um 
dos fatores precisa ser zero. 
Logo: 
(x—-2)=00u(x+2)=0 
Sex—2=0,entãox = 2. 
Sext 2 = 10 entao x ="2" 
Assim, as raízes da equação x? — 4 = O são 2 e 2 
ou os zeros da função quadrática f(x) = x? — 4 
são 2. € 2. 
Verificação: 
fo) =» —4 
f-D)=(2/-4=4=4=0 
fOj-=2-4=4=4=0 
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il 1 X 
EA | | [| 
X x 


fatoração assim: 


x 2 
A área dada por x? — 4 é a mesma que a dada por 
(x — 2)lbe + 2). Logo, (xº — 4) = (x — Dix + 2). 
Constate isso recortando adequadamente uma 
folha de papel. 


b) f(x) =x? + 2x 


A equação do 2º grau correspondente é 
x +2x=0. 

Fatorando o 1º membro da equação, temos: 
XxX +2x=06xx+2)=0 

Logo: 

x=00ux+2=0>5x=— 

Assim, os zeros da função são O e —2. 
Verificação: 

fo) = 42x 

TO) =0*+2-0=0 

ft) = (2) +2(-2)=4-=4= 0 
Geometricamente, temos: 


oil 
É x 
1] 
2 + 2x x(x + 2) 
A área dada por x? + 2x é a mesma que a dada 
por x(x + 2). Constate isso recortando adequa- 


damente uma folha de papel. 
Portanto, x? + 2x = x(x + 2). 


OEI = 30 — (Gar S 
Equação do 2º grau: x? — 6x + 9 = 0. 
Fatorando o 1º membro, temos: 


xº-6x+9=06(x-3/=06(x-3x—3)=0 
P 
Logo: 
x—3=0>x=30ux-3=0>x=3. K= a 
Nesse caso, x = 3 é um zero “duplo” da função A área dada por x? — 6x + 9 éa mesma que a 
quadrática f(x) = x? — 6x + 9. dada por (x — 3} = (x — 3)(x 
Verificação: Portanto, x? — 6x + 9 = (x 3)(x — 3). 
f) =x- 6x+9 (x-3? -4 
JO =F- 600e Equação do 22 grau: (x — 3} — 4 = 0. 
Geometricamente, temos: Fatorando, temos: 
E (x-32-4=05[(x-3)-2(x-3)+27]=0> 
= (pe e = 0) 
Logo: 
x—-5=0>5x=5o0ux-—1=0>5x=1 
Zeros da função: 1e 5. 
Verificação: 


sApopelcoejpes 


isolando O x 


Isolar o x é um processo útil em funções quadráticas que não possuem termo em x (b = 0). 


Exercício resolvido 


9. Determine, se existirem, os zeros das seguintes b) A equação do 2º grau correspondente é 
funções quadráticas: x? + 25 = 0. Isolando x no 1º membro, temos: 
afij=*—9 E fix) = 2x = 14 xX +25=06 xX = -25 
b) f(x) = x2 + 25 Porém, não existe número real cujo quadrado 

seja negativo. Assim, essa função não tem zeros. 


Resolução: A equação do 2º grau correspondente é 
a) A equação do 2° grau correspondente é 2x? — 14 = 0. Isolando x no 1º membro, temos: 


x? + 9 = 0. Isolando x no 1º membro, temos: 2 


2x 


4=06x- E ex -7 


X-9=06x=9 
Logo: Logo: 
= EO === 3 x=*/7 >x=V1 oux=-47 


Assim, os zeros da função são 3 e —3. Assim, os zeros da função são 7 e 7. 


22. Determine, se existirem, os zeros das seguintes fun- 23. Determine, se existirem, os zeros das seguintes fun- 
ções quadráticas: ções quadráticas: 
a) f(x) = x — 2x oe2 c) f(x) =x? — 16 -4e4 a) f(x) =x? +14x -4e0 c) f(x) =2x — 8 -2e2 
b) f(x) = 2x? + 8x -4e0 d) f(x) = xX? — 11 -vT e vT b) f(x) = 3x? + 3x -1e0 d) f(x) = -xX + 36 -6e6 
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Por soma e produto 


Como já visto, a soma e o produto das raízes da equação quadrática ax? + bx + c = O são dados 


: b 
respectivamente por —— e —. 


Na seção Um pouco mais... presente no final deste capítulo, apresentamos os assuntos: Determinação 
dos zeros por completamento de quadrado, Forma canônica da função quadrática e Decorrências da 


a A forma canônica. Eles podem ser abordados para aprofundar o que foi estudado até aqui. 


Soma SE ae! 
a 


Proctto = P = x o x = £ 


Então, sendo possível adivinhar dois números cuja soma e cujo produto sejam os valores obtidos na 


equação quadrática, esses números serão as raízes. 


Esse processo é mais indicado para equações quadráticas mais simples, cujas raízes sejam números inteiros. 


Exercicio resolvido 


10. Determine, se existirem, os zeros das seguintes funções quadráticas: 


IOE XE S6 


Resolução: 
a) A equação do 2° grau correspondente é 


DFO F X 3x— 28 


x? — 5x + 6 = 0. A soma das raízes é então dada por S = -= =5 eo produto é dado por P = 


Ou seja, procuramos um par de números cuja soma seja 5 e cujo produto seja 6. Esses números são 2 e 3. 


Assim, os zeros da função são 2 e 3. 
b) A equação do 2° grau correspondente é 


x? + 3x — 28 = 0. A soma das raízes é então dada por S = — 


2 = —3 eo produto é dado por P = =. = 28. 


Ou seja, procuramos um par de números cuja soma seja —3 e cujo produto seja —28. Esses números são 


4e —1. 
Assim, os zeros da função são 4 e —7. 


O polígono tem 20 lados e se chama icoságono. 
24. Quantos lados tem um polígono convexo que possui 
170 diagonais? Qual é o nome dele? 


Fique atento! 
Lembre-se 


25. Uma caixa sem tampa tem a base quadrática com lado 
medindo x dm e altura 1 dm. Sabendo que a área total 


de sua superfície é de 5 m?, calcule a medida x. 
x=1dm 
empura Renata tem 18 anos e Lígia, 15. Daqui a quan- 


tos anos o produto de suas idades será igual a 378? 
Daqui a três anos. 
2 ATIVIDADE 


empupia Um trem percorreu 200 km em certo tempo. 
Para percorrer essa distância em uma hora a menos, 
a velocidade deveria ser de 10 km/h a mais. Qual a 
velocidade do trem? 40 km/h 


26. 


12) Unidade 2 • Função afim e função quadrática 


28. DESAFIO | O retângulo áureo, ou de ouro, grego é um 
retângulo especial em que valem as relações entre 
comprimento (c) e largura (£): 


£ 
C 


< proporção áurea 


A proporção áurea, como 
vimos no capítulo 1 deste 
volume, pode ser observada 
na natureza, nas artes e nas 
construções. Por exemplo, o 
templo grego Partenon tem 
suas medidas apoiadas na 
proporção áurea. 

Se considerarmos c = 1, a proposta será: 
L N E 
€ 1-€ 

equação é chamada número de ouro. Qual é esse 


número? 45 -1 
2 


p Ea 
Vista do Partenon, 
em Atenas, Grécia. 


1= 0. A raiz positiva dessa 


Georgescu Gabriel/ 


Shutterstock 


5 Gráfico da função quadrática 


Consideremos um ponto F e uma reta d que não o contém. Cha- 
mamos parábola de foco F e diretriz d o conjunto dos pontos do 
plano que distam igualmente de F e de d. 

A reta perpendicular à diretriz que contém o foco chama-se 
eixo da parábola. O ponto da parábola mais próximo da diretriz 
chama-se vértice dessa parábola. O vértice (V) é o ponto médio do 
segmento cujos extremos são o foco (F) e a intersecção do eixo com 
a diretriz (D). 

Os matemáticos já provaram que o gráfico de uma função quadrá- 
tica é uma parábola. Veja alguns exemplos: 


Gráfico da função definida por fl) = x° 


Como já sabemos que é uma parábola, para construir o gráfico, 
fazemos uma tabela com um número suficiente de valores que permita 
visualizar a parábola. 


, eixo da parábola 


x =2 —1,5 = 0 1 15 2 


fx) = 4 2,25 1 0 1 2,25 4 


Marcamos esses pontos e desenhamos uma linha contínua pas- 
sando por eles, pois estamos trabalhando com números reais. 

Note que f(-x) = (—x)? = x? = f(x). 

Assim, 


Sis (Pts = iu) 


A curva é simétrica em relação ao eixo y, ou seja, se (a, b) per- 
tence à curva, o mesmo ocorre com (—a, b). Isso decorre do fato de 
que f(x) = x? é uma função par, isto é, é uma função que tem a 
propriedade f(-x) = f(x) para qualquer x do domínio. 


Você sabia? 

A distância de um ponto a uma reta é 
a medida do segmento perpendicular 
baixado do ponto sobre essa reta. 

A distância de Pa r é igual à medida 
de PA. 


Para refletir 


Encontre outro ponto que 
pertença à parábola acima. 


Resposta pessoal. 


O domínio dessa função é todo o eixo real e a imagem dessa função é o conjunto dos números reais y, 


tal que y > 0. 


Observe que os pontos (0,5; 0,25) e (—1,5; 2,25), por exemplo, também pertencem à parábola. 


ETI 


29. Trace o gráfico de f(x) = x? e determine os valores f(x) | 30.Como seria o gráfico de f(x) = x? se considerássemos: 


para x igual a: a) somente os pontos cujas coordenadas são números 
1 Na 5 5). 25 3 inteiros? 
a) 2 s| 3 40) 2 s) 4 c) 2 b) somente os pontos cujas coordenadas são números 


Verifique esses valores no gráfico. 


5) sA racionais? Veja os gráficos dos exercícios 29 e 30 
4 no Manual do Professor. 


Capítulo 4 « Função quadrática [113] 


Gráfico da função definida por f(x) = ax, a O 


" PRN nad = = 
Examine os gráficos da função definida por f(x) = ax”, para a T0 ,a z’ Para refletir 
1 1 Como são as abscissas e as 
a= 1, a=2ea= 5, e para a 5, a 2, a 1, a ea = = , ordenadas de dois pontos, um 
No final do capítulo, na seção Um pouco mais..., 2 10 Mt cada parābola E Fani 
apresentamos assuntos para aprofundar e em relação ao eixo x? 
complementar esta abordagem. Abscissas iguais, ordenadas opostas. 
a>0 a<o 


Observe que: 


e quando a > 0, a concavidade está voltada para cima, o menor valor 
assumido por f(x) = ax? é zero, não assume valor máximo, ou seja, é 
ilimitada superiormente; 


e quando a < 0, a concavidade está voltada para baixo, o maior valor 
assumido por f(x) = ax? é zero, não assume valor mínimo, ou seja, é 


ilimitada inferiormente; (x,y) 


e todas as parábolas têm o mesmo vértice (0, 0) e o mesmo eixo de 
simetria x = 0; 


e quanto menor o valor absoluto de a, maior será a abertura da 
parábola; 

e quanto maior o valor absoluto de a, menor será a abertura da 
parábola; 


(==) 


e os gráficos das funções quadráticas f(x) = ax” e g(x) = a'x?, em que a 
ea’ são números opostos, são simétricos em relação ao eixo x. Há uma 
reflexão em torno do eixo horizontal, ou seja, uma transformação que 
leva (x, y) em (x, —y). Veja ao lado, por exemplo, os gráficos de 

fix) =4x e g(x) = —4x, 


(1,4) 
g(x) = 4x 


Veja os gráficos no Manual do Professor. 
31. Trace o gráfico de cada uma das seguintes funções quadráticas em um mesmo sistema de eixos: 
La 


a) fix) = 2x? 9) fk) = 5x 


IC Unidade2 • Função afim e função quadrática 


Gráfico da função definida por fix) = ax + k, com a # O 


Examine os gráficos das funções quadráticas definidas por: 


Compare-os com o gráfico da função f(x) = x? que está tracejado. 


O eixo de todas as parábolas é x = 0. O ponto mínimo de f(x) = xº + 2 
é (0, 2); o de g(x) = x? + 1é (0, 1); o de h(x) = x? — 1 é (0, —1) e ode 
(x) = x? — 2 é (0, —2). 


De modo geral, para a > 0, o ponto mínimo de 
f(x) = ax? + ké (0, k). 


Observe agora os gráficos das funções quadráticas definidas por: 


e f(x) = -x +2 
e g(x) = -xX +1 
e h(x) = -x -1 


e g(x) = -x -2 


Compare-os com o gráfico de f(x) = —x” que está tracejado. O ponto 
máximo de f(x) = —x? + 2 é (0, 2); o de g(x) = —x? + 1 é (0, 1); o de 


h(x) = —xº — 1é (0, —1) e o de q(x) = —xº — 2 é (0, —2). 


De modo geral, para a < 0, o ponto máximo de 
fix) = ax? + ké (0,1). 


Repare que o gráfico de f(x) = ax? + k é congruente ao gráfico de f(x) = ax”, porém sua posição é, 
em valores absolutos, k unidades acima ou abaixo, conforme k seja positivo ou negativo. Dizemos que 
o gráfico de f(x) = ax? + ké o gráfico de f(x) = ax? transladado de k unidades para cima ou para baixo. 
É uma translação vertical que leva (x, y) em (x, y + k), segundo o eixo y. A parábola intersecta o eixo y 


no ponto (0, k). 


TT ————— 


32. Escreva as coordenadas do vértice e o eixo da parábo- 
la para cada uma das funções quadráticas: 


V(0,1);x=0 3 Vo, -1);x=0 
b) g(x) = -3x2 + 2 d) (x) = 3x2 — 1 
V(0,2);x = 0 v(0, —1);x = 0 


33. Quais das funções do exercício anterior possuem um 


valor mínimo e quais têm um valor máximo? Quais 


são esses valores? Valor mínimo: f(x) > 1, h(x) > —1, gb) > —1; 
valor máximo: g(x) > 2. 


34. Esboce o gráfico de uma parábola dada por 


f(x) = ax? + m, com a e m positivos. 
Veja o gráfico no Manual do Professor. 


Capítulo 4 « Função quadrática [115] 


Gráfico da função definida por f(x) = alx — m)?, 
com a O 


Observe a tabela e os gráficos das funções definidas por f(x) = 2x? e g(x) = 2(x — 3)? traçados em um 
mesmo sistema de eixos: 


x «|t-2|-1|0/1|2/3/4 5 
f(x) = 2x e: BD | 04] -25] 8:18 
g(x) =2(x-3)} ..l.l.|jsis|/2/0/21]8 


35: 

a 1 1 
a) Eixo: x = 2; V(2, 0); F|2,—|; dy = —— 
) (2,0) | 4) y 4 


b) Eixo:x t=, 0; e| 1, i); d:y 


c) Eixo:x = 1; V(1, 0); eh, 1); AS = 


2 
d) Eixo: x 2 Vi-2,0): HF 2 o): dy = 


e) Eixo: x = 2; V(2,0); Ff 5) dy = -— 


f) Eixo:x = 1; V(1,0); Ft -4 d:y = — 
O eixo da parábola f(x) = 2x? é x = 0 e o eixo da parábola g(x) = 2(x — 3)2é x = 3. A parábola é simétri- 
ca em relação a esse eixo. A parábola g(x) = 2(x — 3)? é congruente à parábola f(x) = 2x”, mas sua posição 


é 3 unidades à direita do gráfico de f(x) = 2x°. 
De modo geral: 

e o gráfico de f(x) = a(x — m}? é congruente ao gráfico de g(x) = ax”, 
porém sua posição, em valores absolutos, é m unidades à di- 
reita ou à esquerda do gráfico de g(x) = ax”, conforme m seja 
positivo (m > 0) ou negativo (m < 0), respectivamente. Dize- 
mos que o gráfico de f(x) = a(x — m}? é o gráfico de f(x) = ax? 
transladado m unidades à esquerda ou à direita, conforme m 
seja negativo ou positivo. É uma translação horizontal que d y= -L 
leva (x, y) em (x + m, y). 

e se a > 0,a concavidade da parábola é para cima e ela tem um ponto mínimo (m, 0); se a < O, a concavida- 
de é para baixo e a parábola tem um ponto máximo (m, 0). 


e o gráfico é simétrico em relação à reta x = m e essa reta é o eixo da parábola. 


e é possível provar que o gráfico da função quadrática f(x) = a(x — m)?,a # 0 e m E IR é uma parábola cujo 


foco é o ponto Flm, z e cuja diretriz é a reta horizontal y = sal. 
a 


4a 


a) Ponto máximo: b(—1, 0); d(—2, 0); f(1, 0); b) Ponto mínimo: a(2, 0); c(1, 0); e(2, 0). 
c) Esses pontos são os vértices das parábolas. 
35. Determine o eixo, o vértice, o foco e a diretriz de cada 36.0bservando as funções quadráticas do exercício 


uma das parábolas dadas pelas funções quadráticas: anterior, responda quais delas: 
a) f(x) = (x — 2) d) f(x) =- (x +2)? a) possuem um ponto máximo? 
b) f(x) = —2(x + 1}? e) f(x) = 3(x — 2)? b) têm um ponto mínimo? 
c) f(x) = - (x — 1)? f) fo) = —5(x = 1) c) Quais são esses pontos? 


B Unidade 2 • Função afim e função quadrática 


Gráfico da função definida por 
fix) = ax — m? + k com ao 


O gráfico de f(x) = a(x — m}? + k é congruente ao gráfico de f(x) = ax”, tendo x uma posição que 
está, em valores absolutos, m unidades à direita (m > 0) ou à esquerda (m < 0) do gráfico de f(x) = ax? 
e k unidades acima (k > 0) ou abaixo (k < 0) do gráfico de f(x) = ax?. O eixo de simetria da parábola dada 
por f(x) = (x-m) +kéx=m. 


Observe, por exemplo, os gráficos das funções quadráticas f(x) = 2x”, 


g(x) = 2(x — 3° + 1e h(x) = 2(x + 3} + 1. 

A parábola dada por g(x) = 2(x — 3)? + 1 está 3 unidades à direita 
e 1 unidade acima da parábola dada por f(x) = 2x” e é simétrica em 
relação ao eixo x = 3. 

A parábola dada por h(x) = 2(x + 3)? + 1 está 3 unidades à esquerda 
e 1 unidade acima da parábola dada por f(x) = 2x” e é simétrica ao eixo 
x = —3. O vértice da parábola g(x) = 2(x — 3)? + 1 é V(3,1) e o vértice da nd! x 
parábola h(x) = 2(x + 3} + 1é V(-3,1). PX=—3 X=3 


Observação: A função f(x) = a(x — m)? + k, com a £ 0, é equivalente à função f(x) = ax? + bx + c (a 0), 
—_ b —_ A 
em que m ek=- 
2a 
evidenciar o vértice da parábola e a concavidade, facilitando o traçado do gráfico. Como o vértice da pará- 


bola dada por f(x) = a(x — m}? + k é V(m, k) e sabendo que as coordenadas do vértice são (x, y,), então 


. Essa forma, chamada de canônica, é particularmente interessante por 


também podemos reescrevê-la como f(x) =a(x- x) + yv . 


Exercícios 


2 


37. Observe os gráficos das funções quadráticas f(x) = x”, | 38.0bserve os gráficos das funções a seguir: 


f(x) = (x— 2} e f(x) = (x + 2) e responda: iy, É 
4y A= -23 
FE 
am fix) =X 
fo) = (x +2) = Pj= 


=X +4x+A | 
T Ae nS 


1 E SED es 
ATX 4x +4 


Lg? x 


a) Como é o gráfico da função f(x) = (x — 2)? em rela- 
a Sfi — y2 Ele é deslocado duas 
ça ap pratica de fix) w unidades para a direita. 
b) E o da função f(x) = (x + 2)? em relação ao gráfico 
— y2 Ele é deslocado duas 
de fix) Ri unidades para a esquerda. 
c) Quais são as coordenadas dos pa E p abome 
E 2 2 + 2322 (© 0), (2,0 
yY =xXy = (x-2) ey = (x + 2)? e(-2,0) 
d) E as do vértice da parábola y = (x — m)?? E a parábola 
y = (x + m}? (m,0);(-m,0) 


fix =(x+2P-3 1 


y=»(0,0) 
p= ta) 
-4 y=(x+22-3(-2,-3) 


a) Indique as coordenadas do vértice de cada parábola. 
b) Como é o gráfico da função f(x) = (x — 2)? + 3 em 


relação ao gráfico de f(x) = x?? Ele é deslocado três 
Unidades pafa cima e duas unidades para a direita. 
c) E o de f(x) = (x + 2) — 3 em relação ao gráfico de 
fix) — y2) Ele é deslocado três unidades 
` para baixo e duas para a esquerda. 
d) E o de f(x) = (x — m}? — k em relação ao gráfico de 
— y2 Ele é deslocado k unidades para baixo e m 
f) =x? S sm 
_ unidades paraadireita,sek>0em>0. . 
e) Quais são as coordenadas dos vértices da parábola 


y=(x- m? +k (mk) 


Capítulo 4 « Função quadrática $i F/ 


Gráfico da função definida por fix) = axº + bx + c 


4 . E ; 
y eixo de simetria 


P 


parábola 


Vamos estudar os efeitos dos parâmetros a, b e c na parábola que 
é gráfico da função quadrática f(x) = a? + bx + c. 


E Neriie 
Parâmetro a 
Responsável pela concavidade e abertura da parábola. 
e Se a > 0, a concavidade é para cima. e Se a < 0, a concavidade é para baixo. 
Yy Yy 
X X 


| = | g 
Além disso, quanto maior o valor absoluto de a, menor será a abertura da parábola (parábola mais 
“fechada”), independentemente da concavidade. 


a<0 


\ b- e 
=e 


y = -5% 


Parâmetro b 


Indica se a parábola intersecta o eixo y no ramo crescente ou decrescente da parábola. 


e Se b > Q, a parábola intersecta e Se b < 0O, a parábola intersecta o 
o eixo y no ramo crescente. eixo y no ramo decrescente. 
y y y y 
X xX X X 


e Se b = 0, a parábola intersecta o eixo y no vértice. 
y y 


B Unidade 2 + Função afim e função quadrática 


Parâmetro c 


Indica o ponto onde a parábola 
intersecta o eixo y. 


A parábola intersecta o eixo y no ponto (0, c), ou seja, f(0) = c. 


Exercício resolvido 


11. Quais são os sinais de a, b e c no gráfico da função 
quadrática f(x) = ax? + bx + c dado abaixo? 


Ay 


39. Escreva na forma f(x) = ax? + bx + c correspondente 
a cada gráfico dado. (Dica: Comece usando a forma 
canônica e/ou fatorada.) 


a) 4y c) 4y 


x | fo)=*+2% 


Fique atento! 
Forma canônica: f(x) 
Forma fatorada: f(x) 


a(x — xy)? + 


1y 


CONTEÚDO 
DIGITAL 


(x 


Resolução: 
*a<0, pois a concavidade está para baixo. 


e c > 0, pois f(0) = ce a parábola corta o eixo ver- 
tical em sua parte positiva. 


* Aabscissa do vértice é dada por + Portanto, a 
a 


e b têm sinais iguais quando a abscissa do vérti- 
ce é negativa e têm sinais diferentes quando a 
abscissa do vértice é positiva. 
Logo, neste exemplo, a e b têm sinais contrários, 
pois a abscissa do vértice é positiva. Como a < 0, 
então b > 0. 


40. Indique quais são os sinais de a, b e c nos gráficos da 


função quadrática f(x) = ax? + bx + c dados abaixo. 
a) 1y 


a<0,b<0,c>0 
x 


me 


0>0,b0>0,6€<0 
X 


= 


a<0,b>0,c=0 
0 


Tx 
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(5 Determinação algébrica das intersecções 
da parábola com os eixos 


Nos gráficos seguintes, de funções quadráticas, estão indicados os pontos de intersecção da parábola 


com os eixos. 


Veja como são determinados algebricamente esses pontos de intersecção a partir da lei da função. 


a) f(x% =x -—2x+1 


Intersecção com o eixo y: 
x=0sf(0)=0-2:0+1=1 


A parábola intersecta o eixo y em (0, 1). 


Intersecção com o eixo x: 
fix% =0sx-2x+1=0 
A=4-4= 0A += 0 (a equação admite uma raiz dupla) 
220 
2 


A parábola intersecta o eixo x em um só ponto: (1, 0). Isso significa que 
a função possui um zero duplo: 1. 


Intersecção com o eixo y: 
x=05f0)=-4:0+1=1 
A parábola intersecta o eixo y em (0, 1). 


Intersecção com o eixo x: 
fi =0s -4¥Ż +1=0 > 4? = 14X =1> 


>x? = 7 >x=Ł ; (a equação admite duas raízes distintas) 


Observe que, nesse caso, A = O + 16 = 16, ou seja, A > 0. 


A parábola intersecta o eixo x em dois pontos: E. o) e [+ j 


Isso significa que os zeros da função f(x) = —4x° + 1 são : e l 


Intersecção com o eixo y: 
x=05f0)=0+2:0+3=3 
A parábola intersecta o eixo y em (0, 3). 


Intersecção com o eixo x: 

fb)=0>xX+2x+3=0 

A =4-12= -80u A < 0 (a equação não tem raízes reais) 
A parábola não intersecta o eixo x. 

A função f(x) = x? + 2x + 3 não admite zeros reais. 


120) Unidade 2 • Função afim e função quadrática 


Conclusões: 

e A parábola, gráfico da função quadrática f(x) = ax? + bx + c, intersecta o eixo y 
sempre no ponto (0, c), pois f(0) = a -0 +b-0+c=c. 

e Essa parábola pode intersectar o eixo x em um ou dois pontos ou pode não 
intersectar o eixo x, dependendo do valor de A = b? — 4ac da equação corres- 
pondente. Veja: 

fb)=0>0xX+bx+c=0 
A = O —> uma raiz real dupla (a parábola intersecta o eixo x em um só ponto) 
A > 0 — duas raízes reais distintas (a parábola intersecta o eixo x em dois pontos) 
A< O —> nenhuma raiz real dupla (a parábola não intersecta o eixo x) 


Para refletir 

Por que a parábola 
sempre intersecta o eixo y 
em um só ponto? 


Porque é o valor da 
função quando x vale 0. 


Graficamente, temos: 


y a>0 y a<0 
A<Oo 
A=0 x 
A>0 
X A>0 
= A=0 
A<O 
45. 
a) Eixo x: (5, 0) e (6, 0); eixo y: (0, 30). 
b) Eixo x: (3,0) e (—7,0); eixo y: (0, —21). 
c) Eixo x: (6,0) e (—6, 0); eixo y: (0, —36). 
d) Eixo x: 4 o)e e 0); eixo y: (0, 1). 


41. Esboce o gráfico da função quadrática f cuja parábola 
passa pelos pontos (3, —2) e (0, 4) e tem vértice no 


ponto (2, —4); em seguida, verifique qual das seguintes 


46. Em cada gráfico da função quadrática 
fix) = ax? + bx + c, com A = b? — 4ac, descubra se 
m Aur 


sentenças corresponde a essa função: a<0,4>0 Ay a<0,A=0 
a) f(x) = -2x — 8x + 4 " 
xb) f(x) = 2x? — 8x + 4 p 
c) f(x) = 2x + 8x +4 | | 
Veja o gráfico no Manual do Professor. 
42.Verifique quais dos seguintes pontos pertencem à a>0,4>0 ©) 4y a<0,A<0 
parábola que representa graficamente a função x 
fix) =x = 5x + 6: 
xa) A(2,0) 
x b) B(4, 2) 
c) C(~1, 10) a>0,A<0 iy a=0,,A=0 
43. Determine o valor de m para que o ponto A(2, 1) perten- u W 
ça à parábola que representa graficamente a função 
dada por f(x) = (m + 1)x? — 1. m = - 


44. Determine os zeros das seguintes funções quadráticas: 


47.0 gráfico abaixo representa uma função do tipo 
a) f(x) = E = Nx +30 


y=ax+bx+caxo: 


Então, podemos afirmar que: 


Dm Eri =g a) a > 0, b? = 4ac,c>0eb <0. Á 
DAI RE Rs ide Luta É xb) a <0, Þ? > 4ac,c < 0eb>0. 
3 c) a< 0,b?<4ac,c<0eb>0. O X 
45. Em que pontos a parábola de cada função do exercício d) a < 0, Þ’ > 4ac,c>0eb>0. 
anterior intersecta os eixos x e y? e) a <0, b? < 4ac,c<0eb<0. 
Capítulo 4 « Função quadrática 121) 


Vértice da parábola, imagem e valor máximo 
ou minimo da função quadrática 


A determinação do vértice da parábola ajuda na elaboração do gráfico e permite determinar a imagem 
da função, bem como seu valor máximo ou mínimo. 


a<o a>0 


ponto de 
mínimo 


Tx 


ponto de 
máximo 


Uma das maneiras de determinar o vértice é lembrar que a parábola, que representa uma função qua- 
drática, é simétrica em relação a um eixo vertical. Determinando a posição desse eixo, encontraremos a 
abscissa do vértice, e com a abscissa do vértice obteremos a ordenada. Opcionalmente, podemos usar fór- 
mulas para obter o vértice. 

Examine os exemplos: 


a) f(x) = 2xº — 8x 


Fique atento! 


1º modo: Se 2 é a abscissa do vértice, os 
Obtendo as raízes, teremos x' = 0 e x” = 4. Dada a simetria das parábolas, pontos de abscissas 1e 3 são 
1X” 0+4 simétricos na parábola. Os de 
; : E . ; XFX i E 
o eixo de simetria terá abscissa x, = 3 = 7 z2, abscissas 0 e 4 também. 


Substituindo x = 2 na função, obtemos a ordenada do vértice 
fQ)=2:2-8-2=-s8, 
Então, o vértice é o ponto (2, —8). 


2º modo: 

Escrevendo na forma canônica, ou seja, determinando f(x) = a(x — xy)? + Yun 
temos: f(x) =2(xX—- 4x) = 2(x — 4x + 4 — 4) = 2(xX — 2}? — 8 

Assim, x, = 2e y, = —8. 

A função assume valor mínimo —8 quando x = 2. 


Observação: Se o valor mínimo é y = —8, então Im(f) = {y ER | y = —8}. 


Valor mínimo da função: —8 


Im( f) ={y ER |y > -8} 
Essa função não tem valor máximo. E ilimitada superiormente. 
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b) f(x) = 4 + 4x + 5 


e b 4ac — b? ` PE: 
Lembramos que na forma canônica chamamos: x, = ey, = =— , então o vértice 
2a 4a 4a 
à ; i b A 
de uma parábola dada por f(x) = ax? + bx + c, a # 0, também pode ser calculado assim: V-Z. -Ż). 
Nesse caso, temos: 
fix) = —4xº +4x +5 Para refletir 
—b —4 1 xy é a média aritmética dos 
Xv zeros da função quadrática 
2a —8 2 na 
se estes existirem). Comprove! 
_ —A  —16+80) _ —96 
Yv 6 
4a —16 —16 


Então, v.8). 
2 


E o 1 
A função assume valor máximo 6 quando x = z 


Logo, Im(f) = {y ER |y < 6}. 
Valor máximo da função: 6 Im(f) = {y E IR | y = 6} Essa função não tem Im(f) 
valor mínimo. É ilimitada inferiormente. 


X 
De modo geral, dada a função f: IR — IR tal que f(x) = ax? + bx + c, TER PE 
coma = 0, se V(xy Yv) é o vértice da parábola correspondente, temos então: 
a > 0 & yé o valor mínimo de f& Im(f) = {y E R | y => yy} 
a < 0 & yé o valor máximo de f & Im( f) = {y ER | y 5 yy} LAFA 


passo a passo: exercício 15 


Exercícios resolvidos 


14. Física 
A trajetória da bola, em um chute a gol, descre- 
ve uma parábola. Supondo que sua altura h, em 
metros, t segundos após o chute, seja dada por 
h = —t? + 6t, responda: 
a) Em que instante a bola atinge a altura máxima? 


12. Determine a Im( f) e o valor máximo ou mínimo 
da função quadrática f(x) = x? + 4x — 2. 
Resolução: 
fix) =x +4x-2 


b) Qual é a altura máxima atingida pela bola? 
a > 0, então a concavidade é para cima. 


Im(f)={y ER |y > -—6} 
Valor mínimo de f: —6 
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. Determine m de modo que a função 


fix) = (Bm — Dx? — 5x + 2 admita valor máximo. 


Resolução: 


Para que a função f(x) = (3m — 1)x? — 5x + 2 admi- 
ta valor máximo, devemos ter a < O (concavidade 
para baixo). 

Condição:a<03m 10 


3m-1<053m<1>m<—. 


Logo, m pode ser qualquer número real menor 


1 
do que F 


Resolução: 
H= s e 
Ponto de máximo: V(ty, hy) 
a) A bola atinge a sua altura máxima quando: 
E =_= =3s, 
2a Xe) 2 
Logo, a bola atinge a altura máxima 3 segundos 
após o chute. 
b) A altura máxima atingida pela bola é: 
hu A 36 36 3 oul 
4(—1) —4 
h(3)=-32+6-3=-9+18=9 
A altura máxima atingida pela bola é 9 metros. 
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Resolvido passo a passo 


15. (Enem) Um boato tem um público-alvo e 
alastra-se com determinada rapidez. Em ge- 
ral, essa rapidez é diretamente proporcional 
ao número de pessoas desse público que co- 
nhecem o boato e diretamente proporcional 
também ao número de pessoas que não o 
conhecem. Em outras palavras, sendo R a ra- 
pidez de propagação, P o público-alvo e x o 
número de pessoas que conhecem o boato, 
tem-se: R(x) = k- x: (P — x), onde k é uma 
constante positiva característica do boato. 
Considerando o modelo acima descrito, se o 
público-alvo é de 44 mil pessoas, então a má- 
xima rapidez de propagação ocorrerá quando 
o boato for conhecido por um número de 
pessoas igual a: 

a) 11000. 


b) 22000. 
c) 33000. 
d) 38000. 
e) 44000. 
1. Lendo e compreendendo 


a) O que é dado no problema? 
É dada uma fórmula que relaciona a rapidez 
de propagação do boato com o número de 
pessoas que o conhecem, para determinado 
público-alvo. 

b) O que se pede? 
Um boato se espalha de forma devagar quan- 
do poucos o conhecem, e a velocidade de pro- 
pagação do boato vai aumentando conforme 
mais gente o conheça e passe a propagá-lo. 
Entretanto, se muitas pessoas já sabem do bo- 
ato, a sua velocidade de propagação também 
vai ser baixa, pois tanta gente sabe dele que 
fica mais raro encontrar quem não saiba. As- 
sim, existe determinado número de pessoas 
que torna a velocidade de propagação máxima. 
Queremos determinar qual é esse número de 
pessoas. 


2. Planejando a solução 


Observando a fórmula dada, verificamos que ela 
é uma função quadrática: 

R(x) = k- x: (P — x) = R(x) = —kx? + kPx 
Sabemos que, em funções quadráticas, o máximo 
(ou o mínimo) valor ocorre no vértice. Assim, para 
obter o valor que maximiza a rapidez de propaga- 
ção do boato, basta obter o valor da abscissa do 
vértice, ou seja, de x,. 
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3. Executando o que foi planejado 


Para um público-alvo de 44 000 pessoas, a função 
quadrática será: 

R(x) = kx(44000 — x) = —kx? + 44000kx 

Então, temos a = —k e b = 44000K. 


O xy é dado por x, =-->. Assim: 
a 


e 44 000k 

2(—k) 
Portanto, a quantidade de pessoas que maximiza 
a propagação de boato, neste caso, é 22 000. 


= 22 000 


4. Verificando 


Substituindo x = 22 000 na equação dada, com 
P = 44 000, temos: 

R(22 000) = k - 22 000 - (44 000 — 22 000) = 
= 484 000 000k 

Para verificar se ele é o máximo, vamos calcular 
também R(21 999) e R(22 001) e comparar com 
R(22 000). 

Observe que propositalmente escolhemos o ante- 
cessor e o sucessor de x = 22 000: 

R(21 999) = k - 21 999 - (44 000 — 21 999) = 
= 483 999 999k < 484 000 000k 

R(22 001) = k - 21 001 - (44 000 — 22 001) = 
= 483 999 999k < 484 000 000k 

Ambos são menores que R(22 000). Como R(x) é 
uma função quadrática cujo gráfico é uma pará- 
bola (e possui apenas um valor máximo), então 
x = 22 000 é o valor que maximiza R(x). Isso bas- 
ta para verificar a resposta. 


5. Emitindo a resposta 
A resposta é a alternativa b. 


6. Ampliando o problema 


a) Para este modelo de propagação de boato, 
generalize o resultado para um público-alvo 
P, obtendo o número de pessoas, em função 
de P que deve conhecer um boato para que 
tenhamos a máxima rapidez de propagação. 
b) Discussão em equipe 
Troque ideias com seus colegas sobre o que 
seria essa constante k presente no modelo de 
propagação de boatos apresentada. Em que 
situação o valor de k será maior ou menor: um 
boato sobre a morte de um artista famoso (que 
faltou no show da noite anterior e cujo para- 
deiro ninguém sabe), ou um boato sobre a mor- 
te do seu Zé que mora na esquina (e que não 


abre a janela há dois dias)? 
Boato sobre a morte do artista famoso. 


p 
— pessoas. 
z P 


TT ———— 


48.Determine o vértice V da parábola que representa a 
função quadrática: 
a) f(x) = x? — 2x =} d) y = X? v(0,0) 
b) f(x) = -xX + 3x- 5 e) y = (x— 2} +3 v(2,3) 
do om (5-5) 

49.Determine o valor de k para que a função 


f(x) = (2 — k)x? — 5x + 3 admita valor máximo. 
= 


50. Qual o valor de m para que a função 
fix) = (4m + 1)x? — x + 6 admita valor mínimo? ; 
m 


51. Faça o esboço do gráfico das seguintes funções quadrá- 
ticas e determine o conjunto imagem de cada uma delas: 
a) f(x) = xX? + 4x + 3 Im(f) = {y ER |y > —1} 
b) f(x) = -x + 6x — 9ım(f) = {y ER |y < 0} 
Veja os gráficos no Manual do Professor. 

52.[ Desario | A reta, gráfico da função f(x) = 3x — 1,e a 
parábola, gráfico da função g(x) = x? — x + 2, têm 

ontos comuns? Se tiverem, descubra quais são. 


im, (1,2) e (3,8). 

Para refletir 
Dois pontos, | Quantos pontos comuns 
um pontoou | podem ter uma reta e 
nenhum uma parábola? 
ponto. 


53. Dada a função quadrática f(x) = 2x? — x — 3, determine: 
a) se a concavidade da parábola definida pela função 
está voltada para cima ou para baixo; Para cima. 


b) os zeros da função; x = Sex ==] vll -2) 
a 


c) o vértice da parábola definida pela função; ý 
d) a intersecção com o eixo x; (—1,0)e (5.9) 

e) a intersecção com o eixo y; (0, —3) 

f) o eixo de simetria; x = a 


g) Im(f) imp) = [y €R Iy = -Ż} 


h) o esboço do gráfico. 
Veja o gráfico no Manual do Professor. 


54. Empurta Sabe-se que o custo C para produzir x unida- 


des de certo produto é dado por C = x? — 80x + 3 000. 

Nessas condições, calculem: 

a) a quantidade de unidades produzidas para que o 
custo seja mínimo; 40 unidades. 


b) o valor mínimo do custo. 1400 


55. ampura Uma bola é lançada ao ar. Suponham que sua 


altura h, em metros, t segundos após o lançamento, 
seja h = —t? + 4t + 6. Determinem: 


a) oinstante em que a bola atinge a sua altura máxima; 
Ze 

b) a altura máxima atingida pela bola; 10 m 

c) quantos segundos depois do lançamento ela toca 


o solo. 310s 


56. Desario Determine o conjunto A para que a função 


f A > [B,7), definida por f(x) = x? — 4x + 7, seja 
bijetiva e crescente. A = [2,4] 


Empora. Um ônibus de 40 lugares foi fretado para 


uma excursão. A empresa exigiu de cada passageiro 
R$ 20,00 mais R$ 2,00 por lugar vago. Qual o número 
de passageiros para que a rentabilidade da empresa 
seja máxima? 15 passageiros. 


ATIVIDADE 


. empuria (Faap-SP) Suponham que no dia 5 de dezem- 


bro de 1995 o Serviço de Meteorologia do Estado de 
São Paulo tenha informado que a temperatura na 
cidade de São Paulo atingiu o seu valor máximo às 
14h, e que nesse dia a temperatura f(t) em graus é 
uma função do tempo t medido em horas, dada por 
f(t) = —t? + bt — 156, quando 8 < t < 20. Obtenham 
o valor de b. 

a) 14 xc) 28 e) 42 


b) 21 d) 35 


5 9 ATIVIDADE 


empupia (UFPE) Num voo com capacidade para 100 
pessoas, uma companhia aérea cobra R$ 200,00 por 
pessoa quando todos os lugares são ocupados. Se 
existirem lugares não ocupados, ao preço de cada 
passagem será acrescida a importância de R$ 4,00 por 
cada lugar não ocupado (por exemplo, se existirem 
10 lugares não ocupados o preço de cada passagem 
será R$ 240,00). Quantos devem ser os lugares não 
ocupados para que a companhia obtenha o fatura- 
mento máximo? 25 lugares. 


ATIVIDADE 


. emporta (Vunesp) Suponha que um grilo, ao saltar do 


solo, tenha sua posição no espaço descrita em função 
do tempo (em segundos) pela expressão h(t) = 3t — 3¢, 
em que h é a altura atingida em metros. 


Dr. John Brackenbury/SPL/Latinstock 


a) Em que instante t o grilo retorna ao solo? 15 


b) Quala altura máxima em metros atingida pelo grilo? 
0,75 m 
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Matemática 
e tecnologia 


Gráfico da função quadrática no computador 


Agora, vamos aprender a construir gráficos 
de funções quadráticas usando outro software 
livre, o Geogebra. 

Este é um software matemático, criado por 
Markus Hohenwarter, que reúne Álgebra e Geo- 
metria. Ele pode ser utilizado em todos os níveis 
de ensino e já recebeu diversos prêmios na Euro- 
pa e nos Estados Unidos. 

A instalação desse software é simples: 
Acesse o site <www.geogebra.org/cms/pt_BR> 
e clique em “Download”. 

Veja a reprodução da tela a seguir: 


Lista Eletrônica 


e Clique em “Webstart”, faça o download e siga 
os passos automáticos de instalação do 
programa. 

Depois disso, você já pode usá-lo. 
Ao abrir o software você verá a seguinte tela: 


O oo ———e— 
—— m MMM 
D 22º SOD FARS e E F 
DSS Eae E 
[IR 
barra de menu 
barra de 
ferramentas 


zona gráfica 


zona algébrica 


bem - a 7 


È entrada de comando 


Observe que destacamos acima o nome das 
partes que compõe a tela inicial do software. 
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Agora, faça as atividades a seguir. 

1. Construa o gráfico da função quadrática 
f(x) = x? — 6x + 5 e destaque alguns pontos 
importantes. Para isso, siga os passos abaixo. 
1º passo: No campo Entrada (situado na 
parte inferior da tela) escreva a função 
f(x) = x"2 — 6x + 5 e tecle “Enter”. Observe 
que “^” indica a operação de potenciação. 


E 


=== 


esta Ee 


2º passo: Para obter as raízes da função f, ain- 
dano campo de entrada, digite raiz [f] e tecle 
“Enter”. Veja que foram criados os pontos 
A=(1,0)eB= (5,0), que são as raízes da função. 
3º passo: Para obter o vértice da parábola, 
digite Extremo[f] e tecle “Enter”. Assim, foi 
criado o ponto C = (3, —4), que corresponde 
ao vértice da parábola. 


4º passo: Agora, vamos determinar o ponto em 
que a parábola intersecta o eixo das ordenadas 
(eixo y). Para isso, digite no campo de entrada 
Interseção[f, x = 0] e tecle “Enter”. Observe que 
o ponto de intersecção com o eixo y, ponto 
D = (0,5), tem como ordenada o valor do termo 
independente (c) da função quadrática. 


Fotos: Reprodução/<www.geogebra.org> 


Fique atento! 

Você pode mover, ampliar ou reduzir a sua 
imagem utilizando |+| da barra de tarefas. 
Outra opção para aumentar ou diminuir o zoom 
é utilizar o scroll do mouse (aquela “bolinha” que 
fica na parte superior da maioria dos mouses). 
Clique em “Arquivo” e grave a sua construção. 


Agora, determine as raízes e o vértice da fun- 
ção utilizando as fórmulas que você já co- 
nhece e em seguida compare os resultados 
obtidos no Geogebra. Os resultados são os mesmos. 


. Clique em “Arquivo”, depois em “Novo” e si- 
ga os passos abaixo. 


1º passo: Na barra de ferramentas, clique 
com o botão esquerdo do mouse, inicial- 
mente na opção controle deslizante [=]e em 
seguida clique em qualquer ponto da jane- 
la de visualização (zona gráfica); automati- 
camente abrirá uma janela; clique em “Apli- 
car”. Nesse instante, aparecerá o parâmetro 
a (com valor inicial igual a 1). Veja: 


Repita a operação e insira novos parâmetros 
(be o). 


2º passo: No campo Entrada escreva a função: 


f(x) ="*"2 + b*x +c 


akn 


e tecle “Enter”. Observe que “” significa a 
operação de multiplicação. Dessa forma, vo- 
cê terá o gráfico da função: 


fix =x+x+1 


3º passo: Para melhorar a visualização, cli- 
que com o botão direito do mouse na pará- 
bola e abrirá uma aba com a opção “Proprie- 
dades...” clique sobre ela. Assim, abrirá uma 
janela com várias opções; clique na aba “Cor” 
e escolha uma nova cor para o seu gráfico. 

Em seguida, clique na aba “Estilo” e coloque 
a espessura da linha iguala 5. Feche a jane- 
la e observe que o gráfico ficou destacado. 


4º passo: Na barra de ferramentas clique em 
“Exibir” e depois em “Malha”. 

Você agora deverá ter uma imagem (com 
exceção da cor escolhida) igual à apresenta- 
da abaixo. 


5º passo: Agora você poderá observar signi- 
ficados importantes para os coeficientes a, 
b ec. Clique na bolinha do controle deslizan- 
te de a e altere lentamente o seu valor (bas- 
ta arrastar a bolinha para um dos lados). 
Observe o que acontece com o gráfico da pa- 
rábola. Repita a operação para os controles 
deslizantes de b e c (utilize um controle des- 
lizante por vez). 


Agora, responda: 

a) Qual o efeito do parâmetro a no gráfico da 
fu nção? Altera a abertura e a concavidade da parábola. 

b) Qual o efeito do parâmetro b no gráfico da 
fu nçã O? Altera a posição do vértice. 


c) Qual o efeito do parâmetro c no gráfico da 
função? altera o ponto onde a parábola cruza o eixo y. 
; p p y: 
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Fotos: Reprodução/<www.geogebra.org> 


É Estudo do sinal da função quadrática 
o Po (0) 
e Nnequaçoes do 2º grau 

Estudar o sinal da função quadrática f(x) = ax” + bx + c, a # O significa determinar os valores reais de x 
para os quais f(x) se anula (f(x) = 0), f(x) é positiva (f(x) > 0) e f(x) é negativa (f(x) < 0), ou, de modo equi- 
valente, significa resolver inequações do tipo f(x) = O e f(x) < O. Esse estudo vai depender do discriminante 
A = b? — 4ac, da equação do 2º grau correspondente ax? + bx + c = 0, do coeficiente a e dos zeros da função 
(se existirem). 

Dependendo do discriminante, podem ocorrer três casos e, em cada caso, de acordo com o coeficiente a, 
podem ocorrer duas situações: 


e caso: A > 0 


Neste caso: 
e a função admite dois zeros reais diferentes: x' e x”; 
e a parábola, que representa a função, intersecta o eixo x em dois pontos. 


a>0 1 < (O) 


r 


flx)=Oparax=x"oux=x f(x) = 0 para x = x" oux = x' 


f(x) > 0 para x < x" oux > x' f(x) > 0 para x" <x < x' 
f(x) < 0 para x" < x < x' f(x) <0 para x < x" ou x > x' 
Dispositivo prático: 
A>0 e o-oo A>0 KE co o 


Tx 


Assim, quando A > 0, f(x) tem o sinal oposto ao de a 
quando x está entre as raízes da equação e tem o sinal 
de a quando x está fora do intervalo das raízes. 


Eles indicam os 


Para refletir intervalos nos quais a 
O que significam função assume 

os sinais + e — no valores positivos ou 
dispositivo prático? negativos. 
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2º caso: À = O 
Neste caso: 


e a função admite um zero real duplo x" = x”, 
e a parábola que representa a função tangencia o eixo x. 


nao a<o 
x'=x' 
An Teire f <o | / | f <o 
E x 
x Ex g 
fix) = 0 para x = x' =x" f(x) =0 para x = x' = x" 
f(x) > 0 para x # x' fix) <0 para x x' 
Dispositivo prático: 
A=0 e a>0 A=0 e a<o 
x =x" x 
+ + = = 
X 
KE g 2 


Assim, quando A = 0, f(x) tem o sinal de a para x diferente da raiz dupla da equação. 


3º caso: A< O 


Neste caso: 
e a função não admite zeros reais; 
e a parábola que representa a função não intersecta o eixo x. 


a>0 a<0 
X 
P] á 
fo)>0 
SAI, 
f(x) > 0 para todo x real f(x) < 0 para todo x real 
Dispositivo prático: 
A>0 e o A<0 e o 2 
X 


Assim, quando A < 0, f(x) tem o sinal de a para qualquer valor real de x. 
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Exercícios resolvidos 


16. Resolva as inequações: 
ale = 3x O 
Resolução: 

a) Resolver a inequação x? — 3x + 2 < O significa 
determinar os valores reais de x para os quais 
a função f(x) = x? — 3x + 2 assume valores 
negativos. 
a=1>0;a>0 
A=(-32-4(0(0)=9-8=1>0;A>0 
As raízes da equação x? — 3x + 2 = 0 são x' =1 
ex" =2. 
Dispositivo prático: 


b) -x2+9=0 


Como devemos ter f(x) < 0, então 
S ={x EIR |1< x< 2}é a solução da inequação. 


-xX +9=0 

a= l<0a<0 

A = (0}? — 4(—1)(9) = 36 > 0; A > 0 
As raízes da equação x? — 9 = O são 
x' = —3ex"=3. 

Dispositivo prático: 


Como devemos ter f(x) = 0, então 
S = {x ER | —3 < x < 3} é a solução da 
inequação. 


61. 
a) fix) 
b) fix) 
61. Estude o sinal das seguintes funções quadráticas: 
a) f(x) = x — 3x- 4 
b) f(x) =x — 4 


62. Para que valores reais de x a função f(x) = x? + 7x +10 
é positiva? x< -5 oux > -2 


O para x 
O para x 


20ux 


63. Para que valores reais de x a função f(x) = x? — 2x + 6 
é negativa? Para nenhum valor real de x. 


64. Para quais valores de m a função f(x) = x? + 5x + 5m 


assume valores positivos para todo x real? 5 
mER|m > — 


65. Resolva as seguintes inequações do 2º grau em IR: 
a) 3x? — 10x +7<0 b) 4x] +9=0 


esas = [kerj <x <2] bs=f[ker]-Ż <x < 5 
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17. Resolva a inequação —x? + 6x — 9 > 0 ou, de mo- 
do equivalente, determine os valores reais para os 
quais a função f(x) = —x? + 6x — 9 é positiva. 


Resolução: 

=x ox 90 

a=-—1I<0a<o0 

A = (6} — 4(—1)(—9) = 36 - 36 = 0; A = 0 

A equação —x? + 6x — 9 > O tem uma raiz dupla: 
x =x"=3 

Dispositivo prático: 


. Resolva a inequação 2x? — 2x + 5 > 0 ou, de modo 
equivalente, determine os valores reais para os 
quais a função f(x) = 2x? — 2x + 5 é positiva. 


Resolução: 

e= Dix SEO 

a=2>0;9>0 
A=(-2)2-4(2)(5)=4-40=-36<0;A<O0 
A equação 2x? — 2x + 5 = O não tem raízes reais. 
Dispositivo prático: 


Como devemos ter f(x) < O, então S = R. 


Toux=4;f(x)>0Oparax<-—Toux>4;f(x)<Opara-I<x<4 
2; f(x) > 0 para x < —2 ou x > 2; f(x) < O para -2 <x < 2 


66. emeouipe Considerem a função f(x) = x? + 1. Calculem 


os valores reais de x para que se tenha f(x + 2) < f(2). 
xeR|-4<x<0 


67. emeouie Resolvam as seguintes inequações do 2º grau 


em: s=[xER|x=-Loux=5) 
a) 3(x — 1) — 6x = 2 — 2x(x — 3) 
b) Ax—P<xs=[xer|5<x<2) 


2 
—x—x+i= 
E) ae e e s= [x ER|x< -toux= 5] 


68. emequire Qual é o menor número inteiro positivo que 


satisfaz a condição 3x < =x — 127 


Outros tipos de inequações 


Vamos aprender a resolver algumas inequações mais complexas. 


Exercícios resolvidos 


19. Resolva a inequação simultânea —8 < x° — 2x — 8 < 0 
emiR. 
Resolução: 
x2-2x —-8<0 Rn O 
pa = Di = GE po = 2x 0 
x — 2x- 8 <0 (I) 
a=1>0 
A=36>0 
x =4ex"= 
S=(XER|2<x<4) 
x? — 2x = 0 (lI) 
a=1>0 
A=4>0 
x =2ex"=0 
Si=(xER|x<00ux=2) 
Como temos duas condições que devem ser satis- 
feitas simultaneamente, vamos determinar a in- 
tersecçãoS = SN Si: 


Ea [senado ES 


N 


s=(xeER|2<x<00Uu2<x<4) 


20. Resolva a inequação-produto 
(x — 3)\(x? + 3x — 4) > 0. 
Resolução: 

did aa! 
a=1>0;a>0 
x-3=0>x=3 (raiz) 
gO = X TX A 
a=1>0;a>0 
A=25;A>0 

'=1ex” = —4 (raízes da equação) 


69. Resolva em R: 
a) -6 < x? — 5X < 6 S={xER|-1<x<20u3 <x < 6} 
) x? +6x+8=0 ETNA 
x+5<0 =M |x } 
C)7<x+3<4xs-KER|-2<x<3) 


x2-6=0 
d) 1x 4+2»x+3>05=(XER|-1<x<0) 


Quadro de resolução: 


De acordo com a inequação dada, devemos ter. | 
=. Pelo mesmo processo da multiplicação 
fix) j gls) > O. Então: de números reais: sinais iguais, 
S=(xe R| —4<x<10ux>3} produto positivo; sinais 
diferentes, 
produto 
negativo. 


Para refletir 
Como são obtidos os sinais de f(x) - g(x)? 


21. Resolvaainequação-quociente —— 
em IR. X 
Resolução: 

Dara 
a= Taco 
raiz: x = 3 
ge =x =A= 
a=1;a>0 
A=36>0 
raízes: x' = 5ex" = — 
Restrição: x? — 4x — 5 #0 >x # 5e x # 
Quadro de resolução: 


F 


3 5 


= 
= 3) 5 


S=(xER|x<-lou3<x<5) 


Fique atento! 

Analise com atenção o significado das flechas, 
das bolinhas vazias (O), das bolinhas cheias (0) 
e do traço mais forte nos dispositivos práticos. 


70. Resolva as seguintes inequações em IR: 
2 — 
a x-3 e+3x+10<0 q) LIX+6 ~o 
S=(xER|-2<x<30ux>5) 


b) (x2-3x)(-x+2)=0 d —— "É <0 
S=(xER|x<=00u2<x<3) s=xER| 
71. Para quais valores reais de x o produt 
(x? — 5x + 6) (x? — 16) é positivo? 
xER|x<-40u2<x<30ux>4 
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É Conexão entre função quadrática e Física 


Movimento uniformemente variado (MUV) 


O movimento uniformemente variado (MUV) é caracterizado pela função quadrática: 


que fornece a posição de um objeto em um certo instante t. 


Nesse caso, a é a aceleração, b é a velocidade inicial (quando t = 0) e c é a posição inicial do objeto. 

A representação gráfica do movimento uniformemente variado é uma parábola. Se a aceleração for 
positiva, a concavidade da parábola é voltada para cima e, se a aceleração for negativa, a concavidade é 
voltada para baixo. 


Sabemos que velocidade escalar média (v) em um intervalo de tempo é igual a: 


variação do espaço (As) 
tempo de percurso (At) 


No caso do movimento de um objeto dado por uma função f, temos que sua velocidade média no 
intervalo [t, t + h] é dada por: 


fit +=) 
h 


Para f(t) = Lat + bt + c, temos: 


fit +h) = È alt + h)? + blt + h) +c = at + ath + Lah? + bt + bh +c 

e 
ft +h) -f= É + ath Lar + pE + h+ e Za bt É = ath + | ah? + bh 
Assim: 


1 
= ah + — ah? + bh 
Hs nO E = at À ah + b 


Se tomarmos h cada vez menor, o valor da velocidade média se aproximará de at + b. Daí dizermos que 
v(t) = at + b é a velocidade do ponto (no MUV) no instante t. 

Observe que, se t = 0, v(0) = b. É por isso que chamamos b de velocidade inicial. 

Na função afim v(t) = at + b, a constante a (aceleração) é a taxa de variação da velocidade. Como ela é 
constante, o movimento chama-se uniformemente variado. 


Fique atento! 

Um movimento é uniforme quando a 
velocidade média tem o mesmo valor, qualquer 
que seja o intervalo de tempo considerado. 
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Exercícios resolvidos 


22. Um automóvel viaja com velocidade de 108 km/h 


(ou seja, 30 m/s) em um trecho retilíneo de uma 
estrada quando, subitamente, o motorista vê um 
acidente na pista. Entre o instante em que o mo- 
torista avista o acidente e aquele em que começa 
a frear, o carro percorre 20 m. Se o motorista frear 
o carro à taxa constante de 5,0 m/s? mantendo-o 
em sua trajetória retilínea, ele só evitará o aciden- 
te se otiver percebido a, no mínimo, qual distância? 


Resolução: 
7º maneira: 
Como o carro freia com aceleração constante de 
5 m/s?, podemos escrever sua aceleração como 
sendo a = —5 m/s?. Assim, o tempo de frenagem 
será dado por: 

Av =o 


5 At 
T AE At — Z5 


Como a distância percorrida é dada por 


2 
S = z + vot + So e temos que So = 20 m, 


Vo = 30 m/s, t = 6 s,a = —5 m/s”, calculamos S$: 
WE? 

5= ie + 30-6 + 20 = —90 + 180 + 20 = 110 

Logo, $ = 110 m. 


2 maneira: 
Construimos o gráfico da velocidade x tempo. 
v (m/s) 


123456 


Pode-se provar que a superfície compreendida en- 
tre o gráfico e os eixos coordenados tem área A 


numericamente igual ao deslocamento S$ [oa sta 


Š mim A 


t £ 


observar que A = vt, mas v = 


ou seja, A = s} 


Nesse caso, 
ç= base -altura _ 60-30 
2 2 

Como o automóvel percorre uma distância de 
20 m, antes de acionar os freios, a distância total 
percorrida será de D = 20 m + 90 m = 110 m. 
Portanto, o motorista só evitará o acidente caso 
o tenha avistado a pelo menos 110 m de distância. 


= 90. Logo, S = 90 m. 


23. Um automóvel, partindo do repouso, mantém ace- 


leração constante de 4 m/s? durante 5 s. A partir 

daí, mantém velocidade constante durante 10 s, 

quando começa a frear, variando sua velocidade 

em 4 m/s a cada segundo, até parar. Calcule: 

a) a distância total percorrida pelo automóvel du- 
rante todo o seu percurso; 

b) a velocidade média desse automóvel durante 
esse intervalo de tempo. 


Resolução: 

a) 1º maneira: 
Neste caso temos três tipos de movimentos 
independentes: na primeira parte, o automóvel 
mantém velocidade variável com aceleração 
constante (MUV — movimento uniformemente 
variado). Na segunda parte ele mantém veloci- 
dade constante (MU — movimento uniforme). 
E, finalmente, na terceira parte ele volta a ace- 
lerar (MUV). Assim, temos: 
Parte 1: movimento uniformemente variado 
(acelerado) 
Temos: 
Vo = (0 
t=5s 
a = 4 m/s? 
Soy = (0) 
Então: 


0:54+0= £2 = 50 


Assim, S, = 50 m. 
Como V = vo + at, temos v; = 0 + 4-5 = 20. 
Logo, vı = 20 m/s. 


Parte 2: movimento uniforme 
Temos: 

v = constante 

t =10s 

So = (0) 

Mas, Sa(t) = so + vt. 

Como v = v; = 20 m/s, vem: 
S, = 0 + 20-10 = 200 

Logo, S2 = 200 m. 


Parte 3: movimento uniformemente variado 
(retardado) 

Temos: 

a = —4 m/s? (movimento retardado) 

Vo = 20 m/s 

v=0m/s 

So = 0 
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Da ps Oo 
t=to t 


2 
Silt) = vot so > 


= . 2 
Fo +20: 5+0= -50 +100 =50 


= S3(6)= 


Logo, S; = 50 m. 

Para calcular a distância total percorrida, deve- 
mos somar todos os deslocamentos: 

SEIS ES S 

Logo, S = 50 + 200 + 50 = 300, ou seja, S = 300 m. 


2º maneira: 

Lembrando que em um gráfico da velocidade por 
tempo a área da superfície compreendida entre 
o gráfico e os eixos coordenados é numericamen- 
te igual ao deslocamento, temos neste caso: 


Área do trapézio: A = 
ea = 20! 
a- 20+1020 _ 
2 
Portanto, S = 300 m. 


b) Vamos calcular a velocidade média desse auto- 
móvel durante esse intervalo de tempo. 


72. Uma partícula é colocada em movimento sobre um 
eixo. Calcule em quanto tempo a trajetória mudará de 
sentido nos seguintes casos: 

a) a posição inicial é igual a —3, a velocidade inicial é 


de 4 m/s e a aceleração constante é de —2 m/s; 
t=2s 
b) a posição inicial é igual a —16, a velocidade inicial é 


de 12 m/s e a aceleração constante é de —4 m/s”; 
t=3s 
c) a posição inicial é igual a 15, a velocidade inicial é de 
—8 m/s e a aceleração constante é de 2 m/s”; 
t=45 
d) a posição inicial é igual a —36, a velocidade inicial 
é de —18 m/s e a aceleração constante é de 4 m/s?. 
t=455 
73. Um automóvel, partindo do repouso, mantém acelera- 
ção constante de 5 m/s? durante 8 s. A partir daí, man- 
tém velocidade constante durante 20 s, quando começa 
a acelerar novamente, variando sua velocidade em 
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1º maneira: 


2º maneira: 
300m : 
Vm = = 15 m/s, ou seja, Vm = 15 m/s. 
“= We Bo 
24.Uma partícula está em movimento sobre um 

eixo a partir do ponto de abscissa —12, com ve- 
locidade inicial de 7 m/s e aceleração constante 
de —2 m/s?. Em quanto tempo a trajetória mu- 
dará de sentido? 


Resolução: 
1º maneira: 
A trajetória da partícula é dada em função do 
tempo por: 
1 


ut) = at +bt+c 


Nessecaso,a=-2,b=T7Tec= 
f)= É += 
Ponto de máximo: 


12. Assim, temos: 


2º maneira: 

Nesse instante, a velocidade é zero, ou seja, v(t) = O. 
Então: 

vi)=at+b>0=>-t+7>t=35s 


Portanto, depois de 3,5 s a partícula mudará de 
sentido. 


5 m/s, a cada segundo, até atingir a velocidade de 
80 m/s. Calcule a distância total percorrida pelo auto- 
móvel durante todo o seu percurso. 1440 m 


74. Partindo do repouso, um avião percorre a pista de 
decolagem com aceleração constante e atinge a 
velocidade de 360 km/h (100 m/s) em 20 s. Calcule: 
a) o valor da aceleração desse avião (m/s?); a = 5 m/s? 


b) o comprimento mínimo da pista de decolagem para 


que o avião consiga decolar. 
comprimento mínimo da pista:3 km 


Jamie Cross/Shutterstock/Glow Images 


(ls Conexão entre função quadrática 
e progressão aritmetica 


Já vimos no capítulo anterior que uma função afim f(x) = ax + b transforma uma progressão aritméti- 
ca em uma outra progressão aritmética. Vimos também que essa propriedade caracteriza a função afim, ou 
seja, se uma função tem essa propriedade, ela é considerada afim e, reciprocamente, se ela for afim, terá 
essa propriedade. 

Vejamos agora o que ocorre com a função quadrática. 


Consideremos a função quadrática f(x) = x” e a progressão aritmética: 
13,5; 7-9, M,a 2N F a 
e vejamos o que ocorre com: 
Eu f0) =49 
“f3)=9 - f(9) = 81 “fQn—-)=4nº - 4n+1 
“fHb)=25 * f1) = 121 “fQn+)=4nº+4n+1 
assim, obtemos a sequência: 


1,9,25,49,81,121,..4n?— 4n +1,4nº + 4n +1,.. 


Essa nova sequência não é uma progressão aritmética, pois a diferença entre dois termos conse- 
cutivos não é constante. Mas, se tomarmos as diferenças entre os termos consecutivos dessa nova 
sequência, teremos: 


8, 16, 24, 32,40, ..., 8n,... 
que é uma progressão aritmética de razão 8. 


É possível provar que isso ocorre não só com a função quadrática mais simples, f(x) = x*, mas com 
qualquer função quadrática f(x) = ax? + bx + c, a O. Essa propriedade caracteriza a função quadrá- 
tica, ou seja, se fé uma função quadrática, então ela transforma uma PA em uma sequência cujas dife- 
renças dos termos consecutivos formam uma PA. E, reciprocamente, se uma função transforma uma 
PA em uma sequência cujas diferenças dos termos consecutivos também formam uma PA, então essa 
função é uma função quadrática. 


77. Exercício 75: razão da primeira PA: 1; razão da última PA: 2;a = 1; 2ar = 2 -1-7 = 2 (correto) 
Exercício 76: razão da primeira PA: 2; razão da última PA: 8; a = 1; 2ar° = 2 :1:2? = 8 (correto) 


75. Dada a progressão aritmética 1, 2, 3, 4, 5, n,n +1,.. | 77. É possível provar que, se r é a razão da primeira PA, 
e a função quadrática f(x) = xX +1, verifique que a então a razão da última PA será 2ar?. Constate esse 
sequência formada pela diferença dos termos conse- fato nos dois exercícios anteriores. 
cutivos de f(1), FO), f8), f(4), FO), -~ f(n), fin + 1}, -é | 78. Dadaa progressão aritmética 1, 4, 7, 10, 13,16, ..,3n + 1, ... 
uma PA. É uma PA de razão 2. e a função quadrática f(x) = 4x? — 4x + 1: 

per a) verifique que a sequência formada pela diferença 

76. Dada a progressão aritmética 1, 3, 5, 7, 9, 1, ..., 2N +1,... doslermos conceculivos de f(1), f(4), f(T), FIO), F(13), 
ea função quadrática f(x) =x —2x+1, verifique que f6), sJ Bn + 1),... é uma PA; É uma PA de razão 72. 

a sequência formada pela diferença dos termos con- b) determine as razões da primeira e da última PA. 
secutivos de f(1), f(3), f6), f0), f(9), f), ..., f2n — 1), Constate que, se r é a razão da primeira PA, a razão 
f(2n + 1), ... é uma PA. É uma PA de razão 8. da última pode ser encontrada por 2ar. "70 da 


primeira PA:3; 
Razão da última PA:72;a = 4; 2arľ = 2 - 4 - 3? = 72 (correto). 
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Um pouco 
mais... 


Determinação dos zeros por completamento de quadrado €9 4:5279, 

O completamento de quadrado é um procedimento muito útil no estudo da função quadrática. 
Analise alguns exemplos: 
ax+6x=x2+2:3:x+32-32 =(x+3)2 -9 

(x +32 
(somamos e subtraímos 3°) 
Logo, x? + 6x = (x + 3} — 9. (Veja a figura ao lado.) 
b) x? — 10x = x? — 2:5-x +52 — 5? = (x — 5)? — 25 
(x —52 
(somamos e subtraímos 5?) 
Assim, x? — 10x = (x — 5)? — 25. 


Faltam 9 regiões quadradas 


c) e EE Fg > x+] (E) =- aj 25 de área 1. Por isso somamos 
2 4 4 4 4 16 e subtraímos 9 para 
d) x + 8x= (x + 42 — 16 “completar o quadrado”. 
224 [ 2) 4 
e) x x = [x — 
3 3 9 


)2xX+8x+3=2(x+4)+3=2[(x+2)-4]+3=2x+2)-8+3=2(x+2)-5 
De modo geral, temos que: 
2 2 2 Fique atento! 
x? + px = [x + 2) P_ | somamos e subtraímos (2) Somar e subtrair um mesmo 
2 4 2 número em uma expressão 
não altera seu valor. 


Exercicio resolvido 


Determine os zeros das seguintes funções qua- b) f(x) = 2x -5x +3 
dráticas, usando completamento de quadrados. Equação do 2° grau correspondente: 


a) f(x) =x +6x+5 b) f(x) = 2x? — 5x + 3 2x) — 5x+3=0.. 
Essa equação é equivalente a uma outra em que 


Resolução: dividimos todos os termos por 2: 
2 

a) f(x) =x] + 6x+5 Š y S nA 

Equação do 2° grau correspondente: 2 2 2 2 

Completando o quadrado, temos: 

6x +5=0. É 
Completando o quadrado, temos: 
6x+9=-5+9>5(x+3)=4 
Extraindo a raiz quadrada em ambos os mem- 
bros, temos: 


XTS 22SX- 
G E a = ou 
Xx+3=-25x=>5 


Zeros da função: le 5 
Verificação: 
OSX + Ge 5 
I= +6(-) +5> 
Sf-)=1-6+5=0 
IOF (5) + 6(-5) +5> 
>f(-5)=25-30+5=0 
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Zeros da função: > el 


Verificação: 
OES 


AGGE 


s-t 


=F rI 


+3=0 


Forma canônica da função quadrática 


Dada a função quadrática f: IR — IR, tal que f(x) = ax” + bx + c, com a # 0, podemos escrever: 


fo) = ax + bx + c = fx + Piy <| 


As duas primeiras parcelas dentro dos colchetes são as mesmas duas parcelas do desenvolvimento 
do quadrado: 


2 2 se En 2 
k++) ER E E A E 
2a a m E 


Completando o quadrado, temos: 


b bb b? c 
fo) = a? + bx te= aje sa Exi ig zg +£] 
ou seja, 
2 ah 
f(x) = ax? + bx +c = af + sl + dec é (forma canônica) 
ou ainda: 
fx) = afx + +) q; Aa = 
2a 4a 
E 77 
Chamando de m = 2 ek = H b , concluimos que k = f(m). 


Assim, para todo x E IR e a # 0, podemos escrever qualquer função quadrática f(x) = ax? + bx + c 
da seguinte maneira: 


fix) = a(x — m}? + k, em que m = -2 ek = f(m) 


(outra maneira de escrever a forma canônica) 


Por exemplo, vamos escrever a função f(x) = x? — 4x — 6 na forma canônica. 
1º maneira: 
Completando o quadrado: 
x — 4x — 6 = (xX — 4x) — 6 = (X — 4x + 4) -4 —- 6 = (x — 2} — 10 
Logo, f(x) = xX — 4x — 6 = (x — 2} — 10. 


2° maneira: 
Calculando m = -2x = f(m) e substituindo em f(x) = a(x — m}? + k: 
a 
fex =x — 4x- 6a =1,b= —4,c = —6 
2 
k=f2)=2-4-:-2-6=4-8-6= -10 


Portanto, f(x) = (x — 2} — 10. 


>) 
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Decorrências da forma canônica 

2) Valor mínimo e valor máximo da função f(x) = ax? + bx + c 
Consideramos a função quadrática f(x) = 3x? — 5x + 2. 
Nesse caso, temos: 


5 5 5Y 51, 1 Fique atento! 
m = 6 ek=1(5] =3(5) (5) Ze 12 De modo geral, da forma 
3 canônica f(x) = a(x — m)? + k, 
e a forma canônica é dada por f(x) = fx = >] = 1 a 
a) sea > 0,0 menor valor de 
Analisando essa forma canônica, podemos concluir que fix) ék = fm); 
1 b) sea < 0, o maior valor de 
o menor valor de f(x) para todo x E R é — F Isso ocorre fix) é k = f(m). 
5 
uando x = —. 
i 6 
2º) Zeros da função quadrática e raízes da equação correspondente 
2 
fix) =3x? -5x +2 > fx) = (x = > = = (forma canônica) 
2 2 2 
pa] -1 =0>3ļx 5) =d > fx 5) =al SX 2 E > 
6 12 6 12 6 36 6 6 
5] o 
xX 6 6 > x=1 
> 5 1 4.2 
x > x 
6 6 3 


Logo, os zeros de f(x) = 3x? — 5x + 2são le £, que são também as raízes da equação 3x? — 5x + 2 = 0. 


Fique atento! 
De modo geral, da forma canônica de f(x) = ax? + bx + c, com a # 0, que é a(x — m}? + k 


com m = — — e k = f(m), podemos chegar à fórmula que fornece os zeros da função e, 
portanto, às raízes da equação do 2º grau ax? + bx + c = 0. Observe as equivalências: 

—b +vb? — 
ax +bx+c=06a(x-m+k=06 x pa — Su (fórmula que fornece as 


raízes da equação do 2º grau ax? + bx + c=0) 


Exercícios adicionais 


4 DESAFIO 


1. Faça o completamento de quadrado em: empupia Determinem, se existirem, os zeros das 


a) xX? — 2x b) x? + 6x — 16 funções quadráticas: 
(= 1-1 (x+3)2— 25 a) f(x) = (x - 2} - 9 b) f(x) = -(x +1? + 4 
2. Usando o completamento de quadrado, determine Bi =EN 
os zeros das seguintes funções quadráticas: 5. empura Determinem o menor valor que a função 
a) f(x) = x? + 10x + 21 b) fog E x» =-2x=3 f(x) = 2(x — 1)? + 10 pode assumir para todo x E IR. 
—3e—7 e- 10 
3. Escreva na forma canônica as seguintes funções | 6. moura Qual é o maior valor que a função 
quadráticas: f(x) = —3x? — x + 1 pode assumir para qualquer 
a) f(x) =x +2x-3 b) f(x) = 2x? + 8x- 5 x E IR? (Dica: Usem a forma canônica.) x = ~} 
fð =(x+1-4 fo) = 20x + 2} -13 G 
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Generalização do gráfico da função definida por f(x) = ax?,a O 


É possível demonstrar que o gráfico da função quadrática f(x) = ax”, a # 0, é a parábola cujo foco é 


1 Sara io as : 1 
Fo | e cuja diretriz é a reta horizontal y = — —. 
4a 4a 
a>0 a<o 
y 
d 
F X 
x 
V 
É 1 
Vo Za 
Concavidade da parábola voltada para cima. Concavidade da parábola voltada para baixo. 


Equação da parábola que tem vértice na origem 


Consideremos a parábola que tem como diretriz a reta Ay 


de equação y = —c e como foco o ponto F(0, c). Vamos de- 

monstrar que a equação dessa parábola é dada por x° = 4cy. Ko ‘P(x, y) o 
Pela definição, temos: d(P, F) = d(P, Q). 5 7 

-Pty =p ya 4 E] T- = 


>xX+(y-J=(y+9)'> 


5 x? + y = 20 + Ad = y + 20 + Ad => Não, porque uma função não 
pode ter duas imagens para um 
mesmo domínio, e essas 

>x = 4cy parábolas têm dois y para cada x, 
excetuando-se o vértice. 


em que c é a distância focal. : 
o g . Para refletir 
Nesse caso, o vértice está na origem O(0, 0) e constatamos Parábolas com eixo de 
novamente que a parábola é simétrica em relação ao eixo y, simetria horizontal 
P ; z são funções? Por quê? 
que é o eixo da parábola. 


Função quadrática e a equação da parábola 

A mesma parábola do item anterior, cuja equação é x? = 4cy, é gráfico da função quadrática 
y = f(x) = ax?, em que a, como vimos, determina se a parábola é mais “fechada” ou mais “aberta”. 
Quanto maior for o a, mais “fechada” é a parábola, ou seja, os valores de y crescem mais rapida- 
mente em relação aos de x. 

E qual é a relação entre a distância focal ce o a? 

Substituindo y = ax? em x? = 4cy, temos que: 


1 

xX=4y>x=4c:ax> ca = E 

Isso significa que c e a são inversamente proporcionais. Assim, quanto menor for a distância focal c, 
maior será o a e, portanto, mais fechada será a parábola, e vice-versa. 


A equação da parábola será retomada e seu estudo aprofundado no volume 3 desta coleção. 
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Pensando 
no ENEM 


Química e Física 
A matéria pode se apresentar em três estados fi- 
sicos (ou fases): sólido, líquido e gasoso (há outros 
menos conhecidos, como o plasma e o coloide). Ela 
pode passar de um estado a outro mediante alte- 
rações em sua temperatura, e essas mudanças de 
estado recebem nomes específicos, por exemplo: 
* fusão: mudança de sólido para líquido; 
* ebulição: mudança de líquido para gasoso (va- 
porização tumultuosa, com formação de bolhas). 
Algumas temperaturas em que se iniciam as mu- 
danças de estado são: 
* ponto de fusão: em que se inicia a fusão; 
* ponto de ebulição: em que se inicia a ebulição. 
Se a matéria formada por uma única substância 
(no estado sólido) é aquecida, sua temperatura 
aumenta até que se inicie a fusão, e permanece 
constante até que toda a matéria passe para o 
estado líquido. Em seguida, se a matéria conti- 
nuar sendo aquecida, a temperatura aumentará 
novamente até atingir o ponto de ebulição e 
permanecerá constante até toda a matéria pas- 
sar para o estado gasoso, quando então voltará 
a subir. 
Suponha que determinada substância, inicial- 
mente no estado sólido, tem sua curva de aque- 
cimento mostrada no gráfico abaixo. 


À Temperatura (ºC) 


DO a EE 


60 q 


qo essas 


Tempo (min) 


De acordo com essa curva, assinale a afirmação 

correta. 

a) As fases líquida e sólida aparecem simultanea- 
mente durante 20 min. 


b) O ponto de ebulição é alcançado quando a 
temperatura atinge os 30 °C. 

c) Ointervalo de tempo em que a substância está 
somente no estado líquido é de 10 min. 


x 


d) O ponto de fusão dessa substância ocorre 
quando a temperatura chega a 0 °C. 

e) Entre 50 min e 60 min, temos uma função 
afim definida por f: 50, 60] >R tal que 
f(t) = 6t + 270. 
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2. Oestádio Nelson Mandela Bay Multipurpose Stadium 


foi construído especialmente para a Copa do Mundo 
de Futebol Masculino de 2010, na África do Sul. Ele 
fica às margens do lago North End, em Port Elizabeth. 
O estádio tem capacidade para 48 mil espectadores 
e altura de cerca de 40 m. São seis níveis de arquiban- 
cada no lado leste e cinco níveis nos demais lados. 
Existem também dois telões de 12,7 m X 7,2 m. 
Adaptado de: <www.rio.rj.gov.br/destatic/10112/757839/ 
DLFE-194018.pdf/cadpediLP6anoAluno.pdf>. Acesso em: 8 jun. 2010. 
No dia 2 de julho de 2010, na partida entre Brasil 
e Holanda, o ingresso custava entre R$ 132,00 e 
R$525,00, dependendo do assento. Supondo que to- 
dos os espectadores presentes compraram seus in- 


gressos pelo mesmo valor de R$ 132,00 e que É desses 


espectadores eram turistas, a alternativa correta é: 

a) Se x (x < 48000) torcedores forem ao estádio, 
a renda bruta y gerada pelos turistas será dada 
por y = 132x reais. 

xb) Se x (x = 48000) torcedores forem ao está- 

dio, a renda bruta y que deixou de ser arre- 
cadada devido aos lugares vagos será dada 
por y = 6336000 — 132x reais. 


c) O valor do ingresso pago por um torcedor 


. : 2 
sul-africano equivale a E do valor pago por 
um turista. 


d) Ovalor bruto arrecadado com os torcedores sul- 
-africanos é igual à terça parte do valor arreca- 
dado com os torcedores turistas. 


e) Os torcedores sul-africanos representam 50% 
do total de torcedores. 


« A bola da Copa do Mundo de 2010, a Jabulani, ficou 


famosa por sua trajetória inusitada, dificultando bas- 
tante a vida dos goleiros. Jabulani é uma palavra da 
língua Bantu isiZulu, um dos 11 idiomas oficiais da 
África do Sul. Essa bola tem apenas oito gomos em 
formato 3D. Seu design possui traços africanos, mis- 
turados numa diversificação de 11 cores — o branco 
predomina. As cores foram escolhidas para re- 
presentar os 11 jogadores de cada sele- 

ção, os 11 idiomas oficiais da África 
do Sul e as 11 tribos que formam 

a população sul-africana. 


Adaptado de: <http://www.estadao.com.br/ 
noticias/esportes,adidas-apresenta-jabulani- 
-bola-oficial-da-copa-de-2010,476783,0.htm>. 

Acesso em: 28 jan. 2013. 


Jabulani, a bola oficial da 
Copa do Mundo de 2010. 


Imago Sport/ 
Latinstock 


x 


Essa bola é mais rápida e faz mais curvas do que 
as bolsas usadas em copas anteriores. Suponha 
que os pesquisadores concluíram que, em co- 
branças de falta a certa distância do gol, a velo- 


cidade instantânea da jabulani seria descrita 
pela função v(t) = -5 -i(t = 8) em quetéo 
tempo em segundos contado a partir do chute 
na jabulani (t > 0) e v(t) é dada em m/s. Qual é a 
velocidade máxima adquirida pela jabulani, nas 
condições descritas no enunciado? 

a) 30 km/h c) 72 km/h x €) 108 km/h 


b) 54 km/h d) 96 km/h 


. Consideremos que o Aeroporto Internacional Pre- 


sidente Castro Pinto, na cidade de Bayeux, PB, te- 

nha seu terminal de passageiros na forma de um 

retângulo cujo perímetro seja de 360 m. Analise as 

afirmações abaixo e assinale a correta. 

a) Com o perímetro do terminal de passageiros de 
360 m, a área de 8 000 m? é a máxima possível. 


b) Para que a área seja máxima, a maior dimensão 
do terminal de passageiros deverá ser de 100 m. 


c) Considerando-se o terminal com a maior área 
possível e 3 m? por passageiro e sua bagagem, 
a capacidade máxima do terminal é de 2 700 
pessoas. 


d) Para que tenhamos maior capacidade de pas- 
sageiros, considerando 3 m? por pessoa e sua 
bagagem, as dimensões do terminal devem ser 
95m X 85 m. 


e) Se o terminal estivesse com sua capacidade má- 
xima de pessoas e cada uma levasse para casa 
uma lembrança de R$ 2,00 de uma loja dentro 
do aeroporto, a arrecadação dessa loja seria de 
R$ 5 350,00. 


Química, Biologia e Geografia 

O sequestro de carbono é a absorção de grandes 
quantidades de gás carbônico (CO3) presentes na 
atmosfera. A forma mais comum de sequestro de 
carbono é naturalmente realizada pelas florestas. 
Na fase de crescimento, as árvores demandam 
uma quantidade muito grande de carbono para se 
desenvolver e acabam tirando esse elemento do 
ar. Esse processo natural ajuda a diminuir conside- 
ravelmente a quantidade de CO; na atmosfera: 
cada hectare de floresta em desenvolvimento é 
capaz de absorver nada menos que 150 a 200 to- 
neladas de carbono. É por essas e outras que o 
plantio de árvores é uma das prioridades para a 


6. 


Veja a seção Caiu no Enem no final do livro. 


diminuição de poluentes na atmosfera terrestre. 
“A recuperação de áreas plantadas, que foram de- 
gradadas durante décadas pelo homem, é uma das 
possibilidades mais efetivas para ajudar a comba- 
ter o aquecimento global”, afirma Carlos Joly, do 
Instituto de Biologia da Unicamp. 


Superinteressante, n. 247. São Paulo: Abril, 2007. Disponível em: 
<http://super.abril.com.br/ecologia/sequestro-carbono-447349.shtml>. 
Acesso em: 29 ago. 2010. 


Consideremos que, em uma determinada região, 
a função f que fornece o acréscimo do sequestro 
anual de CO; da atmosfera (em milhões de tone- 
ladas) em função do tempo (em anos) seja dada 
t? 16t , 85 
pe Ume a 
Considere t = O para o ano 2000, t = 1 para 2001, 
e assim por diante. Por exemplo, no ano de 2040 
o acréscimo do sequestro de carbono será de 
f(40) = 15 milhões de toneladas. De acordo com 
essa fórmula, o acréscimo máximo do sequestro 
anual de carbono nessa região será, em milhões de 
toneladas, de: 
xa) 15. b) 16. 


c) 17. 


(Enem) Existem no mercado chuveiros elétricos de 
diferentes potências, que representam consumos 
e custos diversos. 

A potência (P) de um chuveiro elétrico é dada pelo 
produto entre sua resistência elétrica (R) e o qua- 
drado da corrente elétrica (i) que por ele circula. 
O consumo de energia elétrica (E), por sua vez, é 
diretamente proporcional à potência do aparelho. 
Considerando as características apresentadas, qual 
dos gráficos a seguir representa a relação entre a 
energia consumida (E) por um chuveiro elétrico e 
a corrente elétrica (i) que circula por ele? 


a) E4 xd) EM 

(0) Í (0) ) 
b) E4 e) Eu 

o i l 7 
c) E 

ol i 
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Vestibulares de Norte a S 


gião Norte 


(Ufam) Qual das representações gráficas abaixo 
melhor representa a aplicação f: Z — IR definida por 
fix =x- 


a) 4y xd) 4 y 
26 e e 
X X 
2 7 2 
=J 
b) 4y e) 4y 
ø o 
DM 
X 
#2 A 
4 X 
=2 2 
O) Ay 
N s 
X 
2 


(Ufac) Um agiota empresta R$ 500,00 a uma taxa de 
8% ao mês, a juros simples. A função J(t) que dá o 
valor dos juros no tempo t é: 


a) J(t) = 5t. 
b) J(t) = 100 + 7,5t. 
c) J(t) = 150 + 5t. 
x d) J(t) = 40t. 
e) J(t) = 500 + 40t. 


(Ufam) As duas raízes da função do 2° grau são -2 


e 1 . Então f(x) é igual a: 


b) 6x2 +x- 1 
c) 6X2 -x+1 
d) 6x? +2x— 2 
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4. 


gião Nordeste 


(UFPB/PSS) Considere a função invertível f: IR > IR 
definida por f(x) = 2x + b, onde b é uma constante. 
Sendo f ' a sua inversa, qual o valor de b, sabendo 
que o gráfico de f ' passa pelo ponto A(1, —2)? 

a) —2 c) 2 e) 5 

b) —1 d) 3 


(UFC-CE) O conjunto solução, nos números reais, da 


inequação DE ta igual a: 
1+x 


a) KER|x<-1 
b) x ER |x > Ob 
JER] x>} 


d) xER|x>2} 
e)ixeR |x> 3). 


(UFPB/PSS) A função L(x) = —100x? + 1200x — 2700 
representa o lucro de uma empresa, em milhões de 
reais, onde x é a quantidade de unidades vendidas. 
Nesse contexto, considere as seguintes afirmações: 
|. Se vender apenas 2 unidades, a empresa terá 
lucro. 
Il. Se vender exatamente 6 unidades, a empresa 
terá lucro máximo. 
lIl. Se vender 15 unidades, a empresa terá prejuízo. 
Está(ão) correta(s) apenas: 
a) |. c) III. 


b) II. d) tell. 


e) Ile ll. 


Região Centro-Oeste 


1 


(UEG-GO) Em uma fábrica, o custo de produção de 
500 unidades de camisetas é de R$ 2 700,00, enquan- 
to o custo para produzir 1 000 unidades é de 
R$ 3 000,00. Sabendo que o custo das camisetas é 
dado em função do número produzido através da 
expressão c(x) = qx + b, em que x é a quantidade 
produzida e b é o custo fixo, determine: 

a) os valores de b e de q; 4 - 


b) o custo de produção de 800 camisetas. 


(UnB-DF) Os bancos A e B oferecem, cada um, duas 
opções de investimentos: X e Y. Designando por D 
uma quantia a ser investida, então pD e q) — em que 
O<pq<1lep+ q =1representam as quantias a 
serem investidas nas opções X e Y, respectivamente. 
Tendo em vista o risco de perdas resultantes de incer- 
tezas do mercado financeiro, um analista de investi- 
mentos propôs, para cada banco, uma função f(x), 


definida para O < x < 1, tal que f(p) mede o risco de 
se investir a quantia pD na opção X e f(q) mede o ris- 
co de se investir a quantia qD na opção Y. Nessa situa- 
ção, o risco total do investimento, i.e., o risco de se in- 
vestir a quantia D, é calculado pela soma f(p) + f(g). 
Segundo o analista, quanto menor for o valor de 
f(p) + f(g), menor será o risco. 

O quadro abaixo apresenta as funções de risco f(x) 
para cada banco. 


Banco 


fo 


A 0,3x? — 0,6x + 0,40 


B 0,5xº — 0,5x + 0,25 


De acordo com as informações acima, julgue os itens 

que se seguem. 

1) Para os bancos A e B, existe um valor de p para o 
qual os riscos de se investir a quantia pD na opção 
X de cada banco são iguais. 


2) Os investimentos na opção X realizados no banco 
A estão sujeitos a maiores riscos que aqueles rea- 
lizados na mesma opção no banco B. 

3) No banco A, o risco total de um investimento em 
que se aplica pD na opção X e (1 — p)D na opção 
Yé igual a 0,6pº — 0,6p + 0,5. 


4) No banco B, para que determinada quantia inves- 
tida sofra o menor risco total possível, metade 
deve ser investida na opção X e a outra metade, na 
opção Y. 


(UFMG) Em 2000, a porcentagem de indivíduos bran- 
cos na população dos Estados Unidos era de 70% e 
outras etnias — latinos, negros, asiáticos e outros 
— constituíam os 30% restantes. Projeções do órgão 
do governo norte-americano encarregado do censo 
indicam que, em 2020, a porcentagem de brancos 
deverá ser de 62%. 


Fonte: Newsweek International, 29 abr. 2004. 


Admite-se que essas porcentagens variam linear- 
mente com o tempo. 

Com base nessas informações, é correto afirmar que 
os brancos serão a minoria na população norte- 
-americana a partir de: 
a) 2050. 


b) 2060. 


c) 2070. 
d) 2040. 


. (Ufscar-SP) Uma bola, ao ser chutada num tiro de meta 


por um goleiro, numa partida de futebol, teve sua tra- 
jetória descrita pela equação h(t) = —2t + 8t (t = 0), 


1. 


em que t é o tempo medido em segundos e h(t) é a 
altura em metros da bola no instante t. Determine, 
após o chute: 

a) o instante em que a bola retornará ao solo; 


b) a altura máxima atingida pela bola. 


(UEL-PR) Um camponês adquire um moinho ao preço 

de R$ 860,00. Com o passar do tempo, ocorre uma de- 

preciação linear no preço desse equipamento. Conside- 

re que, em 6 anos, o preço do moinho será de R$500,00. 

Com base nessas informações é correto afirmar: 

a) Em três anos, o moinho valerá 50% do preço de 
compra. 

b) Em nove anos, o preço do moinho será múltiplo de 9. 

c) É necessário um investimento maior que R$450,00 
para comprar esse equipamento após sete anos. 

d) Serão necessários dez anos para que o valor des- 
se equipamento seja inferior a R$ 200,00. 

e) O moinho terá o valor de venda ainda que tenham 
decorrido treze anos. 


12. (UFPR) O lucro diário L é a receita gerada R menos o 


custo de produção C. Supondo que, em certa fábrica, a 
receita gerada e o custo de produção sejam dados, em 
reais, pelas funções R(x) = 60x — x?e C(x) = 10(x + 40), 
sendo x o número de itens produzidos no dia. Sabendo 
que a fábrica tem capacidade de produzir até 50 itens 
por dia, considere as seguintes afirmativas: 
|. O número mínimo de itens x que devem ser 
produzidos por dia, para que a fábrica não tenha 
prejuízo, é 10. 
Il. Afunção lucro L(x) é crescente no intervalo [0, 25]. 
III. Para que a fábrica tenha o maior lucro possível, 
deve produzir 30 itens por dia. 
IV. Se a fábrica produzir 50 itens num único dia, terá 
prejuízo. 
Assinale a alternativa correta. 


a) Somente as afirmativas Il e IV são verdadeiras. 
b) Somente as afirmativas |, Ille IV são verdadeiras. 
c) Somente as afirmativas |, Ile IV são verdadeiras. 
d) 


e) Somente as afirmativas Ile Ill são verdadeiras. 


Somente as afirmativas le Il são verdadeiras. 


13. (UFSM-RS) O conjunto solução da inequação 


Ael = é dado por: 
9=X =X 
a) [-3,3[ d) [-2, 2] 
b) Je, =2] U [2, of e) [2, oo 


c) 1-3, JU 2,3 
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UNIDADE 


Função exponencial 


e função logarítmica 


Terremoto, ou sismo, é um fenômeno de vibração brusca e passageira da superfície da Terra, resultante de 
movimentos subterrâneos das placas tectônicas. O tremor é causado pela liberação rápida de grandes quanti- 
dades de energia sob a forma de ondas sísmicas. Essas ondas partem para todas as direções de um ponto 
chamado foco ou hipocentro. O epicentro é o ponto da superfície exatamente acima do hipocentro. 


A magnitude dos abalos sísmicos é medida de acordo com a energia mecânica liberada no foco do terremoto 
por meio de uma escala denominada escala Richter. 


2,9 
iderados “micro”. 
não são sentidos 


De 4a 4,9 
Tremores “leves”. São sentidos por 
todas as pessoas da região atingida e 


De 3a 3,9 provocam danos leves, como quebra 
Considerados tremores “pequenos”, de objetos. 


podem ser sentidos pelas pessoas, 


mas não causam danos. 
3) 
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o tremor é 
percebido, mas 

causa poucos 
danos. 


danifica edifícios. 


A escala Richter não mede os efeitos do terremoto, mas indica sua força em termos de energia liberada. 
É baseada em logaritmos de base 10, ou seja, cada aumento da magnitude em uma unidade representa um 
aumento de dez vezes na amplitude em relação à unidade anterior. 


De acordo com a magnitude dos terremotos medida na escala Richter, veja os efeitos“ típicos por eles causados. 


* Ainda que cada terremoto tenha uma magnitude única, os efeitos de cada abalo sísmico variam bastante em virtude da distância, das condições do terreno, das edificações e de outros fatores. 


foco ou 
hipocentro 


De5a5,9 
São terremotos classificados como 
“moderados”, capazes de danificar 
estruturas frágeis. 


Acima de 8 
tem potencial 
para dizi 


1. Em que intervalo da escala Richter os tremores são sentidos mas não causam danos? 


2. Qual é a magnitude do maior tremor já registrado no Brasil? 


Função 
exponencial 


Entre os fenômenos naturais, um dos mais recentemente estudados 
pelos cientistas é o da radioatividade, que é uma propriedade que algumas 
substâncias têm de emitir radiações e se desintegrar, transformando-se 
em outras. Esse fenômeno tem ajudado os geólogos a determinar a idade 
das rochas e também os arqueólogos a determinar a idade de objetos 
encontrados em suas escavações. 

O tempo que uma substância leva para que metade de seus átomos 
se desintegre é denominado meia-vida. Esse termo significa que a 
cada período transcorrido ocorrerá a desintegração de metade da quan- 
tidade dos átomos e, como esse processo continua, restará 1, L, 1 
etc. da substância original, conforme transcorra uma vez, duas vezes, 
três vezes meia-vida, e assim por diante. 

Observando essa sequência de frações, podemos perceber o pa- 


drão das potências de 1, sendo o expoente de cada termo corres- 
pondente à quantidade de meias-vidas transcorridas. Assim, teremos: 


1 1 2 1 3 : . X 

25) 5) M o que permite generalizar, escrevendo F para x 
meias-vidas transcorridas. A generalização desse padrão dará origem 
a uma função, uma vez que temos a variável x no expoente, chama- 


da função exponencial, objeto de estudo deste capítulo. 


Denis Balibouse/Reuters/Latinstock 


Feng Guo/Xinhua Press/Corbis/Latinstock 


Arqueólogo desenterrando fósseis. Geólogo analisando rochas. 


ÉS Situações iniciais 


Em uma cultura de bactérias, a população dobra a cada hora. Reúna-se com um colega e façam uma 
tabela com o número de bactérias nas 10 primeiras horas, considerando que há 1000 bactérias no 


início da pesquisa. 


CC Studio/SPL/Latinstock 


Cultura de bactéria 
Escherichia coli em 
placa de Petri. 


Veja um exemplo de tabela, com as primeiras linhas preenchidas. 


y E Proporção entre a 
Horas após o Número de a ad 
Jo ns quantidade de bactérias 
início bactérias k es 
atual e a quantidade inicial 
o 1000 1 
1 2000 2 


Estimule os alunos a 
preencher a tabela 
corretamente, 
explicando-lhes, caso 
necessário, o que deve 
ser colocado em cada 
coluna. Se eles 
quiserem, podem até 
usar calculadora (a 
maioria dos celulares 
tem uma, por 
exemplo). Depois, 
confira com eles 
oralmente e passe a 
questioná-los sobre as 
questões propostas. No 
item a, a ideia é que 
essa percepção ajude 
depois a entender 
intuitivamente que o 
gráfico da função 
exponencial não será 
uma reta. Nos itens b, c 
ed, a ideia é chegar 
intuitivamente para a 
lei da função 
exponencial que 
descreve a situação 
proposta. 


Depois que a tabela estiver totalmente preenchida, reflitam sobre as seguintes questões: 


a) Na 1? hora, a quantidade de bactérias aumentou em 1000 (era 1000, foi para 2000). E na 2? hora? 


E na 3º hora? Por que esse valor não é sempre o mesmo? 


b) Existe uma lógica na sequência de valores que indicam a proporção entre a quan- 
tidade de bactérias em determinada hora e o valor inicial? Qual é essa lógica? 

c) Usando a lógica interpretada no item anterior, qual deve ser a proporção 
entre a quantidade de bactérias após 20 horas e a quantidade inicial? E qual 
deve ser a quantidade de bactérias após 20 horas? 


d) Qual deve ser a quantidade de bactérias após x horas? 


Você sabia? 

Na prática, as 
bactérias podem 
desenvolver-se 
sobre uma camada 
de alimentos e sua 
população é medida 
pela área que ocupa. 


De modo geral, o modelo matemático usado para resolver situações como essa é dado pela função de 
tipo exponencial f(x) = b - a”. No caso dessa situação, f(x) = 1000 - 2*é a lei da função que descreve o 
número de bactérias após x horas, b = 1000 representa a população de bactérias existentes no início da 
pesquisa (f(0) = b), a = 2 representa a proporção entre as quantidades de bactérias em horas consecutivas 


f0 10) 


ou 


fo fA 


por exemplo, e x é o tempo decorrido, em horas. 


Capítulo 5 * Função exponencial 


Acompanhe outra situação em que temos uma função exponencial: 


Uma pessoa fez um empréstimo em um banco no valor de R$ 10 000,00 para pagar depois de 3 meses, 
à taxa de juros de 3% ao mês no regime de juros compostos. 


a) Qual será o montante a pagar no fim do: 
E Juros compostos: os juros 


«1º mês? são compostos quando, 
= depois de cada período de 
10 000 + 0,03 “10000 = 10300 tempo do investimento, os 
3% de 10000 juros são somados ao 
montante do período 


Sendo M o montante, C o capital e i a taxa, temos: arte , 
anterior (juros sobre juros). 


M=C+ic=c(1+i) 


e 2° mês? 
10300 + 0,03 -10300 = 10 609 
—3%de 10300 
M; = M; + iM; = M(1 + = C + Ñ+ i) = c1 + i}? 
e 32 mês? 
10 609 + 0,03 -10 609 = 10 927,27 
—3%de 10609 | 


M; = Mz + iM} = M:(1 + i) = C0 + i0 + i) = c0 + i 


b) Qual seria o montante a pagar no fim de n meses? 
M = €(1 + i)” em que M é o montante, Co capital, n o período de tempo e i a taxa de juros. 


Fique atento! 
Observe que M é dado em função de n. Esse é mais 


Veja o gráfico dessa situação nos 12 primeiros meses: um exemplo de função exponencial. 
16000- 
150004 
140004 
& 13000 
Ks 
E 120004 
£ 
Comente com os alunos que, no início, S 110004 
este gráfico parece uma reta, mas que = 
a partir de certo número de meses seu 10000 
crescimento se acentua 90004 
exponencialmente. Aproveite para 
8 000 T T T T T T T T T T 1 


relacionar isso ao fato discutido no 
item a da situação das bactérias, no 
início do capítulo. 


T T 
O 1 2 3 4 5 67891910 1N11N2%8 
Tempo (meses) 


30 meses: 
Agora, verifique uma projeção dessa dívida durante os próximos 50 meses. R$ 25 000,00; 
50 meses: 
43000- R$ 45 000,00. 
Ao oooi Para refletir 
350004 * Faça uma estimativa do 
É 300004 número inteiro mais 
q próximo do valor da 
E 250004 dívida, em milhares de 
E 20 000 reais, após 30 meses e 
s após 50 meses. 
15000 1 * Quanto tempo se passou 
10000 para que o montante da 
5000- dívida fosse 
aproximadamente de 
R$ 32500,00? 40 meses. 


(0) 4 T T T T T T T T ii 
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
Tempo (meses) 
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É3 Revisão de potenciação 


Será que a expressão a” tem sentido para todo número real x? Vamos descobrir retomando o que é 
estudado no Ensino Fundamental sobre potenciação. 


Potência com expoente natural 


Dados um número real positivo a e um número natural n, Fique atento! 
n = 2, chama-se potência de base a e expoente n o ça derinir quea ao e 
número a”, que é igual ao produto de n fatores iguais a a: Por exemplo: 
7 “a=al.a=a-a «aê=a-a=aa-a 
a =a aa a Para n = 1 considera-se por definição que a' = a, 
n fatores uma vez que não há produto com um único fator. 
Acompanhe alguns exemplos: 
a) 2? =2-2:-2-2:2=32 c) 10º = 10-10 :10 = 1000 
3% 3 3 9 
b) 1 =1:-1:-1:1=1 a) | = . = 
) ) 4 4 4 16 


Dados dois números reais, a e b, e dois números naturais não nulos, m e n, valem as propriedades a seguir: 


1°) Propriedade fundamental: a” - a" = a™ +" 


Essa igualdade é verdadeira, pois em ambos os membros da igualdade temos o produto de m + n fatores 
iguais a a. 

Exemplo: 2 : 2? = (2 - 2 - 2)(2 - 2) =2:2:-2:-2:-2=27=27+? 

Essa propriedade continua válida para um número qualquer de fatores. Para m, mM, ..., M, quaisquer 
pertencentes a IN*, temos: 


am «ar? ; a" = qm tm +.. tmp 
p fatores 
Exemplo: 22: 2º - 2º = 22+3+5 = 210 
Se todos os expoentes forem iguais (m, = m = ... = m, = m), temos a 2? propriedade: potência de 


potência. 
2º) Potência de potência: (a”)? = a”? 

Exemplo: 32.32.32 es = (P) 3 

Tfatores 
3) — =a""" (0+0em>n) 
5 . . . . 
Exemplo: a ER fo o À =P =P? 
7 1-A 


4?) (a: b)” =a" - b” 


Exemplo: (3 + 5) = (3 - 5) < (3 + 5) = 37 - 57 


Para refletir 
i a” a” Observe os valores da 
53) B = pm (b + 0) sequência e complete-a: 
24,23 72,2120 
9P 9 9 99 9 ASIS 
Exemplo: 5 5 5 5.5 52 AE 
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E qual deve ser o valor de a°? 


Sendo a # 0, vamos definir a° de modo que a propriedade a” - a” = q” *" continue válida quando m ou 
n (ou ambos) sejam iguais a zero. 

Para que a° ; a” = a? +" = q" é preciso definir a? = 1. 

Exemplo: 5° = 1. 


Potência com expoente inteiro 


Como atribuir um significado à potência a” (a real positivo), quando n E Z é um número inteiro que 
pode ser negativo ou zero? 
Isso precisa ser feito de modo que seja mantida a propriedade fundamental a” - a” = a” +”, 


Dado qualquer n € IN*, devemos ter, para a # O: 


a” -ad =qa"+" =q’ =1 


Portanto, a`” - a” = 1, ou seja, a” = 


Com isso, estendemos o conceito de potência do número real positivo a, com expoentes inteiros quais- 
quer, mantendo a propriedade fundamental. 
Exemplos: 


Inverso de um número a # O 


= 1 a . 5 
serve que ara ' =a: = = 1, ou seja, a : a™' = 1, com a . 
Ob i 1 1=7 #0 
a a 
PE j 
a” = — é chamado o inverso de a. 
a 
Para refletir 


O número zero não tem inverso. Por quê? 


Porque não existe divisão por zero. 


Exercício resolvido 


1 =) 
Calcule o valor de a (1) 
2) 


Resolução: 
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Potência com expoente racional 
Veremos agora que significado pode ser dado à potência a”, com a positivo, quando r = 2 é um número 


n 
racional (em que m E Z e n E Z*), de modo que continue válida a propriedade fundamental q” - a = a" 5. 


1 
Inicialmente, vejamos como podemos definir, por exemplo, 22, mantendo a propriedade fundamental: 


+ 


1 1 1 1 
22.22 =22 2=91=9 


1 


Assim, 22 é um número positivo cujo quadrado é igual a 2. Portanto, pela definição de raiz quadrada: 
1 112 
22 = 2, pois (27) = (V2 =2 
De modo geral, partindo da propriedade fundamental: 
aa aO a 


1 
e fazendo r = —, teremos: 


1 


ou seja, a" é o número real positivo cuja enésima potência é igual a a. Pela definição de raiz, esse número 
é Va, a raiz enésima de a. Logo: 


s|- 


an = NVa comarealen=2,3,4,.. 


Exemplos: 


1 
a) 83 = 48! = 3/8 =2 


Podemos observar também que: 


2 1 


Saune = (42) (Y2) = (2) = Y2 


2 
3 


Portanto, 23 = V2?. 
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De modo geral, preservando a propriedade fundamental: 


d! -a = q" +5 ou (a = (qt 
m 
e fazendo r = —, teremos: 
n 
mp m m m mm. m a (=) 
qn =q" +a” sgh S gn n Sg nh= gm 


m 


ou seja, a " é um número real positivo cuja enésima potência é igual a a”. 


Pela definição de raiz, esse número é Va”, a raiz enésima de a”. Logo: 


m Para refletir 


n = Ya”, com a real positivo e m,n = 2,3,4,... 
q ad Faupositivolcir Nena, Verifique esta igualdade com exemplos: Ya” = "Var. 


Exemplos: 


Potência com expoente irracional 


Vamos agora dar uma ideia de como caracterizar, por exemplo, 22. Tomamos as aproximações racionais 
do número irracional v2, que são: 


1, 1,4; 1,41; 1,414; ..., 


e temos definidas as potências com expoente racional: 


21. 214 214. 
que são valores aproximados de Pa E 
` Á Fique atento! 
A medida que: Observe que a” é sempre um 
1, 14; 141; 1,414; .. se aproxima de 2, eo 


2!, 244, 2/44. se aproxima de 272, 
Quanto mais próximo esteja o número racional r de V2, mais próximo estará 2” de 252, 


Snl Usando a calculadora, obtemos: 
2! = 2; 214 = 2,639015; 2244 = 2,664749; .. 2? = 2,665144... 


Obtendo assim, por aproximações de racionais, a potência a”, com x irracional e a real positivo. 
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Potência com expoente real 


Lembrando que a união dos números racionais com os irracionais resulta nos números reais, chegamos 
as potências com expoentes reais mantendo as propriedades já mencionadas. Observe algumas potências 
com expoente real: 


à Z JR TIE 2 
36 o x (5 S [5] 54 7? 8° [-5] 
G Gb 
Observação: Quando a = O ou a < 0, algumas potências de base a estão definidas em IR e outras não. 
Por exemplo: 


1 
“0 =0 e (—8)3 = 3-8 = -2 
= 1 L 
+02 = ER e (—9)? =/-9 €R 
26 ATENÇÃO! 
Exercicios Não escreva no 
seu livro! 
1. Calcule as potências com expoentes inteiros em IR. 7. Calcule o valor de: 
3 
a) 34 81 d) 0° o g) NT) 1/7 , t So l 
b) (—2}? -8 e) 5° 1 h) 67 JF a) [7 +60 85 +47) 3 
26 2 o es E 
c) (-2)º 64 f) (42) 2 i) | + == 30 + (2) (5) | 
b) — = 
2. Calcule o valor de: 5 i é 
2 
3 x= (Pepita do 
3 108 8. DEAR A potência 32º é maior, menor ou igual a 
HyS 2242-271 a 250? (Dica: 4< 20 < 5.) menor. 
Piso dr 
9. Empura. Reduzam a uma única potência: 
3. Calcule: a) 2 dio 2 ge d) (2) 2% 
a) 10$ 1000 000 c) 1074 0,0001 b) Eua m o) Pyp 
b) 10º 1000 000 000 d) 10º - 104 0,01 3* 
qê 27 ` 23 
= 0 a f 22 
4. Escreva como potência de base 10: E a! id ) 2 
a) 10000 10º c) 0,0001 1074 
) ) 10. imour Escrevam na forma de um produto de po- 
b) 100 000 10? d) 0,000001 107% tências, de um quociente de potências ou de uma 
100 potência de potência: 
a) 5x +y 5x. 5y c) Px (7) ou (rP 
5. Calcule as potências em IR quando definidas: x-3 4º 4 
2 4 4 b) APS ni d) (5x)? st -x* 
a) 57 425 d) (V3)5 vo 923 37 
: 11. ampura Escrevam como potência de base 3: 
A a E 0,666... 1 
b) 24 = e) 9? 3 h) 8e 4 a) 2187 3 c) 13° e) o 32 
F 3 1 E 
c) Sj A f) 080 i) 704 ya bga d) 3/81 35 f) 27 a 


É. edu aimaineapainda 12. Empu | DESARIO | Determinem o valor das seguintes 
) 50) expressões: 


a) 7.72 7º c) 5º:52 57 e 58 pe 
b) 3 -38 3° d) (25) 25 Je- T a b) E=17 +0% 1 
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Notação científica 


A notação científica permite escrever números usando potências de base 10. Sua principal utilidade é a 
de fornecer, em um relance, a ideia da ordem de grandeza de um número que, se fosse escrito por extenso, 
não daria essa informação de modo tão imediato. E sua maior aplicação é representada pelos valores muito 
grandes (na Astronomia, por exemplo) ou muito pequenos (na Química, por exemplo). 

Um número expresso em notação científica está escrito como o produto de dois números reais: um 


número real pertencente ao intervalo [1,10] e uma potência de 10. 


Veja exemplos de como escrever um número em notação científica: 
a) 300 = 3 - 100 = 3 -10º 
b) 0,0052 = 5,2 - 0,001 = 5,2 - 107 
c) 32,45 = 3,245 - 10 = 3,245 -10! 
d) 5249 = 5,249 - 1000 = 5,249 - 10º 
Agora, veja exemplos em informações científicas: 
a) a distância média da Terra ao Sol: 149 600 000 km = 1,496 - 10º km; 


Planetas do 
Sistema Solar. 


Nota: Os elementos da imagem não estão representados em uma mesma escala. 


b) a velocidade da luz: 300000 km/s = 3 -10º km/s; 


c) a distância em torno da Terra no equador: 40 075 km = 4 - 10º km (aproximadamente); 


d) a massa de um átomo de oxigênio: 2,7 : 10” g; 


) 
e) a massa de um átomo de hidrogênio: 1,66 -10 2 g. 


Topham Picturepoint/Top Foto/Grupo Keystone 


Exercícios MS 


13. Escreva em notação científica os seguintes números: | 14. Dêovalor de cada número escrito em notação científica: 


a) 500 5-100=5-10? g) 20,39 2,039 -10! a) 8 -104 b) 5-10 c) 3,52-10° d)16-107 
b) 0,0006 6-10 h) 0,000008 8: 10° 15. erip RO ga Ra oa 
c) 0,00000025 2,5 -107 i) 48 000 4,8 -10° a) a distância média do Sol a Marte: 227900 000 km: 
d) 0,02 2-10º j) 7000 000 000 7-10º b) a distância média do Sol a Júpiter: 778300 000 km; 
e) 0,034 3,4- 10° k) 923,1 9,231-102 c) a massa de um elétron, PT O de 
f) 0,8 8-107 I) 40400 4,04- 10° Epueponodoadondeoaacampaadana T 
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É5 Revisão de radiciação 


Vamos retomar o que é estudado no Ensino Fundamental sobre radiciação. 


Definição 


Dados um número real a não negativo e um número natural n, n = 1, chama-se 
raiz enésima aritmética de a o número real e não negativo b, tal que b” = a: 


Ja == NS 


Em que: 


eX éosímbolo que indica a operação radiciação e é chamado radical; 


e q é um número real chamado radicando; 


e n é um número natural diferente de zero chamado índice; 


e b é um número real, resultado dessa operação, chamado raiz. 


Em particular, se a < 0, fa EIR, quando n for par. 


Exemplos: 
a) 3⁄8 = 2, pois ? = 8. c) 4625 = 5, pois 54 = 625. 
b) Y9 = 3, pois 3? = 9. d) V-16 R 


Vamos considerar dois casos: 
e P caso: n é par 


Para qualquer a E IR, temos Va” = Jal. 


Exemplos: 
a(o =|-2|=2 
b) V2- m} = |2- m| = -2 + m,pois2 — m < 0. 


e 2º caso: n é impar 


alia) 


a” = a, para qualquer a E IR 


Exemplos: 


a) y8 = 7J? =2 b) H(-3) = —3 


Propriedades 


Fique atento! 
* Lembre-se de que não é necessário escrever o 
índice quando se tratar da raiz quadrada, ou seja, 


9 = V9 =3. 


* A simbologia V—-16 ¢ IR significa que em IR não 
existe número que elevado ao quadrado resulte 
em um número negativo. 


d Y-8 = H-2) = —2 


Considerando a e b reais não negativos, m inteiro, n e p naturais não nulos, temos as seguintes 


propriedades: 


1º) A raiz aritmética de um produto é igual ao produto das raízes aritméticas dos fatores. 


1 
Observe que Ya-b = (a-b)r =a" -bn = Sa -Xb . Portanto: 


Yab = Va -Vb 
Exemplos: 
a) 2-3 = 2:43 b) V2 -V18 = 36 = 6 
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22) A raiz aritmética de um quociente o coma > 0 e b > Q, é igual ao quociente das raízes de a e b. 


1 1 Ha 
Para a = 0 e b > 0, temos n uE Si auia . Portanto: 
Vo db 2 Yb 


b 
Ja _ Na 
b Yb 


Veja exemplos: 
5 wo V32 [32 o 
a) a z b) a 16 =4 


3?) A potência de um radical aritmético é obtida elevando-se o radical ao referido expoente. 


nm m 
Observe que (Ya )” = P =qn = Ņa" ,. Então: 
Wo = Ya 
Veja exemplos: 
a) 2Y = Y2 = 34/4 b) V2) = V25 = 2 =8 


4º) Podemos alterar o índice de um radical aritmético, sem alterar o seu valor numérico, multiplicando ou 
dividindo o expoente e o índice pelo mesmo número inteiro e positivo. 
Considerando o número natural p, temos: 


mp m:p 
e Ya” n aê =" Lar e Ya” =a" ser =" Ha" P 


Dessa maneira: 


Veja exemplos: 


a) 43º = 49375 = 93" b) 453 = 69573 = 45! = V5 


53) Podemos calcular a raiz de um radical aritmético multiplicando os índices das raízes e mantendo 


inalterado o radicando. 
Considerando o número natural positivo p, podemos afirmar que: 


mem dia ia MA 1 
VYa =Var Er =a" P sat =" Ha 


Portanto: 


Veja exemplos: 


ap =537 = 42 b) VVZ =22/2 = 3/2 


É bom lembrar que essas propriedades não são válidas para a adição e para a subtração de radicais com 
o mesmo índice. Por exemplo: 


a) V2 +43 # J2 +3 


b) v6 — V3 £ V6-3 
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Exercícios resolvidos 
2. Simplifique os radicais a seguir: 
a) 32 
b) V288 
c) 4/2592 
Resolução: 
a) 32 =2º E NE A A EA 
b) V288 = V25 -32 = 24.21.32 = 24.21.32 =22 -3'. VZ =12V2 
c) 42592 = 42-32 = 424-21-34 = Y2% -Y34 -Y2 =2' -34/2 = 642 


1 = 1 
d) (0,01 = = =— 
SO 100 "ÃO 10 


) 3/25 = (-5} = 


3 zl 3) 

JEM SM o ME) Dl -32 
125 3/125 3/53 5! 

. Resolva as operações com radicais a seguir: 


a) v32 + GR A VIO 9 Qa AA 


b) SE g eae 


432 
Resolução: 


a) 32 +48 — 8 — 108 = 2º +N2!.3 =- V2 -V2.3 = 
= 28.2 +25 -V3 2.27 22.32.31 = 

= 282 422.43 22.427) -V2 -N3 43 = 

= 2V2 +443 2/2 — 21-3! -4V3 = 4V2 +443 — 2V2 — 643 = 
=2/2 NE 

b) Aa =V- 2 = JE = 525 = 3/2 

o) (V3 +42) = (43) +2:43 -v2 + (N2) =3 +246 +2=5+ 2/6 
Poa A Geo a z E EL 


$/32 $/32 


d) = yg 


. Qual o maior valor entre V2 ,$/7 e Y5? 


Resolução: 

Vamos deixar todos os radicais com o mesmo índice: 
J =e = E = 

YT = JTT = YT = 849 

w =“ = yE = I 


O maior valor é 4⁄5. 
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TT ——————— 


16. Classifique em verdadeira (V) ou falsa (F) cada sentença 


abaixo: 
a) Jx =x» 
b) Vx? =x,sex>0v 
o) dx? =v 
d) o =x 
e) V49 =+7 F 
f) y(-3)} =-3F 
g) v(-5} =5 v 
h) V=5? ER F 
17. Simplifique cada radical: 
a) V8 2/7 
b) 316 222 
c) 60 2/15 


d) 200 1042 

18. Simplifique os radicais: 
a) Y1250 5427 
b) 34/0125 + 


19. Transforme em um só radical: 


a) 2-5 vO 
E 

o) 35 y 

d) V243 y7 

e) VaVJ23J2 ya 
f 4542 Y0 

g) V2 -Y2 Yms 

h) V2 -3/2 -42 32 


20. AE Transformem em um só radical: 


B 


(158) Unidade 3 • Função exponencial e função logarítmica 


21. mpura Efetuem as operações com os radicais: 


a) 2/2 +3N2 — 2 447 
b) 125 +345 — 20 645 
c) 643 +75 +4412 — 27 1643 


22. impura Efetuem as operações com os radicais: 


a) 2V3 (V12 + 3) 18 

b) 0 +43) 6-43) 3448 

o) (WI +43) 0 -243) W7 -26 +3 -6 
d) (045 +47) (V5 —247) -4- 3455 


23. moura Simplifiquem cada expressão: 


a) (V5 -d (V5 +2) ı 

b) V7 - v72) (V7 +42) 5 
=D" sam 

d) (V5 — 43) 8-245 


24. Empuria Simplifiquem as expressões: 


a) V3 +45 43-45 4 
b) V7+2/6 -V7-2N6 5 


25. Coloque os radicais v2 , 34/4 , 4/17 e $/40 em ordem 


crescente. 2 < 44 < 4/17 < $/40 


26. emeouire Simplifique os radicais a seguir: 


a) RE 2443 
b) 0-3) 2-5 


o) VQ- 45) 2445 


27. Resolva as operações com radicais a seguir: 
a) 3/625 + 3/40 — 2135 445 


b) V8 -v6 +421 -47 n43 

c) Vino + YV1458 sy 

d) V6 (V3 + V2 — V18) 342 -4/3 
s50 

a Ng 

f) ARE + 2937 


4 
| ss 


ÉS Função exponencial 


Vamos agora estudar a função exponencial definida por f(x) = a”. 
Definição 
Consideremos um número a real positivo tal que a # 1. A função ex- 


ponencial de base a, f: R — IR”, representada por f(x) = a”, é uma função 
que tem as seguintes propriedades, para quaisquer que sejam x e y reais: 


E riso Mto 

Bf)=a'=a 

33) x < y > a* < y quando a > 1 
x<y>a*>yquandoO<a<1 


Exemplos: 


a) fo) = 3 9 f) = E) e) ft) = W2) 


28. Verifique quais das sentenças dadas correspondem à | 29. Dada a função exponencial f(x) = 4*, determine: 


lei de uma função exponencial. 1 
xa) f(x) = 9 a) f(0);1 d) f Z; 2 
xb) f(x) = (0,666...)* no 
dy=* b) fl); 64 e) fl-4}: å 


Gráfico da função exponencial 


Vamos analisar os gráficos de duas funções exponenciais f(x) = a”, a primeira com a > 1 e a segunda 
comO<a<1. 


fx) =2*ouy = 2” ouseja,a > 1 


x -3 =? = 0 1 2 3 
2% 2 27? 2 2º 2! 2? 2º 

1 
= 2 5 + 7 1 2 4 8 
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23 fe) = (5) ou y = [5] ,ou seja,0 <a <1 


EEE 
TOCOEN 


De modo geral, observe o gráfico de f(x) = a* nos casos em quea <1e0<a<1. 


4 


| f= z y f)=a(a>1) 

O<a<1 
Fique atento! 
A função exponencial está 
definida para todo x real e tem 
por imagem o semieixo y > 0. 

1 
x 
0 


Observando essas tabelas e esses gráficos, concluímos que, para uma função exponencial: 


e O gráfico é uma figura chamada curva exponencial, que passa por (0, 1); 
e o gráfico não toca o eixo x, ou seja, f(x) = a” não assume o valor zero (não existe x real tal que f(x) = 0); 
e o gráfico de f(x) = a” não tem pontos nos quadrantes III e IV; 


e quando a > 1e x varia da esquerda para a direita, a curva apresenta um crescimento lento enquanto x é 
negativo. À medida que x cresce, o crescimento de y se torna cada vez mais acentuado; 


e D(f) = R, CD(f) = R$, Im(f) = R$, f(1) = a e f(x, + x) = f(x) * f(x»). Observe no gráfico de f(x) = 2* que: 
f0) =2H0)=4HM1+2)=f3)=8e8=2:4 = f(1)- f(2), portanto fl + 2) = f0) - AB); 


e (nx) = (f(x))”, para todo n inteiro e x real. 


Veja no gráfico de f(x) = 2* que: f(2 -)=f(2) = 4 e (f0) = 2º = 4, portanto f(2 - 1) = (HM); 
e para a > 1, a função é crescente (x, > x, > a” > qº?); 
e para O < a < 1, a função é decrescente (x, > x, > 0 > a°); 


e a função exponencial é sobrejetiva: Im(f) = CD(f), ou seja, para todo número real b > 0 existe algum x E IR 
tal que a” = b (todo número real positivo é uma potência de a); 


e a função exponencial é injetiva (xı £ x, > a“ £ a* ou usando a contrapositiva q = q“? = x, = x»), pois 
ela é crescente ou decrescente; 


e a função exponencial é bijetiva, logo, admite função inversa; 


e a função exponencial é ilimitada superiormente. 
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Exercício resolvido 


. Aseguirtemos os gráficos das funções exponenciais 
feg definidas por f(x) = r* e g(x) = s* 


fog=" P 


Com base nos gráficos, responda: 
a)r>1ouO<r<? 


b)s>1ou0O<s<? 


c) fé crescente ou decrescente? E g é crescente ou 
decrescente? 


d) f(7) é maior, menor ou igual a (3)? 
e) g(5) é maior, menor ou igual a g(4)? 


30.Cada gráfico abaixo representa uma função exponen- 
cial do tipo f(x) = a”. Identifique a lei de formação de 
cada uma delas. 


a) fo) =2* 


31. Cada gráfico abaixo representa uma função exponen- 
cial do tipo f(x) = b - a”. Identifique a lei de formação 
de cada uma delas. 


b) 1y 


f) Traçando os gráficos de fe g no mesmo siste- 
ma de eixos, em que ponto os gráficos vão se 
intersectar? 


g) Entre as sentenças seguintes, identifique as de 


feg: N l 
l fo =(2) Ill. gx) = É) 
A Si 


Ifo 5) 2 


Resolução: 
3) <<] 
b)s>1 
c) fé decrescente e g é crescente. 
d) HM) < fB) 


e) 9(5) > g(4) 
f) No ponto (0, 1). 


Veja os gráficos no 


32. Construa os gráficos das funções: 
é Manual do Professor. 


a) f: R > IR$ dada por f(x) = 3* 
b) f: IR — IR$ dada por f(x) = Si 


33. Identifique as seguintes funções como crescente ou 
decrescente: 
a) fix) = n” Crescente. d) fix) = 


b) f) = (2 pecrescente e) fi) = Bi baii 
c) f(x) = (V3)” crescente. 


(0,01)* Decrescente. 


f) f(x) = 2™ Decrescente. 


34.Copie no caderno e compare as potências, colocando 
entre elas o símbolo de maior ou de menor: 


a) (0,9) (0,9); = gi Emi = E P 
d) NÉ DS? > 


35.f g e h são funções de IR em R dadas por f(x) = 2 - 34, 
g(x) = 5* — 2 e h(x) = 5*7 ?. Determine: 


b) 47° W 47° > 


a) f(2); f2) =18 e) g(0); g(o) = —1 

b) g(2); 9(2) = 23 f) h(0); n(o) = = 

c) h(2); h2) =1 g) x tal que h(x) = 125; x=5 
d) H—1); F ai h) xtal que g(x) = 3. x=1 


36.Construa o gráfico da função f de IR em IR definida por 
f(x) = 2*"! e determine Im(f). im(f) = IR: 
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Matemática 
e tecnologia 


Para construir gráficos de funções exponenciais vamos novamente utilizar o software Geogebra. 


Construção do gráfico de uma função exponencial 


Vamos construir o gráfico da função exponencial f(x) = 2* e destacar alguns pontos importantes. 


Para isso siga os passos a seguir. 


1° passo: No campo “Entrada” (situado na parte inferior da tela) digite a 7 

o a E DER 7 Fique atento! 
função: f(x) = 2^x e tecle “Enter”. Observe que “^” significa a operação de Não se esqueça de salvar 
potenciação. suas construções. 


2° passo: Para melhorar a visualização, clique com o botão direito do mouse sobre o gráfico da função 
exponencial. Na aba que será apresentada clique em “Propriedades” e, depois que abrir uma janela, 
clique em “Cor” e escolha uma nova cor para o seu gráfico. Em seguida, clique na aba “Estilo” e coloque 
a espessura da linha igual a 5. Feche a janela e observe que o gráfico ficou destacado. 


3° passo: Na barra de ferramentas (parte superior da tela) clique na aba “Exibir” e depois em “Malha”. 
Você deverá ter uma imagem (com exceção da cor escolhida) igual à apresentada abaixo. 


co CN E 
“Mquivo Edtar Exibir Disposições Opções Feramentas Janeis Ajuda 


DBGrEcpANES er E) mst meme 
t Tomo É i i 

Objetos 

Entraca i t: O 


4° passo: Agora, vamos determinar o ponto em que a curva intersecta o eixo das ordenadas (eixo y). 
Para isso, digite no campo de entrada: intersecção [f, x = 0]. Tecle “Enter”. Observe que o ponto de in- 
tersecção com eixo y é o ponto A = (0,1). 


5º passo: No campo “Entrada” (situado na parte inferior da tela) insira os pontos B = (1,2), C = (2,4), 


1 
D = a 

2 
serido tecle “Enter”). Observe ainda que o gráfico da função não intersecta o eixo das abscissas, ou 


seja, a função não tem raiz. O eixo das abscissas será uma assíntota do gráfico da função. 


) eD= [-2, = e verifique que todos pertencem ao gráfico da função (a cada ponto in- 


162) Unidade 3 « Função exponencial e função logarítmica 


Reprodução/<www.geogebra.org> 


Fique atento! 
Você pode mover, ampliar ou reduzir a sua imagem utilizando da barra de tarefas. Outras opções para aumentar 


ou diminuir o zoom é utilizar o scroll do mouse (aquela “bolinha” que fica na parte superior da maioria dos mouses). 


xX 
1. Repita os passos anteriores e construa os gráficos das funções: f(x) = 3*, g(x) = 10* e h(x) = S ; 
Veja os gráficos no Manual do Professor. 


Influência dos parâmetros a, b e c em funções do tipo f(x) = a -b* + c 


Fotos: Reprodução/<www.geogebra.org> 


Agora, siga os passos dados e observe a influência dos parâmetros a, b e c em funções do 
tipo f(x) = a - b* + c. 
1° passo: Na barra de ferramentas; clique com o botão esquerdo do mouse inicialmente na opção 


controle deslizante E: em seguida, clique em qualquer ponto da janela de visualização (zona 


a=1 


gráfica) e tecle “Enter”. Nesse instante aparecerá o parâmetro a (com valor inicial igual a 1) |. 
Repita a operação e insira novos parâmetros (b e c). 
2º passo: No campo “Entrada” insira a função f(x) = a*b^x + ce tecle “Enter”. Lembre-se de que 
e significa a operação de multiplicação. 

3º passo: Para melhorar a visualização, clique com o botão direto do mouse sobre o gráfico e faça 
o procedimento descrito anteriormente para mudar a cor e a espessura da curva. 

4º passo: Na barra de ferramentas (parte superior da tela) clique na aba “Exibir” e depois em “Ma- 
Iha”. Agora, vamos observar significados importantes para os coeficientes a, b e c. 


b=1 


5º passo: Clique na bolinha do controle deslizante de b —»— e altere lentamente o seu valor 


(basta arrastar a bolinha para um dos lados). Arraste a bolinha até obter b = 2. Repita a operação 
para o controle deslizante c, fazendo c = O. Dessa forma você terá o gráfico obtido anteriormente, 
ou seja, da função f(x) = 2*. 


Fique atento! 
Lembre-se de que na relação f(x) = a -bx+ csea=0,b=1oub<0 
não teremos uma função do tipo exponencial. 


6º passo: Repita a operação para os controles deslizantes de a e b (utilize um controle deslizante 
por vez). Observe o que acontece com o gráfico da função. 


Resolva os exercícios a seguir com base na função f(x) = a - b* + c. (Utilize o gráfico obtido acima). 


2. Classifique as funções abaixo como crescente ou decrescente: 
a) fix) = 4* Crescente. c) h(x) = —2:3*+ 1 Decrescente. 
X xX 
b) g(x) = H + 2 Decrescente. d) i(x) = 4- S — 3 Decrescente. 
3. Determine a imagem das funções a seguir: 
a) f(x) = 4 mf) = R} c) h(x) = - + 2 Im(h) = (2, +%) 
b) g(x) = 3 - 2* + 1 mf) = (1, +») d) i(x) = 2:38 — 1 m() = (-%, —1) 


4. Qual é o número de soluções da equação 2* = x + 2? (Sugestão: Construa os gráficos de f(x) = 2* 


e g(x) = x + 2). Duas soluções. 
Veja o gráfico no Manual do Professor. 
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É5 Conexão entre funções exponenciais 
e progressões 


Já estudamos que uma função afim f(x) = ax + b transforma uma progressão aritmética (PA) em outra 
progressão aritmética. E que uma função quadrática f(x) = ax? + bx + ctransforma uma PA em uma sequência 
cujas diferenças dos termos consecutivos formam outra PA. 

Também estudamos que uma progressão geométrica (PG) é uma sequência em que cada termo, a par- 
tir do segundo, é o produto do termo anterior por uma constante diferente de zero, chamada razão da PG. 
Por exemplo, a sequência 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... é uma PG de razão 3. 


Agora, veremos o que ocorre com uma função do tipo exponencial f(x) = b - a”. 


Consideremos uma função exponencial f IR — IR definida por f(x) = 3 :2%ea PA1,3,5,7,9,11,13,... 
de razão 2. Vamos constatar que f(1), f(3), f(5), f(7), F(9), f0), f(13), ... é uma PG. Assim, temos: 
fo) =3:2 fs)=3-2=96 fM) =3: 2 = 6144 
f)=3-2=6  f)=3:27 =384  f(13)=3 -23 = 24576 
f=3-2=24 Ff9)=3-2º=1536 


Observe que 6, 24, 96, 384, 1536, 6144, 24576, ... é uma PG de razão 4, ou seja, de razão 2º. 


É possível provar que isso ocorre com qualquer função do tipo exponencial f(x) = b - a” e essa proprie- 
dade caracteriza a função do tipo exponencial, ou seja, se fé uma função exponencial do tipo f(x) = b - a”, 
ela transforma uma PA de razão rem uma PG de razão d”. E, reciprocamente, se uma função transforma uma 
PA de razão r em uma PG de razão da”, então essa função é do tipo exponencial f(x) = b - a*, com b = f(0) e 


= f0 


Observação: Podemos observar na PA que, por exemplo, o 3º termo, que vale 5, é dado por: 


5=1+2-2(a,= 0 + nf) 


Uma aplicação dessa observação é o cálculo dos juros compostos quando realizado em intervalos de 
tempo iguais. Acompanhe a situação a seguir. 
Se um capital inicial, Co, é aplicado a juros fixos e capitalizados continuamente após decorrido um 
tempo t, o capital existente é dado por C(t) = Co : at. 
Se tirarmos extratos da conta nos tempos 0, r, 2r, 3r, ... teremos: 
C(O) = Co; Cl) = CG: A; CON)=G: 4; CBr) = Cot A; .. 


em que A = d”, ou seja, a evolução do saldo, quando ele é calculado em intervalos de r unidades de tempo, 
é dada pela PG: 


Co Co" A, Co * A?, Co: A’, s.. 


em que A = q”. 
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Se tivermos um capital inicial Co e uma taxa fixa de i% ao mês, teremos: 
e capital inicial: Co 
e capital após 1 mês: G = Co: (1 + i) 
e capital após 2 meses: G = Co: (1 + i)? 


e capital após 3 meses: G = Co: (1 + i)º 


e capital após t meses: G = Co: (1 + 1) 


Assim, vemos que: 


o e 2 e 
Co, Co + (1+ i), Co DC (1 + i}, .. Para refletir 
Confira esses cálculos com o 
é uma PG de razão (1 + i). auxílio de uma calculadora. 


Por exemplo, um capital inicial de R$ 100 000,00, aplicado a juros fixos de 2% ao mês, produz um mon- 
tante no final de: 
a) 1 mês: Co - (1 + i) = 100000 - (1 + 0,02) = 100 000 - 1,02 = R$ 102 000,00 
b) 2 meses: Co - (1 + i}? = 100000 - (1 + 0,02)? = 100000 - (1,02)? = R$ 104 040,00 
c) 3 meses: Co * (1 + i)? = 100000 - (1 + 0,02)” = 100 000 - (1,02)º = R$ 106120,80 
Os números 102 000,00; 104 040,00; 106 120,80; ... formam uma PG de razão 1,02. 


Caracterização da função de tipo exponencial 


É possível provar que se f: IR — IR$ é uma função crescente ou decrescente que transforma toda pro- 
gressão aritmética xy, X2 ..., Xn, .. em uma progressão geométrica y1, Y2, ..., Yn, -. COM Yn = f(Xn), € se pusermos 


b = f(0)e a = o então teremos f(x) = b - a” para todo x E IR. 


Por exemplo, vamos considerar f: IR — IR$ uma função crescente ou decrescente que transforma a PA 
1, 4, 7, 10, 13, 16, ... na PG 10, 80, 640, 5120, 40 960, ..., sendo f(0) = 5 e f(1) = 10. 


1 
Fazendo b = f(0) = 5, temos a = BUD AL 2,0uU seja, a = 2. Nesse caso, a função exponencial 


f(x) = b - a“ é dada por f(x) = 5 - 2* Observe que a razão da PA é r = 3 e, portanto, a razão da PG é 
q =2=8. 


To ———— 


37. Dadas a PA —2, 0, 2, 4, 6, 8,10, ... e a função exponencial 39. Um pesquisador encontrou em suas investigações a 
fo)=2:3 seguinte relação entre os valores de xey: Uma funcão 

a) determine a razão dessa PA; 2 x 1 3 5 7 | exponencial, pois 

os valores de x 

b) verifique que a sequência f(-2), f(0), f(2), f(4), f(6), y | 4 | 8 | 16 | 32 | formamumaPA 


f(8), f(10), ... é uma PG; É uma PG. E -eos de y, uma PG. 
Que tipo de função expressa y em função de x? Justifique. 
c) determine a razão dessa PG. q=9 


40.Seja fuma função que leva a uma PA1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 


38. Se tivermos uma PA xy, X2, X3, ..., Xi, -.. de razão 3 que é a N,N + 1, ...a uma PG 9, 27, 81, 243, 729, 2 187, ..., es- 
levada a uma PG yr, Y2, Y3, ..., Yi. pela função expo- creva a função exponencial do tipo f(x) = ba”, deter- 
nencial f(x) = 4 - 5%, qual é a razão dessa PG? 125 minando os valores de a e b. f(x) = 3 -3%a =3eb=3 
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(5 Equações exponenciais 


Equações exponenciais são aquelas em que a incógnita aparece nos expoentes. Veja alguns exemplos: 


a) 4* = 32 c) 25441 = 5x 
b) [5] =81 d) 2?* = 2* + 12 


Resolução de equações exponenciais simples 


Vamos primeiro resolver equações exponenciais que podem ser transformadas em uma igualdade de 
potências de mesma base. 

Para resolvê-las, usamos o fato de que a função exponencial é injetiva, ou seja, paraa > 0ea #1, 
temos: 


Qi ae SXF X 


Exercícios resolvidos 


6. Resolva as equações: 
a) aA l =g] 


TE 


3 ap = 
16 


Resolução: 2 
e) Como = 2º, podemos escrever 2 7 ?*=4 = 2°, 
Igualando os expoentes, temos uma equação 


do 2º grau em x: 


a) Vamos transformar a equação dada em uma 
igualdade de potências de mesma base: 


33x1 = 81 > 3*1 = 34 

Igualando os expoentes, temos uma equação 
do 1° grau em x: 

x-1=4>5x=5 


Verificação: 


yobs Po la l = [5*0 =1 


Sel o a X © Calculexeynosistema de equações: E gy = 


a 
9 
Resolução: 

PY =1>557=55>x+y=0 


3%. Y l > 3%. 3 = 3? = 3t Y = 3 
9 


Para refletir 
Faça a verificação do item b. x+2y= -2 


| 75 j 9 | 3 í 32 Os valores de x e y serão obtidos resolvendo-se o 


= sistema do 1º grau: 
x+y=0 
x +2y = —2 


5 = 2, =] 


100 16 4 4º 


5Dx=2ey = 2 


2 
| >x=2 
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Raizes da equação 2* = x? 
Quantas raízes tem a equação 2* = x? 
É fácil observar que 2 e 4 são duas raízes, pois: 
x=252=2? 
e 
x=452=4º 


Para saber se há mais alguma raiz, podemos utilizar os gráficos das funções y = 2*e y = x? e verificar 
quantos são seus pontos comuns. 

Além dos valores x = 2 e x = 4, podemos verificar que existe mais um valor de x, negativo, para o qual 
se tem 2* = x. 


Esse problema mostra que, em alguns casos, o processo gráfico é mais vantajoso que o algébrico. 


TT ———— 


41. Resolva as seguintes equações exponenciais na va- | 44.Resolva estas equações: 
riável x: a) 3% + 2- 3*— 15 =0 s={} 
a) 2* = 64 s= {6} b) 4* — 9 ; 2” + 8 = 0 s= {0,3} 
b) = O s={4 c) 9% — 4- 3* +3 = 0 s= {0,1} 
c) 5272 = 125 s= {-1,3} 
1 ATIVIDADE 4 aiaa 
d) 10'7* = a gas al 45. empura Sabe-se que f(x) = - e 


e) 2-2 = 8 s=1,3} g(x) = (0,8}% +”. Calculem os valores de a para que se 
a srs tenha f(a) = g(a). a - oua - 
f) (10)'-* = 0,000001 $ = {-2,3} 
z 1 
3x = gei x+y — 
8) 27 e 46. RENT se 2 E” qualé o valor dex — y? -2 
h) 3*7 = 27'7* s={2} 


` = 47. Descubra qual par (x, y) é solução do sistema: [+ ] 
42. Resolva as equações exponenciais: 2 


1 
a) 2- 3*7? =162 s={6} c) 5- 274 = 160 s = {-3,3} O 
b) 3 - 5*7! = 75 5-6) d) 10 -2**3 = 10 s=(-3) 9* -279 =3 
43. Resolva as seguintes equações: ) i 
a) 2+14 sai nar i PAP I=B sm 48. moura Qual é o ponto comum aos gráficos de 


b) trt p= po d) 4- 2* +21 = 72 s= {4} fix) =4*' e g(x) = 2? (2,4) 
S=1(3 


Capítulo 5 * Função exponencial 


inequações exponenciais 


Desigualdades como as seguintes são chamadas inequações exponenciais: 


a) 3*7! = 27 

b) 25% < 5 

c) 8x5! aa = 
16% 


Para resolvê-las devemos nos lembrar que a função exponencial f(x) = a“ é crescente para a > 1 e 
decrescente para O < a < 1, ou seja: 
a“ < d° & x < xX (para a > 1) 
aa E rO) 
Vamos analisar cada um desses casos: 
e f(x) = a“ coma >1 


Função crescente 


Tx 


a” >a"esm>n a” <a"&m<n 
Nesse caso de a > 1, o sentido da desigualdade foi conservado. 


e f(x) =a*com0<a<1 


Função decrescente 


Tx 


a” >a"esm<n a” <a esm>n 


Nesse caso de O < a < 1, o sentido da desigualdade foi trocado. 


168) Unidade 3 • Função exponencial e função logarítmica 


Exercícios resolvidos 


8. Resolva as inequações: 1) > 
a) 2**7 <32 Mo 
1 Como já temos uma desigualdade com potências 


x+1 
faia = 4* +3 
de mesma base, podemos escrever: 


a = t =0<a <1 (troca-se o sentido da de- 


e sigualdade) 
< < 
daar aA E A 


XxX -x—-2=0 


A= ISA 0, 
a) 2*+7 < 32 > 2*7" < 2º — desigualdade de po- 1+ 


tências de mesma base E H = dg == 


Resolução: 


a=2=>a>1 (mantém-se o sentido da desigual- 
dade) 


Kra rss ISSA 


ipa 


S=(xXER|x< 2) S=(xXeER|-1I<x<2 


d)4<272+<9>52<7P<PS<x+hIis5> 


pés 
1) A Eea o eS =D qsxss ls] xs 


= pés 22x+6 


1 


a = 2 >q > 1 (mantém-se o sentido da 
S=(xeR|I<x<4 


desigualdade) 


X= l>r 60 ==> 28215 55 [=> => . Determine o domínio D das seguintes funções: 


CM CI e a) fb)=3"-9 


oT 


3 


S= fx ERix=s= | Resolução: 


3 a) Para que exista f(x) devemos ter 3* — 9 = 0. 


Então: 3* =953=35x=2 
Logo, D = (x E R| x = 2}. 


Para refletir ; E 
ERRA Rn a T b) Para que exista g(x) devemos ter 16 — 1) = (0) 


em potência de base Es e verifique 16 > 1y > H = Bi = A 
2 (Z (2 2 


Logo, D = {x E IR| x > —44. 


que se obtém o mesmo resultado. 


Sim. 


49. Resolva as inequações exponenciais: 51. Dados f(x) = 3*7 1, g(x) = 3* e h(x) = 4, determine os 
aja wers) 2 > 95s ={xER|x>4} valores de x para os quais f(x) + g(x) = h(x). 
b) 3572 <37 d) 3H + 3*+2 < 108 no R Aann 
S={xER|x< -30u x> 3} s=(xeR|x<2) 52. Expresse o domínio D das funções: 
50. Resolva os sistemas de inequações: a) fix)=V2* —16 D=(xER|x=4 
o i b) qria b) f(x) =407*)* — 7% D={xER]|x<00ux> 2} 


S=(xeR|iI<x<2) 
Capítulo 5 e Função exponencial (169) 


É O número irracional e ea função Bzg 
exponencial e” 


Uma função exponencial muito importante em Matemática é aquela cuja base é e: 

Para refletir 

A função f(x) = e*é 
crescente. Justifique. 


e = 2,718281... = 
=se>1>f(x)= e 
é crescente 

Funções que envolvem essa função exponencial e*, como f(x) = b - e”, aparecem com muita frequência 
nas aplicações da Matemática e na descrição de fenômenos naturais. Algumas calculadoras possuem uma 
tecla com o número irracional e, cujo valor é 2,718... 


Exercício 


53. Considere as funções f(x) = e* e g(x) = e *e, usando os valores da tabela abaixo, determine: 


x e” e™ x e* e™ 

(0) 1,0000 1,00000 3,0 20,086 0,04979 
1,0 2,7183 0,36788 4,0 54,598 0,01832 
2,0 7,3891 0,13534 5,0 148,41 0,00674 


f0) = 2,7183; f(3) = 20,086; 
a) F01), f6), 9(2) e 9(4); 9(2) = 0,13564; g(4) = 0,01832 


b) xtal que f(x) = 7,389;2 


c) xtal que g(x) = 0,368.1 


Agora, construa no mesmo sistema de eixos os gráficos de fe g. Veja os gráficos no Manual do Professor. 


9, Aplicações da função exponencial 
O crescimento exponencial é característico de certos fenômenos naturais. No entanto, de modo geral 
não se apresenta na forma a*, mas sim modificado por constantes características do fenômeno, como em: 


Acompanhe os exercícios resolvidos a seguir. 


passo a passo: exercício 11 


Exercícios resolvidos 


10. (FMJ-SP) O número de bactérias de uma cultura, t horas após o início de certo experimento, é dado pela expressão 
N(t) = 1200 - 2º*! Nessas condições, quanto tempo após o início do experimento a cultura terá 38 400 bactérias? 
Resolução: 

N(t) = 1200 - 2% => N(t) = 38400 
Igualando, temos: 


1200: 2°% = 38400 > 2º% = 2 


=P =F sesi =12,5 


38400 ou 
1200 0,4 


Assim, t= 2S hout=12h30min. 
Portanto, a cultura terá 38 400 bactérias após 12 h 30 min. 


Unidade 3 • Função exponencial e função logarítmica 


Resolvido passo a passo 


11. (Uneb-BA) A expressão P(t) = K - 22% fornece o 


número P de milhares de habitantes de uma cida- 
de, em função do tempo t, em anos. Se em 1990 
essa cidade tinha 300000 habitantes, quantos 
habitantes, aproximadamente, espera-se que ela 
tenha no ano 2000? 

a) 352000 c) 423000 


b) 401000 d) 439000 
1. Lendo e compreendendo 


e) 441000 


a) O que é dado no problema? 
É dada uma função exponencial que rela- 
ciona o número esperado de habitantes 
da cidade com o ano: P(t) = K - 229 Tam- 
bém é dada a população da cidade em 
1990: 300 mil habitantes. 

b) O que se pede? 
O número esperado de habitantes na cidade 
citada no ano 2000. 


2. Planejando a solução 


A função dada relaciona a população esperada 
da cidade com o ano. Entretanto, a função não é 
inteiramente conhecida, pois existe uma cons- 
tante K que precisaremos determinar para conhe- 
cer a função e depois obter a população no ano 
2000. Para obter a constante K, usaremos um 
dado conhecido: em 1990 a população era de 
300 mil habitantes. Então, uma primeira estraté- 
gia a ser seguida pode ser: 1º) obter K usando os 
dados conhecidos de 1990; 2º) substituir o valor 
de Kna função para conhecê-la; 3º) usar a função 
para estimar a população da cidade em 2000. 


3. Executando o que foi planejado 


Se em 1990 a população era de 300 mil habi- 
tantes, temos P(1990) = 300 000. Então: 
300000 = K - 2298-1990 = 300000 = K : 2º = 


300 000 

=> k = — 
2995 

Não há necessidade de desenvolver melhor o 
valor de K, uma vez que seu valor está sendo de- 
terminado apenas para que a função exponen- 
cial seja conhecida completamente. Vamos 
substituí-lo na função: 


300 000 
P(t) = 5555 h 20,05t 


Com a função completamente determinada, 
podemos agora obter P(2000), que é a popu- 
lação esperada no ano 2000. 


P(2 000) = so . 20.05t - 2000 


300000 -10 
2995 


=> 


= P(2000) = 


Neste momento, observe a ocorrência de uma 
das propriedades da potenciação — divisão de 
potências de mesma base: 


2100 
— 9100-995 — 505 
255; — É =2 


Assim, temos P(2 000) = 300000 - 2°”, 
Atenção: Lembre-se de que potências com ex- 


i 
poentes racionais são raízes: 2% = 22 = Va 
Agora, temos P(2 000) = 300000 - WD, 
Estimando V2 como o decimal 1,41, temos: 
P(2000) = 300000 - 1,41 = 423000 

Então, em 2000, espera-se que a população 
seja, aproximadamente, de 423 000 habitantes. 


4. Verificando 
Vamos resolver essa questão de outra maneira: 
P(1990) = K- 2005-1990 > p(1990) = K 2995 = 
P(1990) 

2995 
P(2000) = K - 2005-2000 >» p(2 000) = K - 2190 
Substituindo K na expressão anterior, temos: 


P(1990) ' pd 
E Rs a e 300 000: gs. = 


= 300 000: 2% = 300 0002 = 300 000-1,41 = 
= 423000 
Isso confirma o resultado obtido. 


5 K = 


P(2000) 


5. Emitindo a resposta 
A resposta é a alternativa c. 


6. Ampliando o problema 


a) Qual é a população esperada para essa cida- 


de em 2010? E em 2030? 2010: 600000 habitantes; 
2030:1200 000 habitantes. 


b) Interprete o que está ocorrendo com a po- 
pulação dessa cidade de 20 em 20 anos, ou 
seja, de 1990 a 2010, de 2010 a 2030. Isso 
parece algo razoável em termos reais? 

c) Discussão em equipe 
Converse com seus colegas sobre o cresci- 
mento populacional e como isso pode afetar 
a vida dos moradores de uma cidade. O que 
pode ocorrer se uma cidade tiver um grande 
aumento populacional em um curto interva- 
lo de tempo? Pensem nos pontos positivos e 
nos negativos. Que medidas podem ser to- 
madas pelas autoridades para evitar que a 
qualidade de vida dos cidadãos seja afetada 


pelo crescimento populacional? 
Resposta pessoal. 


d) Pesquise 
Qual é a maior cidade do planeta em termos 
de população (apenas área urbana, sem con- 
tar a região metropolitana)? Onde fica? 
Quantos habitantes tem? pequim ou Beijing, na 
China, com 19,6 milhões de habitantes, dados de 2013. 


b) A população dessa cidade dobra de 20 em 20 anos. Isso não parece 
ser um valor razoável, pois não é condizente com o que se costuma 
observar na realidade. Capítulo 5 « Função exponencial [RNA 


TT —————— 


54. Química 

A radioatividade é um fenômeno que ocorre em nú- 
cleos de átomos instáveis por emitirem partículas e 
radiações. A medida de tempo na qual metade da 
quantidade do material radioativo se desintegra é 
denominada meia-vida ou período de semidesinte- 
gração (P). A cada período de tempo P a quantidade 
de material radioativo cai à metade da anterior, sen- 
do possível relacionar a quantidade de material ra- 
dioativo a qualquer tempo com a quantidade inicial por 


meio de uma função exponencial: N(t) = No - £ P em 
que No é a quantidade inicial do material radioativo, 
t é o tempo decorrido e P é o valor da meia-vida do 
material radioativo considerado. A radioatividade faz 
parte de nossa vida, como quando se faz uma tomo- 
grafia. Um dos isótopos mais usados nos radiofárma- 
cos injetados nos pacientes submetidos à tomografia 
é o carbono 11, cuja meia-vida é de 20 minutos. O 
tempo necessário, em minutos, para que uma amos- 


tra de carbono 11 se reduza a 1 do que era quando 
foi obtida é: 


a) 5. x d) 40. 
b) 10. e) 80. 
c) 20. 


55, [ DESAFIO | Química 

O carbono 14 é um isótopo raro do carbono presen- 
te em todos os seres vivos. Com a morte, o nível de 
C14 no corpo começa a decair. Como é um isótopo 
radioativo de meia-vida de 5730 anos, e como é re- 
lativamente fácil saber o nível original de C14 no 
corpo dos seres vivos, a medição da atividade de C14 
em um fóssil é uma técnica muito utilizada para da- 
tações arqueológicas. A atividade radioativa do C14 
decai com o tempo pós-morte segundo a função 


exponencial A(t) = Ao - 5] “PP em que Ao é a ativi- 
dade natural do C14 no organismo vivo e t é o tempo 
decorrido em anos após a morte. Suponha que um 
fóssil encontrado em uma caverna foi levado ao la- 
boratório para ter sua idade estimada. Verificou-se 
que emitia 7 radiações de C14 por grama/hora. Sa- 
bendo que o animal vivo emite 896 radiações por 
grama por hora, então a idade aproximada desse 
fóssil, em anos, seria: 
a) 400 mil anos. 
b) 200 mil anos. 
c) 80 mil anos. 

xd) 40 mil anos. 
e) 20 mil anos. 
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56. Biologia 


Em uma certa cultura, há 1000 bactérias em determi- 
nado instante. Após 10 min, existem 4000. Quantas 
bactérias existirão em 1 h, sabendo que elas aumen- 
tam segundo a fórmula P = Po - et, em que Pé o nú- 
mero de bactérias, t é o tempo em horas e k é uma 
constante? Aproximadamente 4447022 bactérias. 


57. Biologia 


Os biólogos afirmam que, sob condições ideais, o nú- 
mero de bactérias em uma certa cultura cresce de tal 
forma que a taxa de crescimento é proporcional ao 
número de bactérias presentes no início do intervalo 
de tempo considerado. Suponhamos que 2000 bac- 
térias estejam inicialmente presentes em uma certa 
cultura e que 4000 estejam presentes 30 minutos 
depois. Quantas bactérias estarão presentes no fim 
de 2 horas? 32000 bactérias. 


58. Química 


Os átomos de um elemento químico radioativo têm uma 
tendência natural a se desintegrar (emitindo partículas 
ese transformando em outros elementos). Dessa forma, 
com o passar do tempo, a quantidade original desse 
elemento diminui. Chamamos de meia-vida o tempo 
que o elemento radioativo leva para desintegrar meta- 
de de sua massa radioativa. O antibiótico acetilcefuro- 
xima apresenta meia-vida de 3 horas. Se uma pessoa 
tomou 50 mg desse medicamento, qual é a quantidade 
de antibiótico ainda presente no organismo: 

a) após 12 horas de sua ingestão? 3,125 mg ' 

b) após t horas de sua ingestão? s(t)=50-23 


59. Biologia 


O modelo Jenss-Bayley é uma fórmula usada para ava- 
liar a altura de uma criança em idade pré-escolar. Se 
h(x) denota a altura (em centímetros) na idade x (em 


anos) para 4 < x < 6então h(x) pode ser aproxima- 


do por h(x) = 79,041 + 6,39x — e*281 = 0.998x A partir 
dessa expressão, temos que a taxa de crescimento v(x) 
(em cm/ano) de uma criança na mesma faixa de idade 
é dada por v(x) = 6,39 + 0,993 - e*26!-0.993x (Conside- 
re a aproximação e?2% = 9,7) Com base no exposto, 
quais seriam a altura e a taxa de variação de cresci- 
mento de uma criança quando esta atingisse a idade 
de1ano? 

xa) 75,7 cm e 16 cm/ano 
b) 741 cm e 10,93 cm/ano 
c) 84,3 cm e 11,08 cm/ano 
d) 80,4 cm e 14,89 cm/ano 
e) 82,3 cme 15,01 cm/ano 


João Ramid/Arquivo da editora 


Césio 137 - o maior acidente radioativo do Brasil 


= E a! d 
Técnicos orientando o carregamento de lixo radioativo 
depois do acidente com o césio 137. 

Em um acidente radioativo ocorrido no dia 13 
de setembro de 1987, em Goiânia, Goiás, foram 
contaminadas centenas de pessoas acidentalmen- 
te por meio das radiações emitidas por uma cáp- 
sula que continha césio 137. Foi o maior acidente 
radioativo do Brasil e o maior do mundo ocorrido 
fora das usinas nucleares. Tudo teve início com a 
curiosidade de dois catadores de lixo que vascu- 
lhavam as antigas instalações do Instituto Goia- 
no de Radioterapia (também conhecido como 
Santa Casa de Misericórdia), no centro de Goiânia. 

No local eles encontraram um aparelho de 
radioterapia. Removeram a máquina e levaram- 
-na até a casa de um deles. Estavam interessados 
nas partes de metal e chumbo que podiam ser 
vendidas em ferros-velhos da cidade; desconhe- 
ciam completamente aquela máquina e o que 
havia em seu interior. 

No período da desmontagem da máquina, 
foram expostos ao ambiente 19,26 g de cloreto de 
césio 137 (CsCl). Tal substância é um pó branco pa- 
recido com o sal de cozinha, mas que no escuro bri- 
lha com uma coloração azul. Após cinco dias, a pe- 
ça foi vendida a um proprietário de ferro-velho, que 
se encantou com o brilho azul emitido pela subs- 
tância. Crendo estar diante de algo sobrenatural, o 
dono do ferro-velho passou quatro dias recebendo 
amigos e curiosos interessados em conhecer o pó 
brilhante. Muitos levaram para casa pedrinhas da 
substância. Parte do equipamento de radioterapia 
foi para outro ferro-velho, de forma que gerou uma 
enorme contaminação com o material radioativo. 

Os primeiros sintomas da contaminação (vô- 
mito, náusea, diarreia e tontura) surgiram algumas 


CONTEÚDO 
DIGITAL 


horas após o contato com a substância, o que levou 
um grande número de pessoas à procura de hospi- 
tais e farmácias, sendo medicadas apenas como 
portadoras de uma doença contagiosa. Mais tarde 
descobriu-se que se tratava de sintomas de uma 
sindrome aguda de radiação. Somente no dia 29 de 
setembro de 1987 é que os sintomas foram qualifi- 
cados como contaminação radioativa. 

Os médicos que receberam o equipamento 
solicitaram a presença de um físico, pois tinham 
a suspeita de que se tratava de material radioa- 
tivo. Então o físico nuclear Valter Mendes, de 
Goiânia, constatou que havia índices de radiação. 
Por suspeitar da gravidade do acidente, ele acio- 
nou a então Comissão Nacional Nuclear (CNEN). 

Uma das primeiras medidas foi separar todas 
as roupas das pessoas expostas ao material ra- 
dioativo e lavá-las com água e sabão para a des- 
contaminação externa. Após essa medida, as 
pessoas tomaram um quelante (substância que 
elimina os efeitos da radiação). Com ele, as partí- 
culas de césio saem do organismo através da uri- 
na e das fezes. 

Cerca de um mês após o acidente quatro pes- 
soas já haviam morrido. O trabalho de desconta- 
minação dos locais atingidos gerou cerca de 
13,4 toneladas de lixo (roupas, utensílios, material 
de construção, etc.) contaminado. 

Após o acidente, cerca de sessenta pessoas 
morreram vítimas da contaminação, entre elas 
funcionários que realizaram a limpeza do local. O 
Ministério Público reconhece apenas 628 vítimas 
contaminadas diretamente, mas a Associação das 
Vítimas do Césio 137 calcula um número superior 
a 6 mil pessoas atingidas pela radiação. 


Adaptado de: <www.brasilescola.com/quimica/ 
acidente-cesiol37.htm>. Acesso em: 19 fev. 2013. 


Para refletir 

* Sabendo que o acidente radioativo foi em 1987 e que o 
local do acidente só poderá ser habitado novamente 
quando a quantidade de césio 137 se reduzir, por 


desintegração, a — da quantidade inicialmente 


presente, então o local poderá ser reabitado a partir de 
que ano? 2137 
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John Napier 


Você sabia? 

Adotada em 1935, a escala Richter foi 
assim batizada em homenagem ao 
físico norte-americano Charles F. 
Richter (1900-1985). Ela não mede os 
efeitos do terremoto, mas indica sua 
força em termos de energia liberada, 
conforme medida por sismógrafos. 

A escala começa em 1 e não tem 
limite superior. Como tem base 
logarítmica, cada aumento da 
magnitude em um número inteiro 
representa um aumento de 10 vezes 
na amplitude do terremoto. 


Logaritmo 
e função 
logaritmica 


Desde a Antiguidade, época do auge da civilização babilônica, os 
cálculos relacionados à Astronomia eram muito trabalhosos. Mais 
adiante, quando a navegação foi intensificada entre diversos povos, os 
cálculos envolvidos tornaram-se um grande problema. 

Até o início do século XVII, multiplicar, dividir, calcular potências e 
extrair raízes eram tarefas extremamente árduas, realizadas com base 
nos senos. Surgiram, então, as primeiras tábuas de logaritmos, criadas 
pelos matemáticos Jost Búrgi (1552-1632) e John Napier (1550-1617). 
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Calculadora antiga criada por John Napier, também conhecido como Neper. 


Apesar de o logaritmo de Napier não ser exatamente como o loga- 
ritmo moderno que estudaremos neste capítulo nem ser associado ao 
conceito de expoente, sua essência éa mesma, e contribuiu para facilitar 
os cálculos, principalmente, ao transformar as operações de multiplicação 
em adição e as de divisão em subtração, como veremos adiante. 

Atualmente, com o uso das calculadoras eletrônicas, as operações de 
multiplicar, dividir, calcular potências e extrair raízes não representam 
mais dificuldade. Mas nem por isso os logaritmos tornaram-se inúteis, 
pois a possibilidade de definir logaritmos como expoente (mérito do inglês 
John Wallis, em 1685) e a ideia de base para os logaritmos (apresentada 
pelo galês William Jones, em 1742) transformaram o logaritmo em um 
imprescindível instrumento de resolução de equações exponenciais. 

Cálculos com logaritmos estão presentes em várias situações 
reais, como a medida da magnitude dos terremotos, feita por meio 
da escala Richter. 


Science source/Photo researchers/Latinstock 


ÉS Logaritmo 


Formem duplas e tentem resolver as seguintes equações: 


a)2*=4 
b)2*=8 


c) 10* = 1000 
d) 10* = 10000 


e) 2*=5 
f) 10* = 8000 


g) 10* = 990 


Qual é a dificuldade encontrada ao tentar resolver os itens e, f e g que não foi encontrada ao resolver os 


itens de a a d? 


O objetivo deste questionamento é que os alunos percebam que a dificuldade ocorre porque 5 não é potência inteira de 2, 
nem 8 000e 990 são potências inteiras de 10. 


Tentem descobrir alguns detalhes sobre a solução das equações e, f e g; por exemplo, perto de que valor 


inteiro ela está, ou entre quais valores inteiros devemos buscar tais soluções No item e o esperado é que os alunos 
percebam que x deve estar entre 2e 3. E possível que alguns sugiram que esteja mais perto do 2 do que do 3. No f, o esperado é que eles percebam que x deve 


estar entre 3e 4 É possível que alguns sugiram que esteja mais perto do 4do que do 3. No g, o esperado é que eles sugiram que x deve ser bem próximo de 3. 


Agora, acompanhe esta situação: 


Segundo o Banco Mundial, a previsão do 
crescimento demográfico na América Latina, 
no período de 2004 a 2020, é de 1,2% ao ano, 
aproximadamente. Em quantos anos a popu- 
lação da América Latina vai dobrar se a taxa 
de crescimento continuar a mesma? 


Nessas condições, podemos organizar o 
seguinte quadro: 


Tempo População 
Início Po 
Tano P,= Po : 1,012 
2anos |P,=(P,:1,012) - 1,012 = Po(1,012)? 
3 anos P; = Po(1,012) 
x anos Px = Po(1,012)* 


OCEANO 
ATLÂNTICO 


Príncipe (EUA); 


o 
s Caracas, o 
g 


OCEANO 


PACÍFICO 
aeea Tes 
o do CaP ESE 
Trópico = — 
LÁ 
E 
ESCALA w 
fo) 1030 2060 km 
O e | 


Adap.: SIMIELLI, Maria Elena. Geoatlas. São Paulo: Ática, 2013. 


| Fique atento! 


101,2 


100% + 1,2% 


101,2% 1,012 


100 


Supondo que a população dobrará após x anos, temos: 


Daí: 


Pa (1,012)* 


P, = 2P 


= 2% & (1,012) = 2 


Não é possível resolver essa equação usando os conhecimentos adquiridos até aqui. 
Com o objetivo de transformar uma equação exponencial como essa em uma igualdade entre potências 
de mesma base, vamos desenvolver a noção de logaritmo. 
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Definição de logaritmo de um número 


Considere as seguintes questões. A que número x se deve elevar: 


a) o número 2 para se obter 8? 


b) o número 3 para se obter =? 


Acompanhe as resoluções: 
a) 2% = 8&2% =? &x=3 
Esse valor 3 denomina-se logaritmo do número 8 na base 2 e é representado por log; 8 = 3. Assim: 


log:8=3 2? =8 


l S3* = S7=3"65x=-—4 


81 3t 


b) 3* = 


1 Fique atento! 
O valor —4 chama-se logaritmo do número — na base 3 e é representado por: Perceba que o logaritmo 
81 é um expoente. 


1 
RE) 
063 g] 


Dados os números reais positivos a e b, coma # 1, se b = a5, 
então o expoente c chama-se logaritmo de b na base a, 
ou seja, logab = c <> a = b, com a e b positivos e a # 1. 


Nessa equivalência temos: 


Forma logarítmica Forma exponencial 
Fique atento! 
c: logaritmo b: potência Quando dizemos 
logab = c 4a: base de logaritmo a° = b 4a: base da potência aca 
b: logaritmando c: expoente 


Veja mais alguns exemplos: 


a) log; 81 = 4 & 34 = 81 c) log g5 =2 W57 =5 
-5 
b) log 32 = se [5] =32 d) logs1= 058° =1 
2 
Observações: 


1°) Condições de existência do logaritmo 
Pela definição, 


l N>0 
loga N existe quando e somente quando À >0ea 2i 


Veja que, de acordo com as restrições impostas, não são definidos, por exemplo: log; (—81), logio O, 
logo 3, log- 8 e log; 6. Experimente aplicar a definição nesses casos. 

2º) Quando a base do logaritmo for 10, podemos omiti-la. Assim, log 2 é o logaritmo de 2 na base 10. Aos 
logaritmos na base 10 damos o nome de logaritmos decimais ou de Briggs. Por exemplo, 
log 100 = log 10º = 2. 
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Consequências da definição de logaritmo 


1) log1=0 ,poisaº? = 1, qualquer que seja a > 0 e a 1. 
2º) logaa=1 , pois a' = a para todo a > Oea #1. 
33) logaa”=n ,poisa” = a” para todo a > 0 e a # 1 e para todo n. 


43) qBN=N ,comN>0,a>0ea#1. 


Justificativa: log, N = x = a* = N 
Substituindo x: q'°8a" = q*= N 


5) logax =logay &x=ycomx>0,y>0a>0€ea1. 
Justificativa: se log, x = r e loga y = s, isto é, a" = x e a* = y, temos: 
eXx=y >d = @ >r = s> log, X = loga y 
e loga X = loga y >r =s>d4a = >X=y 


Exercicios resolvidos 


Determine o valor de: Resolução: 
a) log; 128; * Pelas condições de existência, temos: 
b) log 9; xX -—4x-5>0 
a=1>0 
c) ent E NEC O 
Xex = 


Resolução: Estudo do sinal: 


a) Representando por x o valor procurado, temos: 


+ 
log: 128 = x$ 2 = 28 > = 7 >x =7 z 


Portanto, log, 128 = 7. 


E x<-1oux>50 
y a 
b) log; 9=x = (43) -95 (37) =32 > ' x-2>05x>2 D 
xX x-2A15x%3 
2 
Logo, log; 9 = 4. 


X 
>32? =3 > 2>x=4 


Satisfazendo simultaneamente as condições, 


estabelecemos o quadro de resolução: 
2 =I 
2 =X > O —— 


O) 


5 


: 
c) log, 343 = log; ly .32) = log; 3 
9 


Logo, o conjunto é (x E R | x > 5}. 


3 
Portanto, log 1 3v3 = T © Calcule: log23 
9 


a) 2108510 -log,5 b) 23 c) 3! + logs 5 
. Determine os valores reais de x para os quais exis- 
te: loga (x — 3). Resolução: 
a) 2108510: logn = (e p) = 5log;10 =10 


Resolução: 
e Sea A ER 7 UR 


Como a base é 2 (positiva e diferente de 1), deve- propriedade das potências 
mos impor quex —3>05x>3. Le 1 a 
Logo, xER|x>3. =a (pio cn 


log,5 = 31.3/085=3.5= 
- Encontre o conjunto dos valores reais de x para os Eu RE 


quais é possível determinar logs - 2 (x? — 4x — 5). ps 
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Propriedades operatórias dos logaritmos 


Para a, M e N números reais positivos e a 1, temos: 


1°) Logaritmo de um produto 
loga (M - N) = log; M + loga N 


Demonstração: 
Consideramos log, (M - N) = p; loga M = me log; N =n. 
Dessas igualdades, tiramos a? = M - N; a” = M e a” = N. Então: 
a = M-N =a” -a = q 
Se æ? = a" *", então p = m + n, ou seja: 
loga (M + N) = loga M + log, N 


Conclusão: 
Em uma mesma base, o logaritmo do produto 
de dois números positivos é igual à soma dos 
logaritmos de cada um desses números. 
Exemplos: 


a) log; (2 - 5) = log; 2 + log; 5 
b) log 300 = log (3 - 100) = log 3 + log 100 = log 3 + 2 
2º) Logaritmo de um quociente 


loga 4 = loga M — log; N 


Demonstração: 


Consideramos log, o 


= q; loga M = m e loga N = n. 


Daí tiramos a? = x, a” = M e a” = N. Então: 


Se a1 = qa” ~", então q = m — n, ou seja, loga a = loga M — loga N. 


Conclusão: 
Em uma mesma base, o logaritmo do quociente 
de dois números positivos é igual à diferença 
entre os logaritmos desses números. 
Exemplos: 


a) logs (5) = logs 2 — logs 3 


b) log: [5] = log: 1 — log: 8 = 0 - 3 = —3 
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Você sabia? 

Essa propriedade de 
transformar produtos 
em somas foi a 
motivação original 
para a introdução dos 
logaritmos, no século 
XVII, com o objetivo 
de simplificar os 
cálculos. 


Fique atento! 
log 3 : 2 nãoéo 
mesmo que log (3 - 2). 


Fique atento! 
Caso particular: 


il 
loga = loga 1 — loga N 
8 N 8 8 
= 0 — log, N, ou seja, 


1 
loga — = —log, N. 
8 N 8 


3º) Logaritmo de uma potência 
loga M" = N - loga M 


Demonstração: 

Consideramos log, M" = r e loga M = m. 
Daí tiramos: a' = M" e a” = M. 

Então: 


da" = M" = (a")" = a™™ 
Se a! = aNm, então r = Nm, ou seja, loga MN =N: loga M. 


Conclusão: 


Em uma mesma base, o logaritmo 

de uma potência de base positiva é 

igual ao produto do expoente pelo 
logaritmo da base da potência. 


Podemos aplicar essa propriedade no logaritmo de uma raiz (quando existir): 
AL 
loga YM = log; MN = 


Exemplos: 

a) log; 8º = 4 - log; 8 

b) log10?=2-log10=2:1=72 
c) log; 5 = 3 - log;5 


d) log; A = log> (4) 


Mudança de base do logaritmo 


loga N 
2 z; Para N>0, b>0,a>0; b*1ea#] 


log, N = i 
Demonstração: 
Consideramos log, N = p; log, N = q e loga b = r. 
Daí tiramos: b’ = N; a1 = Ne da' = b. 


Fazendo substituições: N = a1 = b? = (9º = a”. 


E ; loga N : 
Se a1 = aq”, então q = rp e daí p = 4 ou log, N = = a Para refletir 
r loga b Como garantir que r # 0? 
Conclusão: r = loga b, a e b são números 


reais positivos ea #1e b #1. 
Entãoa #15 r# 0. 


Para escrever o log, N usando logaritmos 
na base a, realizamos a mudança de base: 
loga N 


log, N = À 
cr loga b 
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Observação: Nessa propriedade, fazendo N = a, temos um caso importante: 


Então podemos escrever que, quando existirem os logaritmos envolvidos: 


1 Fique atento! 
log» a = ou log» a: loga b=] Quando existirem, log, a 
loga b e loga b são números inversos. 
Exemplos: 

log, 5 
a) log; 5 = 82 (na base 2) 

log; 7 

log 5 
b) log; 5 = 8 (na base 10) 

log 7 

1 
c) log; 25 = 2 & loga, 5 = = 
d) | = 3 | AERE 4 O desenvolvimento logarítmico utiliza as propriedades para expandir uma expressão, 
) og, a = 4 > 10Ba À = 3 de maneira que nos permite calcular o logaritmo de um produto, quociente ou 


potência, conhecendo apenas os logaritmos dos fatores do produto, dos termos do 
quociente ou da base da potência. 


Exercícios resolvidos 


5. Determine o desenvolvimento logarítmico da ex- 8. Dados log, m = 11 e log; n = 6, qual é o valor de 
E (+) loga (mn?) 
pressão log) —— |. 
E Resolução: 
loga (mn) = log; mi + log; nº = 
) =3-loggm+2:loggn=3:N1+2-6=45 


1 
A J Então, log, (mn?) = 45. 
og 2 )- i A i loga-b? — logo” = tag leer) 


Resolução: 


3 
. Dado log, a = 6, calcule loga b’. 
= loga + log b z = logic! = Resolução: 


= loga + | -log b —3-logc 


Portanto, log avb =loga 4 1 -logb — 3- logc. . Escreva as expressões a seguir por meio de um 
E 2 único logaritmo: 
a) 3 loga 7; 


Para refletir b) log; x — log; 2; 


O que significa desenvolvimento logarítmico? 
c) log, 6+loga 3; 
. Selog2 = aelog3 = b, expresse log 72 em função i k 
deaeb. d) logs 4 + logs x — logs 3. 
Resolução: Resolução: 
log 72 = log (2º - 34) = log 2º + log 3º = a) 3: log47 = loga? = se 343 
= 3- log2 + 2- log3 = 3a + 2b 


b) log; x — log; 2 = log; — 
Então, log 72 = 3a + 2b. ) logs 83 g3 : 


Escreva log, 8 usando logaritmos na base 10. 


c) log; 6+ log: 3 = log, (6:3) = log; 18 
2 2 2 2 


Resolução: d) logs 4 + logs x — logs 3 = logs (4x) — logs 3 = 
log, N logio 8 

= 8» => 082 8 = asi = logs x 
og a logio 2 


loga N 
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Exercícios 


ATENÇÃO! 
Não escreva no 


— 


o 


Usando a definição de logaritmo, calcule: 
d) log 132 -5 g) log v8 - 


2 


e) logo 0,01 -2 h) logs 32 Ż 


a) log; 27 3 
b) logs 125 3 


c) log10000 4 f) log20,5 ~1 i) log 116 -2 


a 
Determine o valor da base a nas igualdades a seguir: 
a) log;8=3 a=2 

b) loga 81 = 4 a=3 

c) loga1=0 Yacer- {1} 


. Determine x nas igualdades: 


a) log, 64 =x x=6 

b) log, 126 = 3 x = 1126 
c) 2 = log, 625 x= 25 

d) logx=0 x=1 


. Ache os valores reais de x para os quais é possível de- 


terminar: 

a) logs x (xe R|x>0) c) loga (x? — 16) 

b) logo (x — 3) (xER|x<-40ux>4) 
(xER|x>3) 


Determine os valores de x para que exista: 


a) log - 510 b) logzx-1 V3 
XEeR|x>5ex 6 perix> Tex] 
Empuria. Determinem o conjunto dos valores reais de 


x para que seja possível definir: 


a) log, (x — 3) b) logs (x + 4) 
(xeR|x>3) KEeR|x>1ex2) 
emporia. Classifigquem em verdadeiro (V) ou falso (F): 
a) logs1=1 F e) log;3'=3 F 

b) logı5 =5 F f) log33'=7 v 

c) logs5=1v g) 20825 =5 v 

d) logs1=0V h) 20852 = 5 f 

Empurta Calculem o valor das expressões: 

a) 10!°8103 3 d) 310827: log; 2 7 

b) 2/0825 5 e) 21+1083 6 


c) 2/0826: log; 10 10 f) 22+ 3log,5 500 


Determine o desenvolvimento logarítmico das ex- 


pressões: 
Nx 
c) log | —S 


> logs x < 2- logs y 


a) log Ley) 3- log x + log y 


b) log ( aa 


10. 


1. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


2 


* EMDUPLA 


seu livro! 
Escreva na forma de um único logaritmo. 
a) logs 6 + logs 11 log; 66 
b) log; 28 — log; 4 1 
c) 4: 10g3 log 81 


d) log: 3 


08727 
logs 7 ” 


e) 1 “loga 7 — log; 2 log; (2) 


f) 1+ logs 4 log; 20 


Dados log 2 = a e log 3 = b, determine: 


a) log 6 a+b d) log 1,5 b- a 
b) log 24 3a + b e) log 16 4a 
c) log 300 2+b f) log; 2 = 


Dados log 2 = xe log 3 = y, determine: 


a) log5 1-x d) log + -y 


b) log v3 a e) log 0,06 x+y-2 


c) log 3/12 —— f) loga27 * 


Dados log a = 5, log b = 3 e log c = 2, calcule o valor 
ab? 

de log | — |. 9 

ATIVIDADE 


empuria Sendo log, 2 = 20 e log, 5 = 30, calculem o 
valor de loga 100. 100 


ATIVIDADE 
EM DUPLA 


a) logP=2-loga +5-logb P= œh 


Determinem a expressão P sabendo que: 


b) log: P = 3 ; log2a + log;b — 2 - logo c pote 


EmpurLA Sabendo que x = logio 5 + logi 8 


calculem o valor de x. x=1 


logio 4, 


ATIVIDADE 


empupia Escrevam usando logaritmos de base 10: 


log 5 
log2 
log 2 
log x 


a) log, 5 
b) log, 2 


ATIVIDADE 


empupLa Determinem o número cujo logaritmo na 


i ds 
baseaé4ena base -~ é 8.3º 


ATIVIDADE 
EM DUPLA 


Calculem logs 5 - loga 27 - logos 2. = 


empurra Sabendo que log 2 = a e logro 3 = b, calcu- 


1= 20 


lem o valor de logs 5. 


À logm+3-logr+logh-— log3 a+b 
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Cálculo de logaritmos 


Acompanhe a seguinte situação: 


Em Química, define-se o pH de uma solução como o logaritmo decimal (base 10) do 
inverso da respectiva concentração de H30” (íon hidroxônio). O cérebro humano contém 
um líquido cuja concentração de H30* é 4,8 - 1078 mol/£ (em média). Qual será o pH 


desse líquido? 
De acordo com a definição e os dados do problema, temos: 


PH = logis Er T 
= 0 — logi 4,8 — (—8) = 8 — logi 4,8 

Portanto, pH = 8 — logio 4,8. 

Para logaritmos como esse, existem três formas de cálculo, que 
serão estudadas a seguir: 
e com o auxílio da calculadora; 
e com a aplicação de tabelas de valores (tabelas de logaritmos); 
e por meio de alguns logaritmos dados. 

Com a difusão do uso da calculadora, a utilização das tabelas de 
logaritmos hoje está praticamente abolida. 


Algumas calculadoras possuem duas teclas com as seguintes 
funções: 


e tecla log: permite calcular o logaritmo decimal de um número N, 
inteiro ou decimal; 


e tecla 10*: permite calcular o número N quando se conhece log N = x. 
Usando essas teclas, as propriedades dos logaritmos e as quatro 


operações fundamentais, é possível realizar os seguintes cálculos: 


a) log 36 
digita-se 36 — tecla-se log — 1,556303 
log 36 = 1,556303 


b) log 44,57 = = “log 4,57 
digita-se 4,57 — tecla-se log — 0,659916 : 3 = 0,219972 
log 4,57 = 0,219972 


log 997 
c) log, 997 = -08 27i (realizou-se a mudança de base) 


log 2 
Usando a tecla log, calcula-se log 997 = 2,998695 e log 2 = 0,301030. 
log; 997 = A ROR 9,961449 
0,301030 


d) logio x = 0,72342 
digita-se 0,72342 > tecla-se 10* — 5,289566 
log 5,289566 = 0,72342 


Fique atento! 
Aqui temos 
uma conexão 
com Química. 


) = logio 1 = logio (4,8 e 1078) = logio 1 = logo 4,8 = l0g10 1078 = 


Fique atento! 

A maioria dos celulares tem um aplicativo 
de calculadora com a função log. 

Em algumas calculadoras, para obter 
log N digita-se primeiro log e depois N. 


Você sabia? 

Existem calculadoras com a tecla In, que 
permite calcular os logaritmos naturais 
dos números reais positivos. Os 
logaritmos naturais têm a base e, ou 
seja, In x = log. x (logaritmo natural de x). 
O número e, base dos logaritmos 
naturais, é caracterizado pelo fato de 
que seu logaritmo natural é igual a 1, ou 
seja, In e = 1. O número e é irracional. 
Um valor aproximado dessa importante 
constante é e = 2,7182..., como já vimos 
no capítulo anterior. 


e) Podemos resolver o problema do líquido cerebral usando a calculadora, obtemos log 4,8 = 0,681241. 


Assim, pH = 8 — 0,681241 = 7,3. 
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A partir de um ou mais logaritmos dados, podemos obter o valor aproximado de uma infinidade de lo- 


garitmos, usando as propriedades conhecidas. Por exemplo: 
Dados log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48, podemos calcular: 
e log 6 = log (2-3) = log 2 + log 3 = 0,30 + 0,48 = 0,78 


RP RR 


e logv3 = 4 -log 3 = - -0,48 = 0,24 
e log 5 = log (10 : 2) = log 10 — log 2 = 1 — 0,30 = 0,70 
log 3 
e log: 3 = —8 DE = ndo 
log 2 0,30 
log 32 log 2º 5-log 2 . 
e logg32 = L824 = 080 = 2084 L 2030 150 L15625 
log 9 log 3 2- log3 2 - 0,48 0,96 


Também podemos aplicar o conceito de logaritmo para resolver problemas que envolvem potências. 


Acompanhe: 


Sabendo que log 2 = 0,301, vamos calcular o número de algarismos da potência 


5100 


x = 5º > log x = 100 - log 5 => log x = 100 - log = = 100(1 — 0,301) = 69,9 


Então, se log x = 69,9, pela definição temos x = 10º. 


Como 10” é o primeiro número com 71 algarismos (10° = 1 seguido de 70 zeros), então necessariamen- 


te 106°? tem 70 algarismos. 


TT ———— 


21. Com o auxílio de uma calculadora, calcule utilizando 
Snl as teclas das quatro operações fundamentais, a tecla 
log e a 10* (caso não tenha uma calculadora à dispo- 
sição, indique o roteiro para efetuar o cálculo): 
a) log 64,3; aproximadamente 1,808. 


b) log 0,00196; aproximadamente —2,708. 

c) xtal que log x = 1,35; aproximadamente 22,387. 
d) log 914; aproximadamente 2,961. 

e) log 0,820; aproximadamente —0,086. 

f) xtal que log x = —1,155.x = 0,07 


22. Sem usar calculadora, determine entre quais inteiros 
consecutivos fica cada logaritmo: 
a) log 279; Entre2e3. 


b) log 6; Entre0e1. 
c) log 0,071; Entre -2 e —1. 
d) log; 2. Entre0e1. 


23. Calcule: 
a) log 100; 2 
b) log 0,00001; -5 
c) log 0,001; -3 
d) log 10 000 000. 7 


24. Dados log 2 = 0,30; log 3 = 0,48 e log 5 = 0,70, calcule: 
a) log 20; 1,30 d) log 18; 1,26 
b) log 0,0002; -3,70 e) log 45; 1,66 
c) log 0,3; -0,52 f) log 250. 2,40 


25. Empura Dados log 2 = 0,30 e log 7 = 0,85, deter- 
minem: 
a) log 14; 1,15 c) log 3,5; 0,55 
b) log 50; 1,70 d) log 70. 1,85 
26. Calcule, com aproximação de duas casas decimais e 
a usando mudança de base, os logaritmos: 


a) log; 3; 1,60 
b) logs 3; 0,69 Fique atento! 
Se não tiver uma calculadora, 
c) logs 9; 1,07 use log 2 = 0,3 e log 3 = 0,48. 


d) logioo 5. 0,35 
27. Empura Sabendo que log 52 = 1,7160, determinem o 


número de algarismos da potência 52!000. 
1717 algarismos. 


28. mpora Química 


a O pH de uma solução é o logaritmo decimal do inver- 
so da concentração de HzO”. Qual é o pH de uma so- 


lução cuja concentração de HzO* é 4,5 -10* mol/€? 
pH = 4,347 
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Aplicação dos logaritmos na resolução de equações 


exponenciais e de problemas 


Exercícios resolvidos 


11. Resolva a equação 3* = 5. 


Resolução: 


3* = 5 > log 3* = log 5 > x: log 3 = log 5 > 


— logs 0,69897 
>x= 
log 3 0,47712 


S = {1,46} 


= 1,46 


. Dados log 2 = 0,30; log 3 = 0,48 e log 5 = 0,70, 


resolva a equação 5° — 7 - 5* + 12 = 0. 


Resolução: 

5x — 7- 5* +12 = 0 > (5%? — 7(59) +12 = 0 
Fazendo 5* = y, temos: 

V= uPA 

A = (~7} — 4(1)(12) = 1 

y'=4ey"=3 

Daí: 


ENS bas = bots bS = be s 


2log2 060 _ 


=xºlog5=2:l0g2 > x 
8 8 log 5 0,70 


. 5% = 3 > log 5* = log 3 > x ; log 5 = log 3 > 


“ log3 _ 048 
log 5 0,70 


S = {0,69; 0,86} 


= 0,69 


. Sabemos que o número de bactérias em uma cul- 
tura, depois de um tempo t, é dado por N = No - e” 
em que No é o número inicial (quando t = O)eréa 
taxa de crescimento relativo. Em quanto tempo o 
número de bactérias dobrará se a taxa de cresci- 


mento contínuo é de 5% ao minuto? 


Fique atento! 
Se a taxa é de 5% ao minuto, o 
tempo t é dado em minutos. 


Resolução: 


Pelos dados do problema, a pergunta é: Em quan- 


to tempo N = 2No? 
Assim, temos: 


N=No e!>2M = Mo et 2 = 00 = 


>In 2 = In e°% > In 2 = 0,05t - Ine > 
Ea 


In2 
0,05 


> In2 = 005t= t= 
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Calculando In 2, obtemos In 2 = 0,6931; portanto: 


= D6 13,8 min = 13 min e a min = 
0,05 10 

=13min48s 

O número de bactérias dobrará em 13 minutos e 

48 segundos. 


Fique atento! 
O tempo não depende do 
número inicial de bactérias. 


. Em quantos anos 500 g de uma substância radioati- 


va, que se desintegra a uma taxa de 3% ao ano, se 
reduzirão a 100 g? Use Q = Qo : e™, em queQéa 


massa da substância, ré a taxa e té o tempo em anos. 
Resolução: 


Sabemos que: Q = Qo - e“! => 100 = 500 - e 90%, 
que é equivalente a: 


mE = =00 = 


0,03 
Aproximadamente 53,6 anos. 


. (Situação-problema do começo do capítulo) 


Segundo o Banco Mundial, a previsão do crescimen- 
to demográfico na América Latina, no período de 
2004 a 2020, é de 1,2% ao ano, aproximadamente. 
Em quantos anos a população da América Latina vai 
dobrar se a taxa de crescimento continuar a mesma? 


Resolução: 


População do ano-base = Po 
População após um ano = Po(1,012) = P: 
População após dois anos = Po(1,012)? = P3 


População após x anos = Po(1,012)* = P% 
Supondo que a população dobrará em relação ao 
ano-base após x anos, temos: 


B= 2a = AO =O E2 


Aplicando logaritmos, temos: 

log (1,012)* = log 2 = x - log 1,012 = log 2 = 
log2 _ 0,30103 

log 1,012 0,00518 


= 58 


A população dobrará em 58 anos, aproximadamente. 


To ——————— 


29. Dados log 2 = 0,30; log 3 = 0,48; log 5 = 0,70 e 
E log e = 0,43, resolva as equações: 

a) 2” = 5;S = {2,33} 

b) e* = 3;s = {1,12} 

c) 5*=e;s= {0,61} 

d) e* — 6 = 0. $ = {1,81} 


30.Calcule (com duas casas decimais) o valor de x que 
E3 verifica a equação 3 - 2” = 10, dados log 2 = 0,30 e 
log 3 = 0,48. x=1,73 


31. Dados log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48, resolva a equação 
E 3?* — 5.3 + 6 = 0. S= {0,63;1} 


32.Determine o valor de x que verifica a equação 

Snl (112)* = 3, sendo dados log 2 = 0,30, log 3 = 0,48 e 
log 7 = 0,85. x= 9,60 

33. Empura A expressão M = C(1 + i)” nos permite calcu- 
lar o montante M, resultante da aplicação do capital 
C a juros compostos, à taxa anual i, ao completar um 
período de n anos. Nessas condições, se o capital de 
R$ 800 000,00 for aplicado a juros compostos e à taxa 
anual de 12%, após quanto tempo da aplicação serão 
obtidos juros no valor de R$ 700 000,00? 


Aproximadamente 5 anos e meio. 


34. empura. Uma pessoa deposita uma quantia em ca- 


n derneta de poupança à taxa de 2% ao mês. Em quan- 
tos meses a quantia depositada triplica? 56 meses. 

35. moura Uma pessoa coloca R$ 1000,00 em um fun- 

Eg do de aplicação que rende, em média, 1,5% ao mês. 
Em quantos meses essa pessoa terá no mínimo 
R$ 1300,00? 18 meses. 

36. moura Um cartão de crédito cobra juros de 9% a.m. 
sobre o saldo devedor. Um usuário desse cartão tem 
um saldo devedor de R$ 505,00. Em quanto tempo 
essa dívida chegará a R$ 600,00 se não for paga? 
(Dados: log 2 = 0,3; log 3 = 0,48; log 1,01 = 0,004; 
log 1,09 = 0,038.) 2 meses. 


Texto para as questões 37 e 38 

Física 

Aleide resfriamento de Newton afirma que a diferença de 
temperatura entre um corpo e o meio que o contém decres- 
ce a uma taxa de variação proporcional à diferença de tem- 
peratura. Considerando AT, a diferença de temperatura no 
instante t = 0 e AT(t) a diferença em um instante t qualquer, 
essa lei se traduz pela expressão AT(t) = ATo : e“, em que 
a constante a depende do corpo. 


37. Empura Suponham que, em determinado local, cuja 


temperatura ambiente é de 30 ºC, exista uma panela 
de água fervente no fogo. Em t = 0, o fogo é desligado 
e 5 min depois a temperatura da água é de 65 °C. De- 
pois de quanto tempo, a partir do desligamento do 
fogo, a água atingirá a temperatura de 37 ºC? (Consi- 
dere log 2 = 0,3.) 

a) 20 minutos e 40 segundos 


xb) 16 minutos e 40 segundos 


) 
c) 12 minutos e 40 segundos 
d) 8 minutos e 40 segundos 
e) 4 minutos e 40 segundos 


38. Empura. Em um trecho de mata próximo à cidade, a 


polícia encontrou, por volta das 17 horas, um cadáver. 
O médico legista chegou às 17h20min e imediata- 
mente mediu a temperatura do corpo, que era de 
32,5 ºC. Uma hora mais tarde, ele mediu novamente 
a temperatura e verificou que era de 31,5 °C. A tem- 
peratura ambiente (na mata) se manteve constante, 
a 16,5 ºC. O legista considera que a temperatura nor- 
mal de uma pessoa viva é 36,5 ºC. De acordo com as 
temperaturas coletadas, e usando a lei do resfria- 
mento de Newton, o horário da morte pode ser es- 
timado por volta de: 

(Dados: log 2 = 0,3 e log 3 = 0,47) 


a) 13h40min. d) 15h. 
xb) 14h. e) 14h50min. 
c) 14h40min. 


Para os exercícios de 39 a 41 use a fórmula Q = Qo e”, 


em que Ọ representa a massa da substância ou o número 
de bactérias, ra taxa e t o tempo. 


39. Química 
Uma substância radioativa se desintegra a uma taxa 


de 8% ao ano. Em quantos anos 50 g dessa substância 
se reduzirão a 5 g Aproximadamente 28 anos, 


9 meses e 18 dias. 
40.Ouímica 
Em um laboratório, uma pessoa verifica que a taxa de 
crescimento relativo contínuo de bactérias em uma 
cultura é de 2,5% por minuto. Nessas condições, em 
quantos minutos o número de bactérias passará de 
4 000 para 6 000? Aproximadamente 16 min 12 s. 


41. Química 
Calcule a meia-vida de uma substância radioativa que 
se desintegra a uma taxa de 4% ao ano. (Lembre-se: 
meia-vida é o tempo que deve decorrer para que, em 
certo momento, metade dos átomos de uma substân- 


cia radioativa se desintegre.) 
Aproximadamente 17 anos, 3 meses e 18 dias. 
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É Função logarítmica 


Função inversa 


Antes de estudarmos a função logarítmica, vejamos o que é uma função inversa de outra função. 


Quando relacionamos o lado com o perímetro de um quadrado, podemos pensar em duas funções 
bijetivas: 


e uma que a cada valor do lado associa o perímetro (P = 44); 


e outra que a cada valor do perímetro associa o lado (e = 2) 


Observe: 
fASB 
fg) = 4x gw) = 
D(f) = (1;2;2,5;3;7) D(9) = 14; 8; 10; 12; 28) 
Im(f) = 14; 8; 10; 12; 28) Im(g) = 11; 2; 2,5; 3; 7 
Temos que: 
° D(f) = Im(g); 
° D(g) = Im(f); 


e fe g são bijetivas. 


Em casos assim, dizemos que uma função é a inversa da outra. É comum indicar a função g, inversa 
de f, por f ™: 
f.A—>B f™:B—>A 
fj= fk = Žž 


z Aasna l 
Observação: f ' não é —. 
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Definição de função inversa 


Dada uma função f A > B, bijetiva, denomina-se 
função inversa de fa função g: B > A tal que, se 
fla) = b, então g(b) = a, coma E Aeb EB. 


Ou, de modo equivalente: 


A função g: B > A é a inversa da função f: A — B quando 
se tem g(f(x)) = xe f(g(y) = y para todo x E A ey E B. 


De modo geral, se f é bijetiva, temos: 


Fique atento! 
Só existe função 
inversa de uma 
função bijetiva. 


em que g: B —> Ae a função inversa da função f: A — B, uma vez que se tem: 


g(y) = g(f(x)) = x para todo x E A e f(g(y)) = y, para todo y E B. 
Exemplo: 
Considere a função f: IR, — IR, dada por f(x) = x?. Como ela é bijetiva, sua inversa é a função g: IR, > R+ 
dada por g(y) = Y , uma vez que: 


gfx) = glx’) = (Vx já =X Você sabia? 
R+ significa 
E {x E R, x = 0}. 


P E Es aa pad aL Fique atento! 
O gráfico da função f e o gráfico da função inversa g = f são simétricos em (a, b) e (b, a) são 


relação à reta y = x, que representa a bissetriz dos quadrantes ímpares. É possível pontos simétricos em 
z PEER relação à reta y = x. 
provar que isso ocorre em todos os casos de duas funções inversas. 
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Função logarítmica 

No capítulo anterior estudamos a função exponencial, na qual para todo nimero Fique atento! 
real positivo a # 1, a função exponencial f: IR — IR$, f(x) = a*, é uma correspondência Dizer que f(x) é uma 
biunívoca entre IR e IR$. Ela é crescente se a > 1, decrescente se O < a < 1e tema correspondëncia 
i . biunívoca é o mesmo 
seguinte propriedade: que dizer que f é uma 

. E função bijetiva. 
Fla + xo) = f(x) - f(x), ou seja, a% +% = qa% - q” 


Essas considerações garantem que f possui uma função inversa. 


Definição da função logarítmica 


A inversa da função exponencial de base a é a função loga: R$ > IR, 
que associa a cada número real positivo x o número real log, x, 
chamado logaritmo de x na base a, com a real positivo e a # 1. 


Observe que f: IR — R$, dada por f(x) = a”, tem a propriedade f(x, + x2) = f(x) - f(x2), ou seja, a% +% = a% - q, 
A sua inversa g: IR$ — IR, dada por g(x) = log; x, tem a propriedade log, (x, : X2) = loga X1 + loga X2. 


IR R+ 


Domínio da função logarítmica: R$ 
Imagem da função logarítmica: IR 


Como a função logarítmica é a inversa da função exponencial, temos: 
q'º8:* = x, para todo x > O e loga (9%) = x para todo x € IR 


Assim, log; x é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o número x, ou seja, 
y=log X & æ” = x, como já vimos. 

As funções logarítmicas mais usadas são aquelas cuja base a é maior do que 1. Particularmente, as de 
base 10 (logaritmos decimais), as de base 2 (logaritmos binários) e as de base e (logaritmos naturais). 

São exemplos de função logarítmica as funções de R$ em IR definidas por: 
a) f(x) = log, x c) h(x) = logex = In x 
b) g(x) = logio x = log x d) i(x) = log x 


4 


To ———— 


42. Empupia As funções logarítmicas fe g são dadas por | 43.Dados f(x) = log; (x + 1), g(x) = 4 + log; x e 


f(x) = loga x e g(x) = loga x. Determinem: h(x) = log 2x, determine: 

a) f(9); 2 d) Im(f); R g) g7 (x); 4 a) f(2); 1 d) h(50); 2 

b) g(4);1 e) xtal que g(x) = 4; 2356 h) f? (1); 3 b) g(2); 5 e) g(1); 4 
h(5); 1 f) f(O). o 


o 9 DU) R f) f) > i) g (f(81)). 1 c) h(5); . 
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Gráfico da função logarítmica 
Observe os seguintes gráficos de funções logarítmicas: 


a) f(x) = log x 


= A fix) = log, x Fique atento! 
cl y = flx) 2 ag i f Os gráficos de y = loga x 
i ey = log, x,coma >l1e 
1 ' O < b < 1 quaisquer, 
4 -2 MEPE E i têm o mesmo aspecto 
HA ' dos gráficos ao lado, 
1 Aro x respectivamente. 
TT T EEEa 
— -1 Pe, 4 
2 i 
E a P 
1 0 
—2 FE) 
2 1 
4 2 
b) f(x) = loga x 
2 
4 y=fv) 
1 
— 2 
4 
1 
— 1 
2 
1 0 
2 =| 
4 -2 


Como consequência da definição de função logarítmica e da análise dos gráficos, podemos concluir que: 

e o gráfico da função logarítmica passa pelo ponto (1, 0), ou seja, f(1) = O, ou, ainda, log4a1 = O; 

e o gráfico nunca toca o eixo y nem ocupa pontos dos quadrantes Ile IIl; 

e somente números positivos possuem logaritmo real, pois a função x — a” assume somente valores 
positivos; 

e sea >1,os números maiores do que 1 têm logaritmo positivo e os números compreendidos entre O e Ttêm 
logaritmo negativo; 

ese0<a<1,os números maiores do que 1 têm logaritmo negativo e os números compreendidos entre O 
e Ttêm logaritmo positivo; 

e a função logarítmica é ilimitada, superior e inferiormente. No caso de a > 1 ser ilimitada superior- 
mente, pode-se dar a log, x um valor tão grande quanto se queira, desde que tomemos x suficientemen- 
te grande; 
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e quando a > 1, a função logarítmica é crescente (x, > x, & loga x, > loga X2); 


4y 


Para refletir 
No caso de a > 1, o que significa 
ser ilimitada inferiormente? 


Significa que, dado B > 0, 
tem-se log; x < —B, desde que x 
seja um número positivo 
suficientemente pequeno. 


e ao contrário da função exponencial f(x) = a“ com a > 1, que cresce rapidamente, a função logarítmica 
log; x com a > 1 cresce muito lentamente. Veja, por exemplo, que, se logi x = 1000, então x = 10!99º, 
Assim, se quisermos que logo x seja maior do que 1 000, será preciso tomar um número x que tenha 
pelo menos 1 001 algarismos; 

e a função logarítmica é injetiva, pois números positivos diferentes têm logaritmos diferentes. Ela é também 
sobrejetiva, pois, dado qualquer número real b, existe sempre um único número real positivo x tal que 
loga x = b. Portanto, ela é bijetiva (há uma correspondência biunívoca entre IR$ e IR); 

e na função logarítmica f(x) = log; x (a > 0 e a 1), sendo ela crescente ou decrescente, o eixo das ordena- 
das é uma assíntota vertical do gráfico, isto é, à medida que x tende para zero, o valor da função cresce ou 
decresce ilimitadamente. 


To ——————— 


44.Construa os gráficos das funções logarítmicas e con- | 47, Sabendo que o gráfico abaixo é da função f(x) = log x, 
firme neles as conclusões obtidas: determine os valores de a e b. a=1eb=1 
a) f(x) = log; x b) f(x) = log, x I 
Veja os gráficos no Manual do Professor. 3 y 


45.0Observando a base, identifique as seguintes funções 
como crescentes ou decrescentes: 


a) f(x) = logs x d) f(x) = log ı x 
b) f(x) = log x e) f(x) = logos x 
c) f(x) = logos x f) f(x) = log y x x 


Crescentes: a, b, f; decrescentes: c, d, e. 


46.Construa os gráficos das funções: 


a f= log (Z) b)fo)=Ioga(e—) 


N Veja os gráficos no Manual do Professor. 
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Uma relação importante 


Já estudamos que os gráficos de duas funções inversas são simétricos em relação à reta y = x 
(bissetriz dos quadrantes I e III). Observe os gráficos das funções inversas f(x) = a“ e g(x) = loga x a seguir: 


a>1 O0O<a<1 


bissetriz 


ECLECTIC — 


Tx 
YX 


SATAN TO 


Observação: Observe no gráfico (a > 1) como a função exponencial cresce rapidamente, enquanto a função 
logarítmica cresce muito lentamente. 


Para refletir 
Indique as coordenadas de alguns 
pontos simétricos em cada um dos 


gráficos. a >1: (2,1); (4, 2) e (2,4) 


0 <a <1: (—1, 2); (2, —1); (—4, 4) e (4, —2) 


Caracterização das funções logarítmicas 


Como saber se para resolver determinado problema devemos usar o modelo dado pelas funções loga- 
rítmicas? 


A resposta é: quando estivermos diante de uma função f: IR¥ — IR, crescente ou decrescente, tal que 
f(x: X) = f(x) + f(x) para quaisquer x, x, E IR$, pois nesse caso é possível provar que existe a > O tal 
que f(x) = loga x para todo x € IR$. 


Fique atento! 

Sempre que multiplicarmos x por 
uma mesma constante positiva 
obteremos acréscimos iguais a f(x). 


ETI 


48.Construa no mesmo sistema de eixos os gráficos de f(x) = 3* e g(x) = log; x. 
Veja o gráfico no Manual do Professor. 


49.Sejam as funções f: IR > IR eg: IR$ —> IR, dadas por f(x) = 2* e g(x) = log; x. Mostre que: 
a) f(g(x)) = x, para todo x € IR$; flg(x)) = flog x) = 2º” = x, para todo x E R$ 
b) g(f(x)) = x, para todo x E IR. g{fix)) = 9(2%) = log, 2* = x, para todo x € IR 
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Matemática 
e tecnologia 


Para construir gráficos de funções logarítmicas vamos novamente utilizar o software Geogebra. 


Construção do gráfico de funções logaritmicas 


Vamos construir o gráfico da função logarítmica f(x) = log, x e destacar alguns pontos importan- 
tes. Para isso, siga os passos abaixo. 


1º passo: No campo “Entrada” (situado na parte inferior da tela) digite a função f(x) = log(2,x) e tecle 
“Enter”. No Geogebra, f(x) = log(2,x) é a notação de f(x) = log; (x). 


2º passo: Melhore a visualização do gráfico, alterando a cor e a espessura z PT 
; a ique atento: 
da curva. Na barra de ferramentas (parte superior da tela) clique na aba Nos capítulos anteriores 
“Exibir” e depois em “Malha”. Você agora deverá ter uma imagem (com já ensinamos como 
x . . ` . fazer essas alterações. 
exceção da cor escolhida) igual à apresentada abaixo. ú 


A 

> 

O Nauvo Edtar Eur Oaponções Opções Opções Ferramentas Janela Ajuda esta) 
E Ada Log BANDO E E 
> -a é 
É mm t 
z 

gi Dt) = togs(x) 

Ü Oniutos Dependentes 

3 

a 

& 

[ea 

Enmasa To 


3º passo: Para obter a raiz da função f ainda no campo de entrada, digite raiz[f, 0, 100] e tecle “Enter”. 
Como a função não é polinomial, o Geogebra analisa as raízes dentro de um intervalo. Nesse caso, 
estamos utilizando o intervalo [0, 100]. Veja que foi criado o ponto A = (1, 0), logo x = 1 é raiz de f. 


4º passo: No campo “Entrada” (situado na parte inferior da tela) insira os pontos B = (2,1), C = (4, 2), 
D = L. -) eE = —) e verifique que todos pertencem ao gráfico da função. (A cada ponto in- 


serido tecle “Enter”.) 


Observe ainda que o gráfico da função não intersecta o eixo das ordenadas. O eixo das ordenadas 
será uma assíntota do gráfico da função. 


Você pode mover, ampliar ou reduzir a sua imagem utilizando g da barra de tarefas. Outra 


opção para aumentar ou diminuir o zoom é utilizar o scroll do mouse (aquela “bolinha” que fica na 
parte superior da maioria dos mouses). 
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Relação entre o gráfico de uma função logaritmica 
e de uma função exponencial de mesma base 


Estudamos que os gráficos de duas funções inversas são simétricos em relação à bissetriz dos 
quadrantes ímpares (y = x). Agora, teremos a oportunidade de verificar melhor essa relação com 
funções logarítmicas e exponenciais. 
1º passo: Repita os mesmos passos da construção do gráfico da função f(x) = log» (x). 
Em seguida, digite no campo “Entrada” g(x) = 2^x e tecle “Enter” e h(x) = x e tecle “Enter”. 


2º passo: No campo “Entrada” digite os pontos (um de cada vez): F = (0,1), G = (1,2), H = (2,4), 


[= 1, 1) eJ= [-2, 1). Observe que os pontos de A a E pertencem à função logarítmica, enquan- 


to os pontos de F a J pertencem à função exponencial. 


Mquio Estar Ewdr Disposições Opções Ferramentas Janela Ajuda 


DLL IANA E = eme 
5 de Visualização 


geogebra.org> 


> Jeneia de ligeora DE 


Reprodução/<www. 
e 
o 
s 
3 
> 


O Mx) = logs) 
-0s)=7” 
3 Mosr 


= Oajetos 
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Fique atento! 
Não se esqueça de salvar cada uma das construções. 


1. Repita os passos anteriores e construa os gráficos das funções a seguir: 
a) f(x) = logio (x) 
b) g(x) = log, (x + 1) 


2. Qual é a relação entre as coordenadas de dois pontos simétricos em relação à reta y = x? 
A abscissa do primeiro ponto é igual à ordenada do segundo, a ordênada do primeiro é igual à abscissa do segundo. 
Exemplo: A = (1,0) e F = (0,1). Os pontos pertencem a funções inversas. 


3. Represente as funções f(x) = logio x, g(x) = log 1 x e suas respectivas funções inversas. 
Veja os gráficos no Manual do Professor. T 


4. Existe uma função logarítmica muito importante: trata-se de f(x) = loge x, em que e representa 


o número de Euler. Construa o gráfico da função f(x) = In(x), determine sua imagem e sua raiz. 
Veja o gráfico no Manual do Professor. Im(f) = IR; raiz:x = 1 
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6 Equações logaritmicas 
Vamos agora estudar as equações logarítmicas, ou seja, aquelas nas quais a incógnita está envolvida no 


logaritmando ou na base do logaritmo. 
Exemplos: 


a) log;x =5 b) logo (x + 1) + log: (x-1) =1 c) logx-13 = 2 d) 2 - log x = log 2x — log 3 


passo a passo: exercício 17 


Exercicios resolvidos 


16. Resolva a equação log; (x? — 3x — 1) =1 + log; (x — 2). 2. Planejando a solução 
Resolução: Como a função dada relaciona a altura da ár- 
e Condicão de existência: x? — 3x — 1>0ex-2>0 vore de acordo com o tempo transcorrido após 
* log; pe — 3x — 1) = 1 + log; (x — 2) => a plantação, usaremos essa função para de- 
= logs (xX — 3x — 1) = log; 3 + logs (x — 2) = terminar o tempo t para quando a altura for 
> log; (x? — 3x — 1) = log; B(x — 2)]=> de3,5m. 
WI 1=3x-6>x—6x-5=0 
A =16 
x'=5ex'=1 Se h(t) é a altura da árvore na idade t, então 
e Verificação: queremos t tal que h(t) = 3,5. Assim: 
RE | Lp O 0 3,5 = 1,5 + log; (t + 1) > 2 = logs (t+ 1) 
x=5 =J=D=- = 350 Pelo conceito de logaritmo, se 2 = logs (t + 1), 
SEDE O Aa entãot+1=3.Assim,t+1=9>t= 8 anos. 
x= ao mala a Então a árvore foi cortada 8 anos após sua 


SEE uma sentença plantação. 
Portanto, nE Seles matematica falsa 
S = (5h na primeira 4. Verificando 


condição, não are = 
Para refletir RE RE Vamos verificar se h(8) = 3,5: 


Por que não houve necessidade | necessidade de h(t) = 1,5 + loga (t+ )= 
de calcular x — 2 para x = 1? se verificar a = h(8) = 1,5 + logs (8 + 1) = (8) = 1,5 + log; 9 > 
caide She) I5 2735 

Assim, o resultado foi verificado. 


3. Executando o que foi planejado 


x=% 


Resolvido passo a passo 


17. (Ufscar-SP) A altura média do tronco de certa espé- 5. Emitindo a resposta 


cie de árvore, que se destina à produção de madei- A resposta é a alternativa b. 
ra, evolui, desde que é plantada, segundo o seguin- 
te modelo matemático: 

h(t) = 1,5 + loga (t + 1), a) Qual era a altura da árvore no momento em 
que foi plantada? 1,5 m 


6. Ampliando o problema 


com h(t) em metros e t em anos. Se uma dessas 
árvores foi cortada quando seu tronco atingiu 3,5 m 
de altura, o tempo (em anos) transcorrido do mo- 55 m 
mento da plantação até o do corte foi de: c) Essa árvore atingiria 10 m de altura em algum 
a) 9. b) 8. o) 5: d) 4. e) 2. momento? Se sim, quanto tempo depois de 


1. Lendo e compreendendo plantada? Sim, 13 séculos depois. 


} DISCUSSÃO 
a) O que é dado no problema? d) emeouirE Converse com seus colegas sobre 


É dada uma função logarítmica que relacio- a importância de preservar a natureza, 
na o tempo transcorrido desde a plantação evitando-se o corte abusivo das árvores. É 
da árvore com a altura dela: possível para a humanidade viver sem o 
h(t) = 1,5 + log; (t + 1). Também é dada a corte das árvores? Se não for, qual seria a 
altura no momento do corte: 3,5 m. solução para evitar o desmatamento das 


b) O que se pede? florestas? 
Determinar quanto tempo depois de ter sido e) Pesquise e responda: O que é o selo 
plantada a árvore foi cortada. que ano foi criado o FSC Brasil? 

* O selo FSC (Forest Stewardship Council) é um sistema de certificação para identificar florestas bem manejadas. Esse selo é considerado 


b) Qual seria a altura da árvore após 80 anos de 
sua plantação se ela não tivesse sido cortada? 


Resposta pessoal. 
F6 


CAEM 


a certificação de maior credibilidade internacional. O selo identifica a madeira extraída a partir de um manejo responsável das florestas, 
194] orientando os consumidores. Com isso objetiva-se combater o desmatamento das florestas tropicais e incentivar o controle das práticas 


Ls Unidade 3 + Função exponencial e função logarítmica produtivas florestais. 
* O FSC Brasil foi criado em 2001. 


18. Resolva as equações: 
a) log: (x — 3) + log; x = 2 


b) logo x + loga x — logs x = —1 


Resolução: 
a) log (x — 3) + log; x = 2 
* Condição de existência:x —3>0ex>0=> 
Se Se O Se 8) 
e Há dois modos diferentes de resolução: 

I) log: (x — 3) + log: x = 2 > log; [(x — 3)x] = 2 
Usando a definição de logaritmo: 
(x-3x=2>5x-3x-4=0 
A=9+16=25 
x =4ex"=1 
ou 

ll) Tog> (x — 3) + log; x = log, 2 = 
> log; [(x — 3)x] = log, 4 
Usando o fato de que a função logarítmica é 
injetiva: 
(x—-3x=45x 
A=25 
x =4ex" = — 


3x—-4=0 


50. Resolva as equações: 
a) logo (x + 1) = 4 s=115) 


b) log: (x +x+2)=3 
s= 3i 


c) loga (log: x) = 1 s= {16} 
d) logx+:ı (xX? +7) =2 
s=} 
51. Calcule x sabendo que: 
a) logxx (x — 6) =1 s={7} b) 2°82%+0 = 3 s={2} 


52. Resolva as seguintes equações: 
a) logá x — logx—-6=0 s= 2) 
b) logix— 2 -logpx+1=0 s={2} 


53. Resolva as equações a seguir: 
a) log23 + log; (x — 1) = log 6 s = {3} 


b) logs 2 + logs (x +) =1 s = {2} 


54. AMIDE Dados A = logio x, B = logio (x + 2) e 


C = logio 3, calculem x para que se tenha A + B = C 
pys 
55. mpura Qual é o conjunto solução da equação 
log: (x — 2) + log: (x — 3) = 1 + log; (2x — 7)? s=(4,5) 


(Lembre que: 1 = log; 2.) 


Empurta. Determinem x de modo que 


logio (1000) — logio (0,001) = 1. x = 


56. 
2 
6 


ATIVIDADE 
EM DUPLA 


57. Resolvam as equações: 


a) loga x — logg x = 1 b) logio x + logioo X = 3 
S = {64} s = {100} 


58. 


* Verificação: como a condição de existência é 
x >3,então4ESe—1¢s 
S = {4} 


b) logo x + log; — log; x = —1 
e Condição de existência: x > O 
* logs x + log» x — logs x = — 


Vamos escrever os logaritmos na base 3: 


logs x 
logs 9 


loga x 
H lops x c] 
log; 27 ce 


Como logs 9 = 2 e log; 27 = 3, temos: 
logsx | log; x 
2 3 

Sel b To 
Em ogax +2-l0g3x —6-logax _ 
6 
=>3-loggx+2-loggx— 6-log;x=-—6> 
6 > logx=6>3º=x> 


log; x = -1 > 


> 


> —log; x = 
> x = 729 

e Verificação: 729 >0>729€S 
S = {729} 


EmpuPLA (Unesp-SP) O altimetro dos aviões é um ins- 


trumento que mede a pressão atmosférica e transforma 
esse resultado em altitude. Suponha que a altitude h 
acima do nível do mar, em quilômetros, detectada pelo 
altímetro de um avião, seja dada, em função da pressão 


atmosférica p, em atm, por h(p) = 20- logio (2) 


Num determinado instante, a pressão atmosférica 
medida pelo altímetro era 0,4 atm. Considerando a 
aproximação logi 2 = 0,3, a altitude h do avião nesse 
instante, em quilômetros, era de: 


a) 5. xb) 8. c) 9. d) 1. e) 12. 


Peter Dazeley/Getty Images 


Altímetro de avião. 
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Inequações logarítmicas 
Observe as inequações: 
a) log> (x + 1) > log, 6 b) logi x =<5 c) log x + log3 = log 2x 
2 
Esses são alguns exemplos de inequações logarítmicas. Para resolvê-las, usamos várias informações já 
estudadas sobre logaritmos e função logarítmica. Vamos recordar: 


e A função f(x) = loga x é crescente quando a > 1. Nesse caso, conserva-se o sentido da desigualdade. Por 


exemplo: para x > 0, temos log; x > log; 3e5x>3. 
plo: p 87 87 
4 4 


e A função f(x) = loga x é decrescente quando O < a < 1. Nesse caso, troca-se o sentido da desigualdade. Por 


exemplo: para x > 0, temos logs x > log; 3 &x <3. 
5 5 


Exercício resolvido 


19. Resolva as inequações: A inequação fica assim: 
a) log (x + 1) > log; 6; 
b) log49 2x — loga 3 = log; x + log% 2. 
2x 2 2x 2 
Resolução: => logao Ea logs (2x) => m 2x = 


loga 2x — loga 3 = lOga9 X? + lOga9 2 => 


a) * Condição de existência: x + 1> 0 =x > (1) DSR 
e basea = 2 (a > 1) > mantém-se o sentido da 

desigualdade: 

logo (x+)>l0g,6>x+1>6>x>5 (Il) 
e Quadro de resolução (as condições (I) e (Il) de- 

vem ser satisfeitas simultaneamente): 


= 


e Verificação:x>0€e0<x=< 1 TOE X= + 


S=(xeR|x>5 s=[xeRjo<x= 5) 
b) loga 2x — loga 3 = log; x + logao 2 3 


e Condição de existência:2x>0ex>0>x>0 Para refletir 


i Construa o quadro de resolução | Veja a resposta 
Para que todos os logaritmos tenham a mesma } ; Manuald 
para confirmar a resposta. no Manual do 


base, podemos substituir log; x por logas e. Professor. 


59. Resolva as inequações: 


a) logs (x — )>0s=(xeR|x>2) c) log; (2 — x) >l0g)35s=(xER|x<-1) 
b) log; (2x + 6) < log; 4 s=(xeR|-3<x<-1) d) logo; (xX? — 1) < logo, 8 S= {x E€ R |x < -3 ou x > 3} 
60. Resolva: s=xER|1<x<3 
a) log, (3 —-x)-—- log, 2> logs x b) loga (2x + 1) < loga x + logs 3 c) log: (x — 5) + log: (x — 4) <1 
2 2 2 S=(xER|0<x<1) S=(xER|5<x<6) 


61. Determine os valores reais de x que satisfazem: 


a) 2060-057 b) log, (x? — 2x) = —1Is=(xeR|-1<x<00u2<x<3) 
S=(xeR|x>5) F 
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Pensando 
no ENEM 


(Enem) A Escala de Magnitude de Momento (abre- 
viada como MMS e denotada com M,,), introduzi- 
da em 1979 por Thomas Haks e Hiroo Kanamori, 
substituiu a escala Richter para medir a magnitude 
dos terremotos em termos de energia liberada. 
Menos conhecida pelo público, a MMS é, no entan- 
to, a escala usada para estimar as magnitudes de 
todos os grandes terremotos da atualidade. 

Assim como a escala Richter, a MMS é uma escala 
logarítmica. My e Mo se relacionam pela fórmula: 


My = —10,7 + t logo (Mo), onde Mo é o momen- 


to sísmico (usualmente estimado a partir dos re- 
gistros de movimento da superfície, através dos 
sismogramas), cuja unidade é dina - cm. 
O terremoto de Kobe, acontecido no dia 17 de ja- 
neiro de 1995, foi um dos terremotos que causaram 
maior impacto no Japão e na comunidade cientí- 
fica internacional. Teve magnitude My = 7,3. 

U.S. GEOLOGICAL SURVEY. Historic Earthquakes. Disponível em: 


<http://earthquake.usgs.gov>. Acesso em: 1º maio 2010 (adaptado). 
Mostrando que é possível determinar a medida 
por meio de conhecimentos matemáticos, qual 
foi o momento sísmico Modo terremoto de Kobe 
(em dina - cm)? 
a) 10-10 b) 10723 c) 101200 d) 102165 xe) 102700 


O texto abaixo se refere às questões 2, 3 e 4. 


No dia 5 de agosto de 2010, um desmoronamento 
bloqueou a saída da mina San José, no norte do 
Chile. Desde então, 33 homens ficaram presos sob 
a terra, a 622 m de profundidade, recebendo água 
e comida por meio de sondas. Os operários bate- 
ram recorde de sobrevivência debaixo da terra, 
foram 69 dias de angústia para as famílias. O res- 
gate, realizado em 14 de outubro de 2010, foi emo- 
cionante e comoveu o mundo. Foi aberto um túnel, 
pelo qual os mineiros foram içados um a um, den- 
tro de uma cápsula metálica. 

Adaptado de: <http://g1.globo.com/mundo/noticia/2010/10/chile-resgata- 


-mineiros-soterrados-desde-5-de-agosto.html>. Acesso em: 28 jan. 2013. 
Suponha que, após atingir 110 metros de esca- 
vação, encontrou-se uma camada diferente de 
rochas e a perfuradora precisou ser trocada por 
uma nova máquina, mais adequada ao tipo de 
trabalho a ser feito. Suponha também que a 
profundidade da escavação do túnel, após a tro- 
ca da perfuradora, em metros, seja dada pela 
função P(t) = 110 + 2t, em que t representa o 
número de semanas de escavação com a nova 
perfuradora. 


Veja a seção Caiu no Enem no final do livro. 


A profundidade do túnel na quinta semana de 
escavação com a nova perfuradora era: 
a) 120m. b)126m. c) 132m. xd) 142m. e)147m. 


O número de semanas que a nova perfuradora 
precisou para atingir a profundidade em que esta- 
vam os mineiros foi: 

a) 10.  xb)9. c) 8. d) 7. e) 6. 


Um dos fatos marcantes da Copa do Mundo de 2010 
na África do Sul foi o barulho das vuvuzelas, um tipo 
de corneta usada pela torcida da população local e 
adotada por muitos turistas. A Federação Interna- 
cional de Futebol Associado (Fifa) inicialmente ten- 
tou proibir a utilização desse tipo de corneta nos 
estádios de futebol, mas acabou acatando ao argu- 
mento de que a vuvuzela faz parte da cultura espor- 
tiva africana, e que sua presença era essencial para 
o clima animado durante as partidas. Estudos cons- 
tataram que uma única vuvuzela é responsável pe- 
la emissão de um ruído de 95 dB [a escala decibel 
(dB) é uma escala logarítmica usada para medir a 
intensidade sonora de uma fonte] e, quando se do- 
bra a quantidade de vuvuzelas tocadas simultanea- 
mente, há um aumento de 3 dB na escala sonora. A 
figura mostra uma escala de decibéis: 


LEJoBA — Limiar da dor 


4» Jo BH — Decolagem jato comercial bE 


g” Banda de rock «— 


LE — Martelo pneumático 


A Veículo pesado <— -— 
[98] —» Veículo de mercadorias €& 
«ca? Veículo ligeiro <—| 
—> Conversação normal a 1m ou2m f ? 


Zona residencial «— 
— Sala silenciosa 


Å [20 |—> sussurro 3 


O) —— Limiar de audição 


Dam d'Souza/Arquivo da editora 


Com base nos dados do texto e na escala de deci- 

béis dada na figura, seria incorreto afirmar que: 

a) Afunção que relaciona o ruído em decibéis cau- 
sado por x vuvuzelas é f(x) = 95 + 3 - log, x. 

b) O ruído de 4 vuvuzelas tocadas simultaneamen- 
te é comparável ao de um martelo pneumático. 

c) O ruído de 32 vuvuzelas tocadas simultanea- 
mente equivale ao de uma banda de rock. 


d) O ruído de 256 vuvuzelas tocadas simultanea- 
mente é comparável ao de um jato comercial 
decolando. 


xe) Com pouco menos de 2 mil vuvuzelas tocadas 
simultaneamente já se ultrapassa o limiar da dor. 
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Logaritmos e funções 
logarítmicas 


Vários conceitos básicos da Matemática, cria- 
dos para atender a certas necessidades e resolver 
problemas específicos, revelaram posteriormen- 
te uma utilidade bem mais ampla do que a ini- 
cialmente pensada, e vieram, com a evolução das 
ideias e o desenvolvimento das teorias, a adquirir 
uma posição definitiva de grande relevância nes- 
sa ciência. Em alguns casos, a utilidade original 
foi, com o tempo, superada por novas técnicas, 
mas a relevância teórica se manteve. [...] 

Os logaritmos foram inventados no início do 
século XVII, a fim de simplificar as trabalhosas 
operações aritméticas dos astrônomos para a ela- 
boração de tabelas de navegação. 

Com efeito, a regra log (xy) = log x + log y e suas 


a x 
consequências, tais como log (= = log x — log y, 


log (x”) = n -log x, permitem reduzir cada operação 
aritmética (exceto, naturalmente, a adição e a sub- 
tração) a uma operação mais simples, efetuada 
com os logaritmos. Essa maravilhosa utilidade 
prática dos logaritmos perdurou até recentemente, 
quando foi vastamente superada pelo uso das cal- 
culadoras eletrônicas. 

A função logarítmica, entretanto, juntamen- 
te com sua inversa, a função exponencial, per- 
manece como uma das mais importantes na 
Matemática, por uma série de razões que vão 
muito além da sua utilidade como instrumento 
de cálculo aritmético. [...] 

Resumindo: um matemático ou astrônomo 
do século XVII achava os logaritmos importantes 
porque eles lhe permitiam efetuar cálculos com 
rapidez e eficiência. Um matemático de hoje acha 
que a função logarítmica e sua inversa, a função 
exponencial, ocupam uma posição central na 
Análise Matemática por causa de suas proprie- 
dades funcionais, especialmente a equação dife- 
rencial x = c - x, que descreve a evolução de 
grandezas que, em cada instante, sofrem uma 
variação proporcional ao valor naquele instante. 
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Exemplos de grandezas com essa propriedade 
são: um capital empregado a juros compostos, 
uma população (de animais ou bactérias), a ra- 
dioatividade de uma substância, ou um capital 
que sofre desconto. [...] 


LIMA, Elon Lages. Meu professor de Matemática e outras histórias. 
Rio de Janeiro: Impa-Vitae, 1991. p. 28-30 passim. 


A lei de Weber e as escalas 
de Fechner 


A lei de Weber (Ernst Heinrich Weber, 1795- 
-1878, fisiologista alemão) para resposta de seres 
humanos a estímulos físicos declara que diferen- 
ças marcantes na resposta a um estímulo ocor- 
rem para variações da intensidade do estímulo 
proporcionais ao próprio estímulo. Por exemplo, 
um homem que sai de um ambiente iluminado 
para outro só percebe uma variação da lumino- 
sidade se esta for superior a 2%; só distingue entre 
soluções salinas se a variação da salinidade for 
superior a 25%; etc. 

Fechner (Gustav Theodor Fechner, 1801-1887, 
físico e filósofo alemão) propôs um método de 
construção de escalas baseado na lei de Weber. 


Getty Images 


Gustav Theodor Fech ner 


Seja i a taxa de variação da intensidade do 
estímulo que permite discriminação da resposta. 
Associemos ao estímulo xo o nível de resposta 0. 
Então, a cada variação de taxa i no nível do estí- 
mulo, aumentamos uma unidade na medida do 
nível de resposta. Sejam y a resposta e x a inten- 
sidade do estímulo. 


Yomiuri/Reuters/Latinstock 


a) Temos que x = xo(l + iY. 
b) Temos que y = a -log x + b, com 
l o l 
log (+) T T+ 
O brilho de uma estrela é uma sensação, ou 


Q 
S 


seja, é uma resposta a um estímulo que é a 
energia luminosa recebida pelo olho. Os astrô- 
nomos medem o brilho por intermédio de uma 
escala de Fechner, m = c — 2,5 - logio I, em que 
m é a medida do brilho, chamada de magnitu- 
de aparente, I é a energia luminosa recebida 
pelo olho e c é uma constante. 

d) Uma escala de Fechner muito conhecida é a 
escala Richter, que mede a intensidade de ter- 
remotos. Ela é definida por R = a + logio I, em 
que R é a intensidade do terremoto (em graus 


Richter) e I é a energia liberada por ele. 


hs 


Terremoto de 8,9 graus na escala Richter que atingiu o 
Japão em março de 2011. Ao tremor de terra seguiu-se um 
tsunami formado no Pacífico com ondas de 10 metros de 
altura que varreram a costa nordeste. 


e) Outra escala de Fechner também muito co- 
nhecida é a que mede ruídos, definida por 
R = 12 + logio I, em que R é a medida do ruído 
em bels (essa designação é em homenagem a 
Alexander Graham Bell, 1847-1922, físico esco- 
cês e inventor do telefone) e I é a intensidade 
sonora, medida em watts por metro quadrado. 
Na realidade, a unidade legal no Brasil é um 
submúltiplo do bel, o decibel. 


MORGADO, Augusto Cesar et al. Progressões e Matemática financeira. 
Rio de Janeiro: SBM, 1993. p. 40-41 passim. 
(Coleção do Professor de Matemática). 


O logaritmo na era 
da informática 


Quando um evento tem probabilidade p de 
ocorrer, sua ocorrência fornece uma quantidade 
de informações I dada por uma expressão que 


envolve logaritmos, que é I = log» A ou seja, 
1 bit de informação. 
Vendo o logaritmo 
natural como área 
Afunção f(x) = L, comx > 0, tem como grá- 


fico a figura a seguir, que é um ramo de hipérbole: 


Tx 


Se x é real positivo, podemos definir o loga- 
ritmo natural de x, isto é, In x, como a área das 
faixas sombreadas abaixo: 


y 


Área =Inx 


{x 


Área=lne=1 


Tx 


Para mais detalhes sobre esse enfoque de áreas 
dado aos logaritmos naturais, consulte: A Matemá- 
tica do Ensino Médio — v.1, cap. 8, de Elon Lages Lima 
e outros. Rio de Janeiro, SBM. (Coleção do Professor 
de Matemática). 
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sísmicas hipocentro 


Outros 


contextos 


epicentro 


CONTEÚDO 
DIGITAL 


Terremotos 
e tsunamis 


Tsunami invadindo rodovia no Japão logo após o terremoto de março de 2011. 


Um terremoto, ou sismo, ocorre quando rochas da litosfera submetidas a altas 
tensões se acomodam (sismo). As ondas sísmicas, causadas pelo choque, partem 
em todas as direções a partir de um ponto chamado foco ou hipocentro. O ponto 
situado na superfície exatamente acima do foco é chamado de epicentro do terre- 
moto. A partir desse ponto, as ondas de choque fazem com que o solo se mova em 
movimentos cíclicos que geram “ondas” forçando o solo para cima e para baixo, e 
de um lado para o outro. Quando o epicentro está abaixo de um mar ou oceano, ele 
pode criar um maremoto ou um tsunami, uma onda gigante. 

A maior parte dos terremotos ocorre nas áreas de contato entre placas tectôni- 
cas, ou em falhas entre dois blocos rochosos (ver figura abaixo). O comprimento de 
uma falha pode variar de alguns centímetros até centenas de quilômetros, como 
é o caso da falha de Santo André (ou San Andreas), na Califórnia, Estados Unidos. 

Só nos Estados Unidos, ocorrem de 12 mil a 14 mil terremotos anualmente (ou 
seja, aproximadamente 35 por dia). De acordo com registros históricos de longo 
prazo, aproximadamente 18 grandes terremotos (de 7 a 7,9 na escala Richter) e um 
terremoto gigante (8 ou acima) podem ser esperados num ano. 

O maior terremoto já registrado foi o Grande Terremoto do 
Chile, em 1960, que atingiu 9,5 na escala Richter, seguido pelo da 
Indonésia, em 2004, que atingiu 9,3 na mesma escala. 

A escala Richter corresponde ao logaritmo da medida da am- 
plitude das ondas sísmicas a 100 km do epicentro. A intensidade I 
de um terremoto é um número que varia de I = O até I = 9,5 para 
o maior terremoto conhecido. I é dado pela fórmula: 


2 E 
I= 3 logio (5 


em que F é a energia liberada em quilowatt-hora e Eo = 7 + 10° kWh. 
Adaptado de: <http://pt.wikipedia.org/wiki/terremotos>. Acesso em: 4 dez. 2012. 
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Trabalhando com o texto 


1. Qual é a energia liberada em um terremoto de intensidade 8 na escala Richter? 7-10º kwh 


2. Imagine que uma residência simples tenha o consumo médio mensal de energia elétrica 
de 100 kWh. Se fosse possível captar toda a energia liberada em um terremoto de inten- 
sidade 8 na escala Richter, qual seria o número de residências do tipo descrito que pode- 
riam ser abastecidas com energia elétrica durante um mês? 7:10 residências 


3. Dois tremores de terra foram sentidos pela população de Montes Claros (MG) em 19 de 
maio de 2012. O mais forte deles alcançou uma intensidade aproximada de 4,5 pontos 
na escala Richter, tendo sido detectado pelos equipamentos de sismologia da Universi- 
dade de Brasília (UnB). Qual foi a energia liberada por ele? 710 kwh 


4. No dia 11 de março de 2011, o maior terremoto da história do Japão, seguido de um tsu- 
nami, atingiu a costa do país, com liberação aproximada de 7 - 10!%2 kwh. Qual foi a in- 
tensidade desse terremoto na escala Richter? 8,8 


Pesquisando e discutindo 


5. Pesquise e discuta com seus colegas qual a relação entre terremoto e tsunami. 


6. Como você pôde ler no texto, a maioria dos terremotos está relacionada ao movimento 
das placas tectônicas. Pesquise um mapa que represente as placas tectônicas no mundo 
e verifique a configuração das placas próximas aos países que foram citados nas ativi- 
dades acima. Consulte o mapa e responda: 
a) Aregião onde está localizado o Japão é uma área suscetível a terremotos e tsunamis? 
Por quê? sim, por que o Japão está localizado entre três placas tectônicas. 
b) Por que não há terremotos de grande porte ou tsunamis no Brasil? 


7. O terremoto e o tsunami que abalaram o Japão em março de 201 provocaram danos na 

usina nuclear de Fukushima, localizada na região nordeste do país. Vazamentos radioa- 

tivos foram registrados e um iminente desastre nuclear mobilizou a comunidade inter- 

nacional. A partir dessa informação, faça o que se pede a seguir: 

a) Pesquise e discuta com seus colegas sobre os impactos de um acidente nuclear desse 
porte. Que outros acidentes nucleares são conhecidos na História? 

b) Levando em conta que 30% da energia produzida no Japão é proveniente de usinas 
nucleares (já que o país não dispõe de reservas de petróleo e gás natural, por exemplo), 


comentem como esse tipo de acidente pode afetar a economia do Japão. 


8. Considerando que o Japão é um país desenvolvido, discuta com seus colegas: 

a) Uma catástrofe natural pode afetar de maneira diferente um país desenvolvido e 
outro em desenvolvimento? Procurem saber a respeito do terremoto que atingiu o 
Haiti, país mais pobre das Américas, em 2010 e como esse país se recuperou (ou tem 
se recuperado) da catástrofe. 

b) Qual a importância da ajuda humanitária internacional em casos como esse? 


Procure mais informações em jornais, revistas e nos sites abaixo: 
e Terremotos: <http://vsites.unb.br/ig/sis/terremo.htm>; <ciencia.hsw.uol.com.br/ 
terremotos4.htm>. 
e Tsunamis: <«www.unb.br/ig/glossario/verbete/tsunami.htm>; <http://ultimosegundo. 
ig.com.br/mundo/entenda+como+tsunamis+se+formam/n1238149954513.html>. 


e Acidente na usina nuclear de Fukushima: <www.bbc.co.uk/portuguese/ 
multimedia/2011/03/110317 guiaanimado reatorfukushima.shtml>. 
Acessos em: 4 dez. 2012. 


5. O terremoto e o tsunami 
acontecem pelo mesmo 
fenômeno, o movimento das 
placas tectônicas, se elas se 
moverem embaixo da terra 
pode acontecer um terremoto, 
e se se moverem embaixo do 
oceano, por exemplo, pode 
acontecer um tsunami ou 
maremoto. 


6. b) Porque o país está em uma 
zona intraplacas tectônicas, 
com maior estabilidade, 
afastado das zonas de 
contato ou de separação de 
plataformas. 


7.a) O contato contínuo à 
radiação causa danos aos 
tecidos vivos, tendo como 
principais efeitos leucemia, 
tumores, queda de cabelo, 
diminuição da expectativa 
de vida, mutações genéticas 
(a taxa de mutações é 
diretamente proporcional à 
dose de radiação recebida 
pelo organismo — e, se tais 
mutações ocorrem nas 
células germinativas, 
poderão ser transmitidas 
aos descendentes por várias 
gerações), lesões a vários 
órgãos e, em casos de 
exposição a doses muito 
altas, morte. O maior 
acidente nuclear que já 
aconteceu foi no dia 26 de 
abril de 1986, o reator da 
usina de Chernobyl, na 
Ucrânia, explodiu, a 
radioatividade dissipada 
causou a morte 93 mil 
pessoas. 


7.b) O acidente nuclear causou 
a interrupção das 
atividades nas usinas 
nucleares, então, as 
concessionárias japonesas 
tiveram um grande gasto 
na compra de combustíveis 
fósseis para suprir o 
abastecimento no país. Em 
consequência, as tarifas ao 
consumidor aumentaram 
em média 20%. 
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ho 


Vestibulares de Norte 


4. Ciências Sociais 

(UFPE) Um boato se espalha da seguinte maneira: 

no primeiro dia, apenas uma pessoa tem conheci- 

mento dele; no segundo, ela conta a outras três pes- 
kt soas e, a cada dia que passa, todas as pessoas que 
X=X0 e Se a quantidade inicial xo se reduz à sabem do boato contam-no para três novas pessoas. 
metade em 2 horas, em 5 horas existirá no sangue: Assim, a sequência formada pelo número de prosa” 
(Se necessário considerar VZ =1,41)) as que sabem do boato, em termos dos dias que 
a) 17,4% de xo. d) 20,3% de xo. passam, é dada por 1, 4, 16, 64... Em uma cidade com 
1,5 milhão de habitantes, quantos dias serão neces- 


1. Química 
(UFPA) A quantidade x de nicotina no sangue di- 
minuiu com o tempo t de acordo com a função 


O; O; 
b) 17,7% de xo. e) 20,6% de xo. sários para que todas as pessoas sejam informadas 
c) 20,0% de xo. do boato? (Aproxime sua resposta para o menor 
, inteiro maior ou igual ao valor obtido. Dados: use a 
2. Biologia aproximação log; (1,5 - 10º) = 20,52.) 
(UFRR) Em pesquisa recente realizada por cientistas 
Ta PRA a) 2 
brasileiros de uma universidade federal comprova- 
ram que a ariranha e o mico-leão-dourado são es- b) 13 
pécies em extinção no Brasil. Com o objetivo de c) 14 
preservar essas espécies, foram reunidos numa re- d) 15 


serva florestal 120 ariranhas e 80 micos-ledes-dou- 
rados. Constatou-se, após alguns anos, que o cres- e) 1 
cimento da população de ariranhas foi 5% ao ano e 

que a população de micos cresceu à taxa de 10% ao | 5. (UFRN) Se logsx + logsy = 3, com x e y inteiros 
ano. Em quanto tempo, aproximadamente, após a maiores que 1, então: 

reunião desses animais na reserva, o número de mi- a) x-y =15. 

cos deve chegar ao dobro do número de ariranhas? 


[en] 


(Use log 3 = 0,477 e log 1,047 = 0,019) BTF y= 0 
xa) 25 anos c) x: y = 25. 
b) 20 anos d) x =y = 30. 
c) 30 anos 
Hirano Região Centro-Oeste 
e) 10 anos 


6. Física 

(UFG-GO) A lei de resfriamento de Newton estabele- 
ce para dois corpos, A e B, com temperaturas de 80 °C 
e 160 °C, respectivamente, imersos num meio com 
temperatura constante de 30 °C, que as temperaturas 
dos corpos, após um tempo t, serão dadas pelas fun- 
ções Ta = 30 + 50 X 10 *e Tg = 30 + 130 x 10 *'em 
que k é uma constante. Qual será o tempo decorrido 
até que os corpos tenham temperaturas iguais? 


Região Nordeste 


3. Química 
(Uneb-BA) Cada elemento radioativo, seja natural 
ou obtido artificialmente, se desintegra a uma velo- 
cidade que lhe é característica. Meia-vida é o tempo 
necessário para que a sua atividade seja reduzida à 
metade da atividade inicial. O cobalto 60, cuja radia- 


ção é muito utilizada em equipamentos de radiote- a) (1 k)log 5 
rapia, tem meia-vida de 5 anos. Nessas condições, o > 18 
tempo necessário para que 800 g de cobalto 60 b) iog Cs 


sejam reduzidos, por desintegração, a 12,5 g, em 
anos, é igual a: 
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Física 

(UEG-GO) A intensidade | de um terremoto, medida 
na escala Richter, é um número que varia de | = O 
até | = 8,9 para o maior terremoto conhecido. | é 


dado pela fórmula: | = Slogo( £) em que Fé a 
(o) 


energia liberada no terremoto em quilowatts-hora 
e Eo = 7:10 kWh. Aumentando em uma unidade 
a intensidade do terremoto, a energia liberada fica 
multiplicada por um número: 

a) no intervalo de 30 a 40. c) nointervalode 20330. 


b) maior que 40. d) menor que 20. 


. Química 
aP 


a+(P—a):37 
descreva a população de microrganismos no solo de 
um terreno com resíduos tóxicos no instante t = 0, 
dado em minutos contados a partir do instante ini- 
cial t = O, e que essa função satisfaça as seguintes 
condições: 

|. número de microrganimos em t = 0 é5 - 10º. 

Il. P =10°a. 


Com base nessas informações, julgue os itens que 
se seguem: 
a) O valor de P é superior a 10”. 


b) O quociente Piai é inferior a 9. 
a 


(UnB-DF) Suponha que a função y(t) = 


- Biologia 

(PUCC-SP) Todo indivíduo que durante a sua vida nor- 
mal produz ovos ou sementes deve ser destruído em 
qualquer período de sua existência, ou durante uma 
estação qualquer porque, de outro modo, com base 
na progressão geométrica, o número de seus descen- 
dentes aumentaria tanto que nenhuma região con- 
seguiria suprir suas necessidades de alimentos. 


DARWIN, Charles. A origem das espécies. São Paulo: Martin Claret, 2005. p. 126. 


Com base na teoria evolucionista de Darwin, consi- 
dere uma fêmea de mariposa que deposite 150 ovos, 


chegando a 5 gerações em um ano. Supondo que £ 


dos ovos de cada mariposa morrem e que 50% das 
mariposas remanescentes sejam fêmeas, então, ao 
final de 1 ano, o número de descendentes fêmeas, 
de uma única mariposa: (Use: 5° = 9 765 625.) 

a) será maior que 17 milhões. 

b) estará compreendido entre 15 milhões e 17 milhões. 
c) estará compreendido entre 13 milhões e 15 milhões. 
d) estará compreendido entre 11 milhões e 13 milhões. 
e) será menor que 11 milhões. 


. Química 


(UFU-MG) A acidez de uma solução líquida é medida 
pela concentração de íons de hidrogênio H* na so- 
lução. A medida de acidez usada é o pH, definido por 
pH = -log [HY], em que [H*] é a concentração de 
íons de hidrogênio. Se uma cerveja apresentou um 
pH de 4,0 e um suco de laranja, um pH de 3,0, então, 
relativamente a essas soluções, é correto afirmar 
que a razão (concentração de íons de hidrogênio na 
cerveja), quociente (concentração de íons de hidro- 
gênio no suco), é igual a: 

a) 0,001. 


18. 


. Química 


(Unisc-RS) As substâncias radioativas emitem partí- 
culas e apresentam uma tendência natural a se de- 
sintegrar. Assim, com o passar do tempo, sua massa 
vai diminuindo. Suponha que um certo material 
radioativo perde, todo dia, 5% da massa que possuía 
no dia anterior. Se hoje ele tem 15 g, que massa terá, 
aproximadamente, daqui a 2 dias? 


a) 3g d) 12,22 g 
b) 13,54 g e) 9,85g 
c) 8,4g 

. Química 


(UEL-PR) O lodo-131 é um elemento radioativo utili- 
zado em Medicina nuclear para exames de tireoide 
e possui meia-vida de 8 dias. Para descarte de ma- 
terial contaminado com 1 g de lodo-131, sem prejuízo 
para o meio ambiente, o laboratório aguarda que o 
mesmo fique reduzido a 107º g de material radioa- 
tivo. Nessas condições, o prazo mínimo para descar- 
te do material é de: (Dado: logio (2) = 0,3.) 

a) 20 dias. 

b) 90 dias. 

c) 140 dias. 

d) 160 dias. 

e) 200 dias. 


(PUC-RS) A equação 3* = 6 pode ser solucionada por 
meio da análise do gráfico da função f dada por: 


b) f(x) = 3x. 
c) f(x) = 3/x. 
d) fl) =. 
e) f(x) = logax 
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UNIDADE 


Sequências e 


Trigonometria 


Paradoxo de : corrida entre Aquiles e uma tartaruga 


Aquiles, herói grego, e uma tartaruga decidiram apostar uma corrida. Como 
Aquiles é mais rápido do que a tartaruga, ele permite que ela comece com vantagem 
de 100 metros, pois se move com metade da velocidade do herói. Assim, quando 
Aquiles percorrer esses 100 metros, a tartaruga terá avançado 50 metros. 

Quando Aquiles percorrer esses novos 50 metros, a tartaruga terá percorrido 
mais 25 metros. Quando Aquiles percorrer esses 25 metros, a tartaruga terá percor- 
rido 12,5 metros, e assim por diante. 


Zenão de Eleia (ou Zenon ou Zeno) foi um 
filósofo da Antiguidade, discípulo de Parmênides, 
que viveu por volta de 450 a.C. 

O ponto de partida de Parmênides era a razão, 
o intelecto, em oposição à observação. 
Nesse sentido, Zenão formulou famosos 
paradoxos (contradições aparentes). Entre | | 
eles, o célebre paradoxo da história da E — E f 
Filosofia é o de Aquiles e a tartaruga. s 


A conclusão desse paradoxo é que Aquiles 


l nunca conseguirá alcançar a tartaruga nessa 
corrida, ou seja, o corredor mais lento nunca será 

fy P alcançado pelo corredor mais veloz, pois o que está 
atrás tem, primeiro, de alcançar o ponto no qual o 

+ que está na frente começou, de maneira que o mais 


lento sempre ficará na frente. 


A contradição surge ao se supor intuitivamente que a soma de infinitos 
intervalos de tempo é infinita. 

A solução desse e de outros paradoxos utiliza a teoria desenvolvida 
por Georg Cantor (1845-1918), que demonstra que a soma de uma série 
(sequência) infinita de números racionais pode ser um número finito, 
por exemplo: 


Za 4 ER 6. SO ZA « q 
== 4 
1. O que é um paradoxo? i o 


2. O que demonstra a teoria desenvolvida por Cantor? 
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Sequências 


Os fenômenos da na- 
tureza apresentam regu- 
laridades que constituem 
objeto de estudo da Mate- 
mática. 

Observe, por exem- 
plo, o formato das flores, 
a quantidade de pétalas 
que elas contêm, o dese- 
nho que aparece nas fru- 
tas quando são cortadas 
transversal ou longitudi- 
nalmente, ou os gomos da 
casca do abacaxi — ele- 
mentos da natureza que 
estão à nossa volta. Você 
perceberá, no mínimo, que 
há uma disposição perfei- 
As margaridas têm 13, 21 ou 34 pétalas. tamente simétrica. 


Irin-k K/Shutterstock/Glow Images 


A Matemática estuda essas regularidades e, à medida que são cons- 
tatados padrões de comportamento comuns a diferentes situações 
fenomênicas, a pesquisa é desenvolvida e as descobertas, ampliadas. 
Assim, esses padrões são transformados em representações numéricas, 
que são a expressão da Matemática. 

A quantidade de pétalas de uma flor ou de sementes em sua coroa, 
as espirais das galáxias, as carapaças de caracóis, por exemplo, apre- 
sentam formas ou comportamentos que podem ser associados aos 
números de Fibonacci. A sequência desses números começa por e 1, e, 
daí por diante, cada número é a soma dos dois anteriores. 


1 1 2 3 5 8 B 27 34 55 89144 233 377.. 


As sequências numéricas podem se apresentar por meio de leis de 
formação diferentes, e muitas delas são tão familiares ao nosso raciocínio 
Cada gomo da casca do que intuitivamente as determinamos. Tente, por exemplo, continuar as 
abacaxi lembra a forma seguintes sequências, sem que sejam informadas suas leis: (0, 2, 4, 6, 8, 
de um hexágono, e eles 10, ...), (1, 3, 5, 7, 9, 11, ...), (2, 4, 8, 16, 32, 64, ...), (2, 6, 18, 54, 162, ...). Você vai 
estão dispostos de forma b srio indi 5 
organizada. perceber que nem era necessário indicar tantos termos assim. 
Essas sequências recebem a denominação de progressão aritmética 
As imagens desta página não (no caso das duas primeiras) e progressão geométrica (as duas últimas); 
estão em proporção entre si. E ; 
elas serão estudadas neste capítulo. 


Hintau Aliaksei/Shutterstock/Glow Images 


ÉS sequeênci 
Em muitas situações da vida diária aparece a ideia de sequência ou sucessão. Assim, por exemplo, temos: 
e a sequência dos dias da semana (domingo, segunda, ..., sábado); 
e a sequência dos meses do ano (janeiro, fevereiro, ..., dezembro); 
e a sequência dos números naturais (0, 1, 2,3, 4,...); 


e a sequência dos anos, a partir de 2002, nos quais a Copa do Mundo de Futebol é realizada (2002, 2006, 
2010, 2014, 2018, 2022, sa): Peça aos alunos que citem outras sequências. 


Junte-se com um colega e faça o que se pede. 
Determinem qual é o próximo elemento em cada sequência abaixo, se possível: 


a) Março, abril, maio, ... junho f) 1, 2, 4, 8, 16, ... 32 

b) Janeiro. marco. maio. ... iulh )1 Impossível determinar, pois não há características 
$ Rs E La 8) -= cuficientes para determinar o próximo termo. 

c) Sábado, sexta, quinta, quarta, ... terça h)240, —120, 60, —30, 15, ... -7,5 

d) Domingo, º Impossível determinar, pois não há características i) 1, 4, 9, 16, ...25 


` suficientes para determinar o próximo termo. 


e) 1, 2, 3, 4...5 


Em todas essas situações observamos certa ordem nos elementos da sequência. Esses elementos são 
também chamados termos de sequência. Na sequência dos meses do ano, temos: 
1° termo: janeiro; 2º termo: fevereiro, ...; 12º termo: dezembro. 

Se representarmos o 1º termo por a; (lê-se a índice um, ou a um), o 2° termo por a,, o 3º por a; e assim por 
diante, até o termo de ordem n, ou enésimo termo (an), essa sequência pode ser representada por 
(a, a2, A3, -.., An). 

Nesse exemplo, temos: 

e qı = janeiro 
e q; = julho 
e qio = outubro 


e an = dezembro 


Vamos retomar a definição de sequência que estudamos no capítulo 2. 
Uma sequência ou sucessão de números reais é uma 


função definida em IN* = {1, 2, 3, ..., N, ...} e tomando 
valores no conjunto IR dos números reais. 


fIN* SIR 


Assim, a cada elemento n E IN* corresponde um único número real an. 
Os elementos a, são os termos da sequência, e as notações para a se- o 


quência são: e. 
(a, az, 3, ..., An, ~.) OU (Ann ew OU (an) 


Dessa forma, f(1) = a, f(2) = a», .. f(n) = an, ... 


O índice n indica a posição do elemento na sequência. Desse modo, f 

ane a dia e IN R 
o primeiro termo é indicado por a, o segundo é indicado por a e assim 
por diante. 


Capítulo 7 « Sequências 


Exemplos: 


a) A sequência dos números ímpares positivos é infinita: (1, 3, 5, 7, 9, .. 


q =1,a 


b) A sequência dos quatro primeiros múltiplos de 5 é finita: (O, 5, 10, 15). Nesse 


3, a3 5, d4 


7, a5 = 9, etc. 


caso, q; = 0, a = 5, a3 = 10 e a; = 15. 


c) (17, 12,7, 2, 


d) Ao lançarmos uma moeda, temos dois resultados possíveis: cara ou coroa. 
Se lançarmos duas moedas diferentes, por exemplo, uma de R$ 0,10 e 
outra de R$ 0,50, teremos quatro possibilidades: (cara, cara), (cara, coroa), 

(coroa, coroa). Se lançarmos três moedas diferentes, serão 


(coroa, cara) e 


—3, —8) é uma sequência finita de 6 termos. 


oito resultados possíveis, e assim por diante. Confira: : 
A relação entre o número de moedas e o número de resultados mostrada na tabela abaixo é uma função: 
a cada número de moedas corresponde um único número de resultados. 


Observe o diagrama abaixo. Nesse caso, f: IN* — IR é definida por f(1) 
etc., e a sequência é representada por (2, 4, 8, 16, 32, ...). 


Observe no exemplo d que 2 


), na qual 


Fique atento! 

Indicamos que a sequência 
é infinita colocando 
reticências (...) no final. 


Reprodução/Arquivo da editora 


Número de moedas 


1 


2 


3 


4 


Número de resultados 


2 


4 


8 


16 


21; 4 


22.8 


2; 16 = 2º,32 


dı 


Para refletir 
Explicite os oito resultados 
no caso de três moedas. 


(ca, ca, ca); (ca, ca, co); 
(ca, co, ca); (ca, co, co); 
(co, ca, ca); (co, ca, co); 
(co, co, ca); (co, co, co). 


2º; etc. Então, se n é o número de moedas, 


o número de resultados é dado por 2”. Nesse caso, temos f(n) = a, = 2”. Essa expressão, a, = 2”, é chamada 


lei de formação ou termo geral da sequência (2, 4, 8, 16, 32, .. 
8, etc., da sequência. 


đı = 2, q) = 4, a3 = 


.), pois fazendo n = 1, 2, 3, .…. 


obtemos os termos 


Determinação de uma sequência por recorrência 


Quando conhecemos o primeiro termo de uma sequência e uma regra que permite determinar cada 
termo a, a partir dos seus anteriores, dizemos que explicitamos a sequência por recorrência. Por exemplo, 
vamos explicitar a sequência dada por: 


q= 1 

n=15 a = 3a; 
n = 2 >a; = 3a, 
n = 3 >q, = 30; 


n = 4 > a; = 34, 


Portanto, a sequência é dada por: (1, 4, 13, 40, 121, 


q = 1 
An+1 = 34, + 1, paran = 


+1=3:1+1=4 
+1=3:2+1=173 

+1=3-13+1=40 

+1=3-:40+1=121 
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a). 


Fique atento! 
Recorremos ao valor do termo 
anterior para obter o próximo. 


Exercícios 


1. Descubra o padrão ou regularidade; então, copie e 
complete cada uma das sequências: 
a) 3, 8, 13, 18, 23, 28, I, W, W, H 33,38,43, 43 
b) 31, 27, 23, 19, 15, E, E, H 1,73 
c) 1,1,1, 3, 5, 9, 17, W, W, E 31, 57,105 
d) 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, W, 0 E, E, E, E, H- 4,5, 5,5,5,5 
e) 2,7, 9,16, 25, 41, E, W, E 66,107,173 
f) 1, 8, 27, 64, W, W 125, 216 


2. Examine a sequência dos números quadrados perfeitos 
(1, 4, 9, 16, 25, ...): 
Pereka i : 


e 
e 
e 
e 


e o o 
1 1 
1 1 
o-e--o 


o--.--e-se 


' ° 
--. 4 o é ° o o i 
é b 


f 
1 
e 
1 
H 1 
1 
--. --0---e-- --e--o--o-+4.. 


4 59 16 E de adia 
Porque os numeros são quadrados perfeitos, ou seja, têm raiz quadrada 
exata. Além disso, os pontos podem ser dispostos de modo a formar um 


uadrado. . 
q Para refletir 


Por que o nome “números quadrados perfeitos”? 


Escreva a sequência dos dez primeiros números qua- 
drados perfeitos. (1,4,9,16, 25,36, 49, 64, 81,100) 


3. Examine a sequência dos números triangulares (1, 3, 
6, 10, 15, ...). 


` 
) F ` 1 ` 5 


` 
` / 
é--e--e--s o--o--e--o--b.. 


1 3 15 
Porque os pontos podem ser dispostos de modo a formar um triângulo. 


Para refletir 
Por que o nome “números triangulares”? 


Escreva a sequência dos dez primeiros números trian- 
gulares. (1,3,6,10,15, 21, 28, 36, 45, 55) 


4. Determine os quatro primeiros termos da sequência 
cujo termo geral é a, = 2n — 1, n E€ IN*. (1,3,5,7, ...) 


5. A lei de formação de uma sequência é a, = 2N + 5, 
n E IN* Verifique se o número 47 pertence a essa 
sequência. Sim, an = 47. 


6. Escreva as sequências definidas pelos termos gerais a 
seguir (nos casos em que não aparece o conjunto de 
variação de n, considere n € IN*): 

a) an = 5n (5,10,15, 20, ...) 


1 

b) an = => comnEN*ens4 La) 
3” 3*9" 278 
n 

gn=-L (234) 
n+1 12'3"4'5 


ATENÇÃO! 
Não escreva no 
seu livro! 
7. Escreva o termo geral da sequência dos números 
naturais: G=2n0p= 123,0) 
a) pares maiores ou iguais a 2: (2,4, 6, 8, 10, 12, ...); 


b) ímpares (1, 3, 5, 7, 9, 11, ...). an = 2n — 1 (n =1,2,3, ...) 


8. Qual é o vigésimo termo da sequência dos números 
naturais ímpares (1, 3, 5, 7, 9, 11, ...)? ao = 39(2 - 20 — 1 = 39) 


9. Determine os cinco primeiros elementos das sequências 
(an), n E IN*, definidas pelas leis da recorrência a seguir: 


[oh —2 
a) É = (—1)" -a,-paran > a H] 


b) E =1 


1,5,13,29,61,... 

An = 20,1 +3,paran > 2! ) 

10. Calcule o 8º termo da sequência que tem a; = 6 e 
an = an -1 + 3, para n > 2. 27 


ATIVIDADE 
EM DUPLA 


palitos: 


A AVAA 


Agora, copiem e completem a tabela com o número 
de palitos necessário para formar os triângulos: 


Observem as figuras abaixo, formadas por 


Número de triângulos Número de palitos 
1 3 
2 5 


Observando que o número necessário de palitos é da- 
do em função do número de triângulos que se quer 
formar, responda: 
a) Quantos palitos são necessários para formar 

20 triângulos? 41 


b) Quantos palitos são necessários para formar 
77 triângulos? 155 


c) Quantos triângulos se podem formar com 4 palitos? 
20 
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2x1 


A sequência de Fibonacci 
O matemático italiano Leonardo de Pisa (1170-1250), 
mais conhecido como Fibonacci, contribuiu com diver- 
sas pesquisas para o desenvolvimento da Matemática. 
Em 1202, em seu livro intitulado Líber Abaci, apre- 
sentou o problema que o consagrou. Acompanhe: 
Supondo que um coelho tenha vida eterna e que 
cada casal gere um novo casal, que dará origem a um 
novo par no segundo mês de vida, e assim sucessiva- 
mente, de mês em mês, fica formada uma sequência 
especial com números naturais. Assim: 
e no 1° mês temos um casal de coelhos, que chama- 
remos de 4; 
e nofim do 1ºmês o casal acasala. Continuamos com 
um par de coelhos; ad 
e no 3º mês, A gera um par B e passamos a contar Fibonacci 
com 2 casais; 
e no 4º mês, teremos três pares, e o novo casal é uma cria de A; passamos assim a ter A, B e C; 
e jáno5ºmês, teremos, além da cria de 4, uma cria de B, e então ficamos com 5 casais de coelhos: 
A,B,CDe E; 
e no 6ºmês, além das crias de A e B, também teremos uma de Ce então contaremos com 8 casais: 
A, B,C, D,E, F, Ge H; 
e no 7° mês, teremos crias de A, B, C, D e E e obteremos 13 casais: A, B, C, D, E, E, G, H, I, J, K, L e M; 
e assim sucessivamente. 


Dam d'Souza/Arquivo da editora 


[210] Unidade 4 * Sequências e Trigonometria 


Stefano Bianchetti/Corbis/Latinstock 


Em forma de tabela, temos: 


Mês Casais Número de Casais que dão 
casais cria 

1 A 1 

2º A 1 A 

3º A,B 2 A 

4º A,B,C 3 A 

5º A,B,C, D,E 5 AeB 

6° A, B,C, D,E, F, G, H 8 A,BeC 

72 ABCDEEGHLIKLM 3 A,B,C, DeE 
etc. 


Ampliando mais ainda essa tabela, temos: 


RO ilolslalsloelslsloliolnlalo lete 
do mês 
Númerode | | |, |>5|3|slglslnla|ss | 89 |144|233|etc 
casals 


Podemos formar uma sequência em que cada termo nos dá o número de casais de coelhos: 


(1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...) — sequência de Fibonacci 


1. A fórmula por recorrência da sequência de Fibonacci é dada por: 


j= ,sen=len=2 
n an-ı + an-2,5Ee NN > 3 


Determine, por recorrência, os três próximos termos, depois do 144 e 233. 377, 610, 987 


2. Divida cada termo dessa sequência, a partir de 21, pelo seu precedente: 


a a) 21:13 1,61538 c) 55:341,61764 
b) 34: 211,61904 d) 89 : 55 1,61818 
Observe que os quocientes são próximos do número 1,618, que é o “número de ouro” dos gregos, que estu- 
damos no capítulo 1,ọ = T = 1,6180339887...; ele é um número irracional, cujo valor aproximado ra- 


cional com três casas decimais é 1,618. 


Você sabia? 


A sequência de Fibonacci também é 
usada na Bolsa de Valores para tentar 
prever os preços futuros. 

Essa mesma sequência aparece em 
uma parte do filme O código Da Vinci, 
baseado no livro de Dan Brown. 
Acesse o link <www.educadores. 
diaadia.pr.gov.br/modules/debaser/ 
singlefile.php?id=21241> (Acesso em: 
9 abr. 2013) para saber mais sobre o 
assunto e assistir ao trecho do vídeo. 


Rodrigo Paiva/Folhapress 
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ÉS Progressão aritmética (PA) 


Situações envolvendo grandezas que sofrem variações iguais em intervalos de tempo iguais são muito 
comuns. Acompanhe uma delas: 


Uma empresa produziu, em 2012, 100 000 unidades de certo produto. Quantas unidades produzirá, 
anualmente, de 2012 a 2017, se o aumento anual de produção for estabelecido em 20 000 unidades? 


Esquematizamos da seguinte forma: 

e produção de 2012: 100000 
e produção de 2013: 

(produção de 2012) + 20000 = 100000 + 20000 = 120000 
e produção de 2014: 

(produção de 2013) + 20000 = 120000 + 20000 = 140000 
e produção de 2015: 

(produção de 2014) + 20000 = 140000 + 20000 = 160000 


e produção de 2016: 
(produção de 2015) + 20000 = 160 000 + 20000 = 180000 


e produção de 2017: 
(produção de 2016) + 20000 = 180000 + 20000 = 200000 


Nessas condições, a produção anual desse período será representada pela sequência: 


(100 000, 120 000, 140 000, 160 000, 180 000, 200 000) 


Notamos que, nessa sequência, cada termo, a partir do segundo, é obtido por meio da adição do termo 
anterior a este e um número fixo (20 000, nesse caso). Ou seja, a produção sofreu aumentos iguais de 20 000 
unidades, em intervalo de tempo igual a 1 ano. 


Sequências desse tipo são chamadas progressões E 
RA . Fique atento! 
aritméticas (PAs). Observe que a dife rença entre cada Já estudamos alguns aspectos da PA relacionados a funções 
termo e o termo anterior é constante (20 000 unidades, nos capítulos anteriores. Agora, vamos formalizar o conceito. 
nessa sequência). 


A sequência (100 000, 120 000, 140 000, 160 000, 180 000, 200 000) é um exemplo de progressão 
aritmética. O aumento de cada termo para o seguinte é sempre o mesmo e é chamado razão da pro- 
gressão. A razão dessa progressão é 20 000. Dizemos que os termos dessa sequência estão em progres- 
são aritmética. 


Definição 


Progressão aritmética (PA) é toda sequência de números na qual 
a diferença entre cada termo (a partir do segundo) e o termo 
anterior é constante. Essa diferença constante é chamada razão 
da progressão e é representada pela letra r. 
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Exemplos: 
a) A sequência (2, 7, 12, 17, ...) é uma progressão aritmética infinita de razão 5, em quem = 2er =5. 


b) A sequência (20, 10, O, —10, —20) é uma PA de cinco termos, em que o 1° termo é a, = 20 e a razão é 
r = —10. 


c) A sequência (4, 4, 4) é uma PA de três termos, em que o 1° termo é aq; = 4 e a razão é r = 0. 


d) A sequência (1, —1, 1, —1, 1, —1, ...) não é uma progressão aritmética, pois as diferenças entre termos 
sucessivos são alternadamente —2 e 2. 


Observação: Note, nos exemplos anteriores, que, de modo geral, uma sequência (0, a2, A3, A4, ..., An, --.) É UMa 
PA quando: 


a = dı +t >A — A =r 
a3 = Q + l> q3 — A) =r 


aâ, = Qz + f > q4 — A3 =r 


an = An -1 + => an — an- 5r 
Dessas igualdades, concluímos que: 


åz —- ai = 03; ~ 0 = A4 m 0; Sn = M IM 0,-1=.. =" 


Representações especiais 


Eventualmente podemos recorrer a algumas representações especiais para uma PA, principalmente 
quando a soma dos termos for conhecida. A vantagem das representações especiais é diminuir a quantidade 
de cálculos exigidos em algumas situações. 

As principais representações especiais são: 

e três termos em PA: (x — r, x,x + r); 


e cinco termos em PA: (x — 2, X—r,X,X +r, X + 2r). 


Classificação das progressões aritméticas 


Dependendo da razão r, uma PA pode ser: 


e Crescente: se cada termo, a partir do segundo, é maior que o anterior, isto é, quando a razão r é positiva. 
Exemplo: 
(3, 7, 11, 15,19, ...) é uma PA crescente, pois r = 4 > 0. 


e Decrescente: se cada termo, a partir do segundo, é menor que o seu anterior, isto é, quando a razão r 
é negativa. 
Exemplo: 
(16, 10, 4, —2, —8, ...) é uma PA decrescente, pois r = —6 < 0. 


e Constante ou estacionária: se todos os seus termos são iguais, isto é, a razão r é nula. 
Exemplo: 


(5, 5, 5, 5, 5, ...) é uma PA constante ou estacionária, pois r = 0. 
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Fórmula do termo geral de uma PA 


Em uma progressão aritmética (a, a2, A3, ..., An, ...) de razão r, partindo do 1º termo, para avançar um 
termo basta somar r ao 1º termo (a, = a, + r); para avançar dois termos basta somar 2r ao 1º termo 
(as = a + 2r); para avançar três termos basta somar 3r ao 1º termo (a, = a; + 3r); e assim por diante. 
Desse modo encontramos o termo de ordem n, denominado termo geral da PA, que é dado por: 


an=0+(n-— Ir 


(ao passar de a; para an, avançamos (n — 1) termos, ou seja, basta somar (n — 1) vezes a razão ao 1º termo) 
Nessa fórmula temos: 

an = termo geral 

a, = 12 termo 


n = número de termos (até a,) 
r = razão da PA 


Observação: Algumas vezes é conveniente indicar o 1º termo por ao e não por a, 
ficando o termo geral da PA dado por a, = ao + nr. Observe isso no seguinte 
problema: 

Se o preço de um carro novo é R$ 40 000,00, e esse valor diminui R$ 1200,00 
a cada ano de uso, qual será o seu preço com 5 anos de uso? 

Temos uma PA com a, = 40000, razão r = —1200, e queremos determinar as: 
as = do + 5r = 40000 + 5(—-1200) = 40000 — 6000 = 34000 

Assim, após 5 anos, o carro custará R$ 34000,00. 


Fique atento! 

Note que ag = a4 + Sr, 
pois, ao passar de a, para 
as, avançamos cinco 
termos; a; = as — 12r, pois 
retrocedemos 12 termos 
ao passar de ay para as; € 
assim por diante. 


passo a passo: exercício 5 


Exercícios resolvidos 


Determine o valor de x para que os números x°, 
(x + 2)? e (x + 3)? sejam, nessa ordem, os três pri- 
meiros termos de uma PA. 


2. Três números estão em PA; o produto deles é 66 
e a soma é 18. Calcule os três números. 


Resolução: 


Resolução: Podemos sempre representar três números em PA 


2 


[Eh = 
Pelo problema, temos: ja, = (x + 2) 
as =x + 3)? 


a, + as 


Como a = , temos: 


2 2 
= A + >(x +2) -Aoki (equação em x) 
Resolvendo a equação: 
xt +x +t6x+9 
2 
> 2x + 8x +t 8=x tX t 6X 9 > 


x +4x+4= 


S ONS O 95=15x=— 


Verificação: 


Rca E cid Bad o 


' 1 
Portanto, o valor procurado é X = F 
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porx — X X + 1, em que ré a razão. 
Assim, temos o seguinte sistema de equações: 
x =r) x- (x +r) = 66 F 
be = A) SE oe debe de) = 
x(x? — 1º) = 66 
3x = 18 
Resolvendo o sistema: 
3x=18>x=6 
6(6 - r) =66=>36-r° = H >36 r- 13 


>P =25>r=+5 


Então, para x = 6 e r = 5, temos: 

X [p= (6 = DE 

ex+tr=6+5=1 

Parax = 6er= —5, temos: 
sx>r=6>-(-5)=1] 

ex+r=6-5=1 

Verificação: 1: 6: 11 = 66e1+6+11=18 
Portanto, os números procurados são 1,6 e 11, que 
estabelecem duas PAs: (1, 6, 11) e (11, 6, 1). 


. Qual é o 20º termo da PA (2,8, ...)? 


Resolução: 
a = 2) 
Dados: 4r = 6 
n = 20 


a = A1 + 19r = 2 + 19 - 6 = 116 
Logo, q, = 116. 


. Em uma PA, o 52 termo vale 30 e o 20º vale 50. 


Quanto vale o 8º termo dessa progressão? 


Resolução: 
a = a5 + 15r > 50 = 30 + 15r > r = 4 


ag = ās + 3r > ag = 30 +3- 5 =34 


Logo, ag = 34. 


Resolvido passo a passo 


E 


(Unicamp-SP-modificado) A Anatel determina que 
as emissoras de rádio FM utilizem as frequências 
de 87,9 a 107,9 MHz, e que haja uma diferença de 
0,2 MHz entre emissoras com frequências vizinhas. 
A cada emissora, identificada por sua frequência, 
é associado um canal, que é um número natural 
que começa em 200. Desta forma, à emissora cuja 
frequência é de 87,9 MHz corresponde o canal 200; 
à seguinte, cuja frequência é de 88,1 MHz, corres- 
ponde o canal 201, e assim por diante. Pergunta-se: 
quantas emissoras FM podem funcionar (na mes- 
ma região), respeitando-se o intervalo de frequên- 
cias permitido pela Anatel? 


1. Lendo e compreendendo 

a) O que é dado no problema? 
Informa-se o modo como as frequências são dis- 
tribuídas entre as várias emissoras de rádio FM: “as 
emissoras de rádio FM usam as frequências de 87,9 
a 107,9 MHz, havendo uma diferença de 0,2 MHz 
entre emissoras com frequências vizinhas”, 

b) O que se pede? 
O número de emissoras FM que podem funcionar 


na mesma região, respeitando-se as regras da 
Anatel. 


2. Planejando a solução 

Como a diferença entre as frequências de duas 
emissoras consecutivas é constante, a sequência 
de valores das frequências caracteriza uma pro- 
gressão aritmética. Dessa forma, podemos con- 
siderar cada frequência um termo da sequência. 
Determinando o número de termos, saberemos 
a quantidade de frequências possíveis. 


3. Executando o que foi planejado 
A sequência (87,9; 88,1; 88,3; ...; 107,7; 107,9) é 
uma PA de razão 0,2 e a, = 87,9. O termo de 
ordem n é a, = 107,9. 
Sabemos que a, = q + (n — 1)r. Substituindo 
os valores, temos: 
107,9 = 87,9 + (n — 1) - 0,2 => 
>20=(n—1):02= 


> n—1= Es = 100 > n = 101 


0,2 


4. Verificando 


Vamos utilizar uma maneira diferente para 
contar o número de emissoras e compararemos 
com o resultado encontrado: 

De 87,9 MHz até 107,9 MHz temos um interva- 
lo de 20 MHz. Isso equivale a 100 intervalos de 
0,2 MHz. Se após avançar 0,2 MHz sempre hou- 
ver mais uma emissora, então após a 12 emis- 
sora na frequência inicial de 87,9 MHz teremos 
mais 100 emissoras, totalizando 101 emissoras. 
Isso verifica o resultado encontrado. 


5. Emitindo a resposta 
São 101 emissoras de rádio FM possíveis por região. 
6. Ampliando o problema 


a) (Unicamp-SP) Qual é o número do canal com 
maior frequência? 300 


b) (Unicamp-SP) Os canais 200 e 285 são reser- 
vados para uso exclusivo das rádios comuni- 
tárias. Qual é a frequência do canal 285, 
supondo que todas as frequências possíveis 
são utilizadas? 104,9 MHz 


Em razão da falta de canais para uso das rá- 
dios comunitárias, o governo federal recente- 
mente abriu também os canais 198 e 199 para 
esse fim. Qual é a frequência desses dois no- 
vos canais? 


d) Discussão em equipe 


Rádios comunitárias são rádios autorizadas pe- 
la Anatel, com alcance limitado a uma pequena 
região (alcance máximo de 1 km), mantidas por 
fundações ou associações comunitárias sem 
fins lucrativos. Converse com seus colegas sobre 
a existência dessas rádios. Elas são importantes 
no dia a dia de uma comunidade? Vocês conhe- 
cem alguma? Respostas pessoais. 


e) Pesquise e responda: O que significa a sigla 
Anatel? Agencia Nacional de Telecomunicações. 
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Canal 199: 87,7 MHz e canal 198: 87,5 MHz. 


E ——————— 


12. Verifique se a sequência dada é uma PA e, se for, dê o 
valor da razão r. 
a) (2,5,8,11,14) Pa;r=3 
b) (15, 10,5, 0, —5) pa;r= —5 
c) (2, 3, 5, 7) Não é PA. 
d) h4, aa 3 Pra 

'3 

e) (1,1 a +243 ,1 +343) Par= 3 


f) L Es 
2-3 


13. Escreva a PA de: 
a) cinco termos, em que o 1° termo é a; = 7 e a razão 
é r = 4; PA (7,11,15, 19, 23) 


z) TR! 
—| Não éPA. 
4 


b) quatro termos, em que o 1° termo é a; = —6 e a 
razão é r = 8. PA (—6, 2, 10,18) 


14. Determine a fórmula do termo geral de cada PA: 
a) (2,7,.. 3,comn EIN* 


b) (—1,5,..). a 


J; an = 5N — 
= 6n — 7, com n EIN 

15. Determine o 15° termo da PA (6, 10, ...). 62 
16. Qual é o 50° número ímpar positivo? 99 


17. Calcule o 12 termo da PA: 
a) da razão r = 3, sabendo que a; = 21;m=3 


b) em que an = -29er= —4. a, = 15 


18. Sabe-se que, em uma PA de 12 termos, q = —8 e 
a = 36. Calcule a razão dessa PA. / = 4 


19. Na PA em que a, = 6 e r = 8, qual é o lugar ocupado 
na sequência pelo termo igual a 62? sºtermo. 
20. Empurta. Quantos números inteiros compreendidos 
entre 1e 5000 são divisíveis por 9? 555 
21. ampura Verifiquem quais das afirmações a seguir são 
verdadeiras em qualquer PA de razão r: 
xa) a=0+6r 
b) aio = a, + 5r 
xc) a3 — an =" 
xd) a9 = a; + 6r 
22. empuria Se os quadrados dos números x — 2,x + 4e 
x + 6 são, nessa ordem, termos consecutivos de uma 


PA, calculem o valor de x e a razão dessa PA.x = le 
r=24 


23. Empurta O preço de um carro novo é de R$ 45 000,00 


e diminui R$ 1500,00 a cada ano de uso. Qual será o 
preço dele após 5 anos de uso? R$ 37 500,00 
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24. mpura Dada uma PA a; + a; = 2, qual é o valor de 


adı + d9? 2 

25. Empura SUponham que, em 2013, um determinado 
cometa tenha passado pela Terra. Se esse cometa 
faz uma passagem pela Terra a cada 34 anos, então 
quantas vezes ele teria passado pela Terra de 1500 
até 2013? 16 vezes. 

26. Empuria Sabe-se que três números inteiros estão em 
PA. Se esses números têm por soma 24 por produto 
120, calculem os três números. 1,8,15 ou 15,8,1 

27. impura A produção de uma indústria cresceu em 
PA nos meses de janeiro a dezembro. A produção no 
mês de outubro foi de 190 máquinas e a diferença 
de produção nos meses de agosto e de março foi de 
50 máquinas. Quantas máquinas foram produzidas 
em novembro? 200 máquinas. 

28. Embora Marcelo criou uma conta em uma rede so- 
cial. Nesse mesmo dia, três pessoas começaram a 
segui-lo. Após 1 dia, ele já tinha 20 seguidores e após 
2 dias, já eram 37 seguidores. Marcelo percebeu que, 
a cada novo dia, ele ganhava 17 seguidores. Conside- 
rando que o crescimento dos seguidores permaneça 
constante, após quantos dias ele ultrapassará 1000 
seguidores? após 59 dias. 


29. APAE No Rio de Janeiro existe a Escadaria do Con- 


vento de Santa Teresa (ou Escadaria do Selarón), que 
liga a rua Joaquina Silva, no bairro da Lapa, à Ladeira 
de Santa Teresa, no bairro de Santa Teresa. Essa esca- 
daria, com 215 degraus, é uma atração turística cario- 
ca. Jorge estava no 5º degrau dessa escada quando 
decidiu subir com “passadas largas”, de 3 em 3 degraus. 
Assim, do 5º degrau, ele foi para o 8º, depois para o 11º, 
e assim por diante. Quantas “passadas largas” Jorge 
deu até chegar ao fim da escada? 70 “passadas largas”. 


Escadaria do Convento de Santa Teresa, Rio de janeiro; RJ. 


Soma dos termos de uma PA finita 


Na tabela abaixo está representada a produção anual de uma empresa em um período: 


Ano Produção (em unidades) 
2007 10 000 
2008 12000 
2009 14 000 
2010 16 000 
2011 18 000 
2012 20 000 
2013 22 000 
2014 24 000 


Quantas unidades a empresa produziu de 2007 a 2014? 
Pela tabela, no período de 2007 a 2014 a empresa produziu 136 000 unidades: 


10000 + 12000 + 14000 + 16000 + 18000 + 20000 + 22000 + 24000 = 136000 


Observamos que: 


e as parcelas formam uma PA finita (razão r = 2 000): 


(10 000, 12 000, 14 000, 16 000, 18 000, 20 000, 22 000, 24000) 


e o número 136 000 representa a soma dos termos dessa PA. 


É possível obter esse mesmo resultado generalizando a soma dos termos da PA e usando a fórmula obtida. 
A fórmula será especialmente útil quando forem muitos os termos a serem somados. 


Fórmula da soma dos termos de uma PA finita 


Carl Friedrich Gauss (1777-1855) é considerado um dos maiores matemáticos 
de todos os tempos. Nascido em Brunswick, Alemanha, de família muito simples, 
foi uma criança prodígio. 


Conta-se que antes de completar 10 anos de idade, em uma aula, seu pro- 
fessor, querendo manter os alunos por um bom tempo em silêncio, pediu que 
somassem todos os números de 1a 100, istoé, 1+ 2 +3 +4+... + 99+ 100. 
Para surpresa do professor, depois de alguns minutos Gauss disse que a soma 
era 5 050. Acompanhe seu raciocínio: 


1+2+3+..+98+ 99 +100 (1 + 100 = 101; 2 + 99 = 101, etc.) 


50 parcelas de 101 
50 - 101 = 5050 
Assim,1+2+3+4+..+99+100 = 5050. 
Verdadeira ou não, essa história ilustra uma característica muito importante das PAs, que usaremos a 
seguir na demonstração da fórmula geral da soma dos termos de uma PA. 


Gauss, matemático alemão. 


Você sabia? 

Gauss deu grandes contribuições nas áreas de Astronomia, Geodesia e Eletricidade. 
Depois de sua morte, o rei de Hannover ordenou que se cunhasse uma medalha em 
sua homenagem. Nessa medalha, havia uma inscrição que se referia a Gauss como o 
“Príncipe da Matemática”, como ele é conhecido até hoje. 
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Agora, acompanhe como obter a fórmula geral da soma de todos os termos de uma PA. 


Considere a PA finita de razão r (a4, a», A3, ..., An - 2, An — 1, An) CUja soma dos seus n termos pode ser 
escrita por: 
n=emtata+..+ar+tanm+a() 
Fique atento! 
ou a= +r 


li-an MT 


Sn=an +a -1+ an- +... +a; +a +a AN 


Adicionando membro a membro © e aD, temos: 
2S, = (ai + an) + (a2 + an1) + (a3 + an-2) + ... + (an -2 + a3) + (an -1 + a2) + (an + a) 
Como sabemos, (a + an) = (a2 + an - 1) = (a3 + an - 2) =...= (an -2 + a3) = (an -1 + a2) = (a, + a). Assim, 
todas as n parcelas têm o mesmo valor. 
Portanto, como temos n parcelas, escrevemos: 


la + an)n 
2 


2S, = (a, + an)n,ouseja, Sn = 


Essa fórmula nos permite calcular a soma dos n primeiros termos de uma PA em que: 


e a é o primeiro termo; e n éo número de termos; 
e a, é o enésimo termo; e S, é a soma dos n termos. 


Conexão entre progressão aritmética e função afim 


Consideremos a PA (1, 3, 5, 7, 9, ...). Como já estudado, essa PA é uma função de 1y , 
domínio IN*, cujo gráfico é o conjunto de pontos ao lado. Ed T 
8 pa 
- e E É: 
Fique atento! pr 
Não podemos traçar uma reta contínua unindo 64 pou u 
esses pontos, pois o domínio é IN* e não IR. A ES f | 
do fi! 
. 34------ EE 
O termo geral dessa PA é dado por: E do 
dn e a 
aa=n+t+(n-D)r5sa=1+(n—-):259]á=2n—1 a E 5 
dd Bê r ; 1+-- TO S 
Essa função é afim do tipo f(x) = ax + b, com a = 2 e b = —1, mas restrita A E E y 
aos naturais positivos. 0i 23465 


Fique atento! 

Bastam dois pontos para determinar 
uma reta e bastam dois termos de 
uma PA para determinar a PA toda. 


De modo geral, se considerarmos uma PA (a, a», A3, ..., An, ..) 
de razão r, r # 0, cujo termo geral é a, = a + (n — Tr, 
a representação geométrica dessa PA é formada por pontos 
do gráfico da função afim f(x) = a, + (x — 1)r, dados por 
(i cw (2,105), =» (NM Cah 
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Exercícios resolvidos 


6. Retome o problema sobre a produção de uma empresa dado no início deste tópico (Soma dos termos de 
uma PA finita) e resolva aplicando a fórmula da soma dos termos de uma PA finita. 


Resolução: 


Sabemos que a produção anual nesse período é uma PA na qual a; = 10000, r = 2000,n = 8e 


an = ag = 24000. 

Aplicando a fórmula: 

(am +an)n _ 8(10000 + 24000) 
2 2 


Sn = 


= 136000 


Logo, no período de 2012 a 2017 a empresa produziu 136 000 unidades. 


Calcule a soma dos primeiros n números ímpares (1, 3, 5, 7, ..., 2n — 


Resolução: 
=“ ata Wt2zm=o 


1,...), n E IN 


Portanto, a soma dos n primeiros números ímpares é igual a nº. 


30.Dada a PA (5, 8, ...), determine a soma de seus 4 primei- 
ros termos. 38 


31. Uma PA tem a, = —9er = 7. Determine seus 6 primeiros 
termos e calcule a soma deles. 51 


32.Uma PA tem q; = 1er = 1. Determine a soma dos seus: 
a) 10 primeiros termos; 55 


b) 20 primeiros termos. 210 


33.Calcule a soma: 
a) dos 30 primeiros termos da PA (4,10, ..); 2730 
b) dos 20 primeiros termos de uma PA em que o 
12° termo é a; = 17 e r = 4; 1100 


c) dos 200 primeiros números pares positivos. 40200 


34.A soma dos 20 termos de uma PA finita é 710. Se o 
1° termo dessa PA é a; = 7, calcule o 10° termo. 34 


35. Ao se efetuar a soma das 50 primeiras parcelas da PA 
(202, 206, ...), por distração não se somou a 35º parce- 
la. Qual foi a soma encontrada? 14662 


36. moura Calculem o valor de x na igualdade 


x + 2x +... + 20x = 6300, sabendo que os termos 
do 1º estão em PA. x = 30 


37. ERRA Física 


Um corpo em queda livre percorre 3 m no primeiro 
segundo, 12 m no segundo, 21 m no terceiro segundo, 
e assim por diante. Continuando nessa sequência, 


quantos metros terá percorrido após 10 segundos? 
435m 


38. Um ciclista percorre 20 km na primeira hora; 17 km na 
segunda hora, e assim por diante, em progressão arit- 


mética. Quantos quilômetros percorrerá em 5 horas? 
70 km 


39. Uma escada maciça possui 10 degraus. Cada degrau é 
um paralelepípedo retângulo cujas dimensões são 
50 cm de comprimento, 20 cm de largura e 10 cm de 
altura. Qual é o volume dessa escada? 550 dm? 


40. tmou Um teatro possui 12 poltronas na primeira 


fileira, 14 na segunda e 16 na terceira; as demais fileiras 
se compõem na mesma sequência. Quantas fileiras são 


necessárias para o teatro ter um total de 620 poltronas? 
20 fileiras. 


Orlando Abrunhosa/Tyba 


Casa da Ópera, Ouro Preto, Minas Gerais. 


41. EMpura A soma das medidas dos ângulos internos de 


um triângulo é 180º. Em um triângulo, as medidas dos 
ângulos estão em PA e o menor desses ângulos mede 


40º. Calculem as medidas dos outros dois ângulos. 
40º,60º e 80º 
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Progressão geométrica (PG) 


A taxa de crescimento relativo de uma 
grandeza é dada pela razão entre seu au- 
mento e seu valor inicial. Assim, uma gran- 
deza que passa do valor a para o valor btem 


Delfim Martins/Pulsar Imagens 


E Rosi = 
taxa de crescimento relativo igual a 


Por exemplo, a taxa de crescimento re- 
lativo da produtividade de uma usina de 
açúcar, cuja produção semanal passa de 5 
toneladas para 8 toneladas, é de 60%, pois 


Bd ao = 0,60 = 60%. 
5 5 


Usina de cana-de-açúcar na 
cidade de Lins (SP). 


Agora, estudaremos as sequências que variam com taxa de crescimento relativo constante. Examine, 
por exemplo, a seguinte situação-problema: 

Em 2013 uma usina produziu 200 000 kg de açúcar. Quantos quilogramas essa usina produzirá no período 
de 2013 a 2018 se o aumento de produção anual for sempre de 10% em relação ao ano anterior? 

Esquematizamos o problema da seguinte forma: 


produção em 2013 = 20000 ado 


e produção em 2014 = produção em 2013 - 110 = 200000 - 110 = 220000 Se uma grandeza tem taxa de 
- E crescimento relativo igual a i, 
e produção em 2015 = produção em 2014 - 110 = 220000 - 110 = 242000 o novo valor é obtido fazendo 
e produção em 2016 = produção em 2015 - 110 = 242000 - 110 = 266200 e Uaa 
e produção em 2017 = produção em 2016 : 110 = 266200 - 110 = 292820 (1 +i) = (1 + 0,10) = 110 ou 11. 


e produção em 2018 = produção em 2017 - 110 = 292820 - 110 = 322102 

Nessas condições, a produção anual, nesse período, será representada pela sequência (200 000, 220000, 
242000, 266 200, 292 820, 322102). 

Note que, nessa sequência, cada termo, a partir do segundo, é obtido multiplicando o termo anterior por 
um número fixo (no caso, 1,10), ou seja, a produção anual teve uma taxa de crescimento relativo constante 
de 10% em relação ao ano anterior. 


Segquências com esse tipo de lei de formação são chamadas progressões Fique atento! 
geométricas (PGs). Nesse exemplo, o valor 1,10 é chamado razão da progressão Também já estudamos alguns 
asda E : aspectos das PGs em capítulos 
geométrica e indicado por q (no exemplo, q = 1,10). Dizemos que os termos Anteriores. 


dessa sequência estão em progressão geométrica (PG). 
Definição 
Progressão geométrica é toda sequência de números não nulos na qual é constante o quociente 
da divisão de cada termo (a partir do segundo) pelo termo anterior. Esse quociente constante é 


chamado razão (q) da progressão. Ou seja, uma progressão geométrica é uma sequência na qual 
a taxa de crescimento relativo de cada termo para o seguinte é sempre a mesma. 
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Exemplos de progressões geométricas: Fique sino! 


Aumentar uma vez é aumentar 100% 


a) A sequência (2, 10, 50, 250) é uma PG de quatro termos, em que o E 


1° termo é a, = 2 e a razão q = 5. Observe que: aumentar 200% (triplicar), e assim por 
250:50 = 5 diante. 
50:10 = 5 


10 : 2 = 5 > quociente constante = 5 (razão) 
A taxa de crescimento relativo de a para b é dada por 
10-2 _ 8 

2 


=a 


. Nesse exemplo, 


= 4 = 400%. Logo,q =1+i=1+4=85. 


b) A sequência (6, —12, 24, —48, 96) é uma PG de cinco termos, na qual a, = 6 e q = —2, pois: 
—12 : 6 = —2 


24 : (12) = —2 

—48 : 24 = —2 

96 : (-48) = —2 —> quociente constante = —2 (razão) 

Taxa de crescimento relativo: | = Es = z = —3 = —300%. 


Logo, q =1 + i=1+ (—3) = —2. 


Observação: De modo geral, observamos que uma sequência (a, à», A3, ..., An, ...) com a, # O é uma PG de 
razão q # 0 quando: 


a 
a2 = A) g> — =q a4 = A3 q => — =q 
GM a3 
= a3 _ n ss 
a3 = a2: q > — q an = An -1 q => q 
2 an -1 


Das igualdades acima, concluímos que: 


a a a a ; 
- - 2. n- =q, comg=1+i 
dı a2 a3 an -1 
s a ða ; i 
em que i = ——- (g, 4 + 0) é a taxa de crescimento relativo dos termos. 
an-ı 


Exercícios resolvidos 


. A sequência L 1.) é uma PG infinita. Deter- | 9. A população de um país é atualmente igual a Po e 


o ; = 
mine a razão dessa PG e a taxa de crescimento qi 2% ao ano, Qual será a população desse 
relativo dos seus termos. país daqui a t anos? 


Resolução: 5 
Resolução: 


Como a população cresce 3% ao ano, em cada ano 
a população é 103% a do ano anterior. 


Logo, a cada ano a população é multiplicada por 
103% = 1,03. 
Taxa de crescimento relativo: Após t anos, a população será Po - (1,03)". 
N 1 Nesse caso, temos a PG: 
a E 0,66... = —66,66%. Po, Po - (1,03), Po - (1,03), Po - (103)º, ..., Po * (1,03), ... 
F de razão 1,03. 


2 
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Fórmula do termo geral de uma PG 


Em uma progressão geométrica (a1, a», A3, ..., An, -..) de razão q, partindo do 1º termo, para avançar um 
termo, basta multiplicar o 1º termo pela razão q (a; = a19); para avançar dois termos, basta multiplicar o 
1º termo pelo quadrado da razão q (a4 = aq”); para avançar três termos, basta multiplicar o 1º termo 
pelo cubo da razão q (a, = aq”); e assim por diante. Desse modo encontramos o termo de ordem n, de- 
nominado termo geral da PG, que é dado por: 


an=: q"7' (ao passar de a; para an, avançamos (n — 1) termos) 
Nessa fórmula: 
e an = termo geral; e q; = 1° termo; 
e n = número de termos (até a,); e q = razão. 


Observação: Algumas vezes é conveniente colocar o 1° ter- : 
7 Fique atento! 


mo como a, e não a, ficando o termo geral da PG dado por Note que aj = as: q’, pois ao passar de a; 
an = do * q”. Por exemplo, se o número de sócios de um para dio avançamos 7 termos; 
clube hoje é 2000 e cresce 5% ao ano, quantos sócios esse as = a poisao passarde is paraʻás 
clube terá em 3 anos? retrocedemos 4 termos; 

Temos uma PG com ao = 2 000 e razão e assim por diante. 


À Dessa forma, podemos estender a 
q=1+i=1+ 0,05 = 1,05. definição do termo geral para: 
Após 3 anos, o clube terá aproximadamente 2 315 sócios an = ar: q7 * (ao passar de a; para an 


(as = ao: q = 2000(1,052 Se 315). avançamos (n — k) termos). 


Exercícios resolvidos 


10. Dê a fórmula do termo geral da PG (2, 4, ...). 13. Quantos elementos tem a PG (8, 32, ...,2*)? 


Resolução: Resolução: 

(Et = 8 
o = 2" 
q=A 


Na PG dada, temos a; = 2eq =2: 
an = a1: q” 
> an= 2" 
Logo, o termo geral da PG dada é a, = 2”. =] |=2"=8 400128 =2.20"à= 
= Bl = Aias Fan 
>2n+1=31>2n=30>n=15 
Resolução: Logo, a PG tem 15 elementos. 
fa =2 
Dados: E =3 
n=7 . Determine o valor de x de modo que os núme- 
a = a: qf >a; = 2 - 36 = a; = 1458 rosx+1,x +4ex + 10 formem, nessa ordem, 
Logo, a; = 1458. uma PG. 
Resolução: 

- Calcule o 1º termo de uma PG em que a, = 375 e Como os números dados são três termos conse- 
q=>. cutivos de uma PG, pela definição temos: 
Resolução: (x+47=(x+x+H10)> 

(au = 375 5x + 8x + 16 =x tlx + 10:=> 
Dados: E =5 > 8x-—1Ix=10 —16> 
=a > -3x = -6 > 3x =6>x=2 
a= 0º q > 375 = q: 5 > 125 qı = 375 > q4, = 3 Logo, o valor procurado é x = 2, e os números são 
Portanto, a, = 3. 3,6e 12. 


fi 
sq — de Di los = plot las Dacles: i 


. Qual é o 7° termo da PG (2,6,..)? 
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EZTI 


42. Verifique se cada sequência dada é uma PG. Em caso 
positivo, dê o valor da razão q. 
a) (1, 3, 9, 27, 8) ÉPG eq =3. 


b) (2, 4, 6, 8, 10, 12) não é PG. 

c) (400, 200, 100, 50) ÉPG e q = +. 
d) (5, —10, 20, —40, 80, 

e) (x, 4x, 16x, 64x, 256x) com x # O ÉPGeq = 4. 


160) ÉPG eq = —2. 


) 
) 


43.As sequências a seguir são PGs. Determine a razão de 
cada uma delas. 


a) (2,8,..)q=4 
b) [8,5] q = 


d yxy dar 


d) (104, 10”, ...) q= 1000 


44. Escreva uma PG: ais 
a) de 5 termos em que a; =7eq = 3; 
PG (-5, —10, 
-20, —40) 
c) de 4 termos em que a, = 10” e q = 10°. 
(1073,1071,10,10º) 
45. Nas progressões geométricas abaixo, qual é a taxa de 
crescimento relativo de cada termo para o seguinte? 
a) (5, 15, 45, 135, ..) 200% 


b) (1000, 800, 640, 512, ..) -20% 


b) de4termos em quem = Seg = 2; 


46. Empura. Uma população de bactérias é atualmente 


dada por Bo e cresce 5% por minuto. Qual será essa 
população daqui a n minutos? Bo- (1,05)" 

47. Smam A torcida de um determinado clube é atual- 
mente dada por Po, mas está diminuindo 3% ao ano. 
Se esse fato continuar a ocorrer, qual será a torcida 
desse clube daqui a t anos? Ps : (0,97)' 


48.Determine a fórmula do termo geral de cada PG: 
a) 28.) e 
b) (3,9,..); qq =3" 
E) 2, 1, su), dp 220 


49. Calcule: 
a) o 5° termo da PG (1,5,...); 625 


b) o 10º termo da PG (9, 27, ...). 177 174 


50.A produção de uma empresa nos meses de janeiro, 
fevereiro e março, respectivamente, forma uma PG. 
Se a produção em janeiro foi de 3000 unidades e em 
março foi de 27000 unidades, quantas unidades foram 
produzidas em fevereiro? 9000 unidades. 


51. Calcule o 1° termo da PG (a, a, as, ...) em que: 
a) a=N8eg=4;2 
b) as = 10º e q = 10.107 


52. Sabe-se que, em uma PG de números reais, a; = 48 e 
a; = > Qual é o 1° termo dessa PG? 96 


53. Determine x para que as seguintes sequências sejam PG: 
a) (4,x,9) x = -6 


b) (x — 3,x,x + 6)x-6 


54. Qual o número x que se deve adicionar a 2, 6 e 14 para 
que os números assim obtidos sejam, nessa ordem, 
termos consecutivos de uma PG? 2 


55. Um tanque tem capacidade Co de água e está cheio. 
Abre-se o tampão e essa capacidade decresce 4% por 
minuto. Qual será a capacidade desse tanque daqui a 
t minutos? c,-0,96' 


56. Empura. Uma indústria produziu 30 000 unidades de 


certo produto no primeiro trimestre de 2012. Supondo 
que a produção tenha dobrado a cada trimestre, quan- 
tas unidades desse produto foram produzidas no úl- 
timo trimestre de 2012? 240000 unidades. 


57. Empura (UFPE) Suponham que o preço de um auto- 


móvel se desvalorize 10% ao ano nos seus cinco pri- 
meiros anos de uso. Se esse automóvel novo custou 
R$ 10000,00, qual será o seu valor em reais após os 
cinco anos de uso? 


a) 5550,00. 
b) 5804,00. 
c) 6204,30. 
xd) 5904,90. 


) 
e) 5745,20. 


58. empura A população de uma cidade é hoje de 


200000 habitantes e cresce 2% ao ano. Qual será a 


população dessa cidade daqui a 10 anos? 
243 800 habitantes. 


59. moura No estudo de uma nova variedade de bac- 
térias, um cientista estimou que no início das obser- 
vações havia 500 bactérias. A cada 40 minutos, a 
quantidade de bactérias parecia triplicar. Supondo 
corretas as observações do cientista, quantas bacté- 


rias haveria após 4 horas de observação? 
364500 bactérias. 
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Fórmula da soma dos n primeiros termos 
de uma PG finita 


A soma dos n primeiros termos de uma progressão geométrica (a) derazãog Z Té S, = a1: 


Demonstração: 
Consideremos a PG finita (a, a2, A3, ..., An —1, An) € seja Sn a soma de seus termos: 
S, = da1 + d +a; +... + an- +a, 0) 
Vamos multiplicar os dois membros dessa igualdade pela razão q (q # 0), obtendo: 


qSn = aq + aq + ag +... + an-aq + anq 
— — =œ a 


a? a3 as an 


ou 
qSn = a2 + A3 + ... + An + anq AD 
Fazendo a subtração (1) — (1), obtemos: 
Sn— qSn = a — anq 


1 


Como a, = aq” ~ ', então a„q = ag” ~ 'q = aq”, daí: 


Sal = q) = a = ag" = Sai = q) = a0 = q” 
= ge 
Portanto, S, =: Ea para q 1. 


Exercícios resolvidos 


15. Uma empresa produziu 10000 unidades de certo 

E produto em 2012. A cada ano seguinte produzirá 
20% a mais desse produto em relação ao ano an- 
terior. Quantas unidades desse produto a empresa 
produzirá no período de 2013 a 2017? 


Resolução: 


1º maneira: 


Ano 


Produção 
(em unidades) 


10 000/12 000 |14 400 | 17 280 | 20 736 


120% de 10 000 = 12 000 

120% de 12 000 = 12 400, etc. 

No período de 2013 a 2017 a empresa produzirá: 
10 000 + 12 000 + 14400 + 17 280 + 20 736 = 74416 
As parcelas formam uma PG finita de razão q = 1,20. 
Assim, a soma dos cinco primeiros termos é 74 416. 


2º maneira: Usando a fórmula 
Como temos uma PG na qual a; = 10 000, q = 1,20 
en = 5 temos: 
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Fique atento! 
e Se fizéssemos = (1), obteríamos: 
Salg — 1) = anq — a, ou seja, 
Sn = ZEN 
q-—1 
- Essa fórmula também pode aparecer 


q" -1 
qH1 
g= 


assim: Sn = a1 ` 


Escolha a maneira que preferir na 
hora de usá-la. 


i= 0220F 


„aag = 
[=p 


1-9 
—1,48832 
—0,20 


> S5; = 10000: 
= 10000- = 74416 


Logo, no período de 2013 a 2017 a empresa produ- 
zirá 74 416 unidades desse produto. 


. Determine a soma: 


a) dos 10 primeiros termos da PG (3, 6, 12, ...); 
b) dos termos da PG (2, 2°, ..., 219). 


Resolução: 


a) Nessa PG, conhecemos: a = 3,q=2en=10. 
Aplicando a fórmula: 


b) Nessa PG, temos: a =2;q=2en=10. 
J= m oA 
J= 2 =] 


So =2 =2 = 2 046 


Exercícios 


60.Calcule a soma dos termos da PG finita: 64. Empura. Uma pessoa aposta na loteria durante cin- 
a) (1, 2,..., 512); 1023 co semanas, de tal forma que, em cada semana, o 
b) (5, 20, ..., 1280); 1705 valor da aposta é o dobro do valor da aposta da se- 


mana anterior. Se o valor da aposta da primeira sema- 
na é R$ 60,00, qual o total apostado após as cinco 
semanas? 


c) (1,22, ...,21).1365 


61. Seja uma PG na qual o 1º termo é 2, o último é 256 e a 
soma dos termos é 510. Qual é o valor da razão dessa PG? 2 


R$1860,00 
65.Clodoaldo criou um blog sobre futebol. Na 1? semana, 
houve 4 visitas ao blog, na 2º semana, 20 visitas e na 
3º semana, 100 visitas. Supondo que o número de 
MVIDADE . visitantes ao blog de Clodoaldo continue crescendo, 
63. Empurra Calculem o valor do número x sabendo que semana a semana, nesse mesmo ritmo, qual será o 


x=14 E pi 1 L total de visitantes do blog no 1° trimestre de sua exis- 


2 3 4 5 32 A a a 
2 2 2 2 2 tência? Suponha mês de 4 semanas. 
N 48 828 124 visitantes. 


62. Quantos termos devemos considerar na PG (3, 6, ...) 
para obter uma soma igual a 765? 8 termos. 


Uma lenda conta que um rei perguntou ao inventor do jogo de xadrez o que ele queria como 
recompensa pela invenção. E o inventor respondeu: “1 grão de trigo pela primeira casa, 2 grãos 
pela segunda, 4 pela terceira, 8 pela quarta, 16 pela quinta, e assim por diante, sempre dobran- 
do a quantidade a cada nova casa”. 


Í 


CURIOSIDADE 


[58] 


Dezoito quintilhões, 
quatrocentos e quarenta 
e seis quatrilhões, 
setecentos e quarenta e 
quatro trilhões, setenta e 
três bilhões, setecentos e 
nove milhões, quinhentos 
e cinquenta e um mil 
seiscentos e quinze. 


Como o tabuleiro de xadrez tem 64 casas, o inventor pediu a soma dos primeiros 64 termos 
da PG: 1, 2,4, 8,16, 32,.., de razão q = 2: 
= tê — 64 
= q) =. fio 24 —1 
1-q 1-2 


Fazendo esse cálculo, encontramos o gigantesco número de vinte algarismos: 


6 
À 
c 
E 


Dam d'Souza/Arquivo da editora 


Sa — GN 


Para refletir 
Como se lê este número? 


18 446 744 073 709 551 615 


Coitado do rei! Para cultivar tal quantidade de trigo, ele precisaria de 16 milhões de planetas 
iguais à Terra. 
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Soma dos termos de uma PG infinita 


Considerando a sequência h 1, + 4, 2 ), que é uma PG na qual a = 1e q = 1 Vamos calcular a 


E 
1 1 1 1 
soma 14 | ł | 
2 4 8 16 
ne f Cc a(q”-—)) l 
plicando a fórmula da soma S, = ga , vamos calcular: 
E = ] e 
ge datas 
Pr 1 
2 2 
5 ] 3 , 
Es a s S, = 20u15 
l] =! 
2 2 
E = ] -L , 
S = —8 a -= > S = L 0u1,75 
E: 1 
2 
| 1 ) 15 
Eq E ER 
l] 1 188 18 
2 2 
ls — ] 31 
S; = —2 E 
l} 1 16 16 
2 2 


Localizando os valores de $, S, $3, S4 € Ss na reta numerada, temos: 


1 
ay e e e e 
S, 


Se calcularmos Ss, verificaremos que S6 fica mais próximo de 2 que $s; o mesmo irá acontecer, suces- 
sivamente, com $, Ss, So, Sio, -~ etc. Assim, S, vai se aproximando do valor 2 tanto quanto quisermos, 
à medida que n vai tomando valores suficientemente grandes. Quando isso ocorre, dizemos que 

1 1 1 1 


14 + H T + .. converge e tem soma igual a 2. 
2 4 8 16 


Assim, uma progressão geométrica pode ser considerada um caso particular de uma função exponen- 
cial a, = a: q"! de domínio IN* = (1,2,3,4,...,n,..). O gráfico dessa função é formado pelos pares orde- 
nados (n, an). 
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Conexão entre progressão geométrica 
e função exponencial 


Já vimos que o termo geral de uma progressão geométrica é dado por a, = m q” 7 '. Nesse caso, pode- 
mos pensar em uma progressão geométrica como uma função que associa a cada número natural positivo 
no valor dado por a, = a1: q"”!. Essa função é a restrição aos números naturais positivos da função do tipo 


exponencial a(x) = aq". 
O gráfico dessa função é formado por uma sequência de pontos pertencentes ao gráfico de uma função 


exponencial. 


alx) 


i 

i 

° 

n Fique atento! 
Observe que não 
traçamos a curva 
contínua passando 
pelos pontos, pois o 
domínio é IN* e não IR. 


Tx 


N+- ---------30, 


= n—1 = e E 3 
mn: q com a= eq = 3, ou seja, an = -7 


Por exemplo, veja abaixo o gráfico de a, = 


Bd 9) h 27 392 ) 
O gráfico é formado pelos pontos h ž), k 2), b. ), etc. e a PG é dada por L p g) 


4 4 


Ts 


circenses ue 
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Fórmula da soma dos termos de uma PG infinita 


dan 
Usando uma calculadora, vamos calcular alguns valores para as potências £) E] ,helN*. 


n 5) n a 
2 10 
1 Mo 0,5 1 Ee 0,1 
2 10 
1 1 
2 ER 2 E, 
A 100 
1 1 
3 1 -025 3 l = 0001 
8 1000 
4 A =0065 4 1 -00001 
16 10000 
5 EO 5 — 1 — = 000001 
5 100000 | 
10 | —L = 0,0009765 0 | —— | = 0,0000000001 
1024 10000 000000 


n n 
Em ambos os casos, notamos que para um n suficientemente grande, o valor de [5] ou de a 


n 
pode se aproximar de zero tanto quanto se deseje. Dizemos, então, que o limite de a, = [5] ou o limite 
n 
de a, = o) , quando n tende ao infinito, vale zero. Representamos isso da seguinte maneira: 


Você sabia? 
nfinito não é um 
número, é uma 
ideia, um conceito 
abstrato que 
indica algo que 
nunca acaba, que 


lim [5] =0 e-se limite de [5] quando n tende a infinito é igual a zero 


ou 


n J continua 
. 1 E so 1 E SETIN indefinidamente. 
Tim S = 0| lê-se: limitede 5 quando n tende a infinito é igual a zero Csimbalode 
>10 10 infinito é oe. 


De modo geral, é possível provar que se q é um número real tal que |q| < 1, ou seja, —1 < q < 1, 


então lim g"= 0. 


Para calcular a soma dos infinitos termos de uma PG de razão q tal que —1 < q < 1, já sabemos que a 
1-9” 
= 


soma dos n primeiros termos dessa PG é dada por S, = a1: 
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Veja o que ocorre com essa soma quando n se torna arbitrariamente grande, ou seja, quando n tende a 
infinito. 


lim S, = mfa Z=) para-1<q<1] 
q 


n —> œ N —> œ 


Como vimos, lim q” = O e, então, temos: B 
n5 Para refletir 
O que acontece com a soma 
lim 5, = 1-0 — ĝi dos termos de uma PG 
A m n ai 1-q 1-q infinita de termos positivos 
e razão maior que 1? 


Concluindo: Aumenta indefinidamente, ou 
i seja, não converge para nenhum 
ET T valor. Não é possível calcular a 
Numa PG infinita (a, a», as, ..., An, ...) de razão q, soma dos termos nesse caso. 
com —1 <q <1, temos: 
í a 
lim Sa = = 
n> o =9 
Assim, a soma dos termos de uma PG infinita é 
dada por —™"— (para -1 < q < 1) 
I= 
Veja como calcular o limite da soma dos termos da progressão geométrica | , ] ; l i l s al 
$ 2 4 8 16 2" 
com n E INÊ 
Nesse caso, q = dg= À e temos: 
ti 2 19 ' Fique atento! 
i 4 Neg 
a 
lim S, = = = — = 4 =1ı A T E 
n> œ 1-q Jann = RR: 4 4º 
2 2 soll pia 
: i i ; 
Logo, lim S, =1. Isso significa que, quanto maior for n, a soma N E 
n> œ L É 
—,> —, . tendeal. 
asas plg será mais próxima de 1 asd: 
5 r E Gt + p : 


Veja uma interpretação geométrica desse fato considerando a área da região quadrada maior abaixo 


; P : 1 1 ss s : Said 
igual a 1. Inicialmente pintamos 7 dela, depois —, depois z? e assim por diante. Se continuássemos esse 


procedimento indefinidamente, iríamos nos aproximando da área total da região quadrada, que é 1. 
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Exercícios resolvidos 


17. Mostre que o limite da soma 0,6 + 0,06 + 0,006 +... 


quando o número de parcelas tende a infinito é igual 
a a ou seja, mostre que a fração geratriz da dízima 
0,666... é er 

3 


Resolução: 


Devemos calcular a soma dos termos da PG infinita 


(0,6; 0,06; 0,006; 0,0006; ...). Vamos calcular o limite. 


Nesse caso, q = 0,6e q = Z Assim: 
6 
a GT bg.) 
E OR a Ta 3 
10 10 


limn S = 


n5e 


Portanto, lim S, = £ 


. Determine o limite da soma da PG infinita 
E a 
9 27 
Resolução: 


As parcelas formam uma PG infinita na qual 


Como é < 1, podemos usar a fórmula lim S, = 
1 


n — œ =q 


lin S = 


n5 


1 
SE 
= 


3 
Logo, o valor procurado é 1. 


66. Determine o valor de 20 + 4 + $ H F.. 25 


67. Determine o valor dos limites das seguintes somas: 
Jedpdel ad 
2 4 8 3 
parlet 
2 8 


+ SE ad 


2 
8 


68.Determine o valor de x na igualdade 


x+ z + 7 +.. = 12, na qual o primeiro membro 


é o limite da soma dos termos de uma PG infinita. 8 
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19. A medida do lado de um triângulo equilátero é 10. 
Unindo-se os pontos médios de seus lados obtêm- 
-se os pontos médios dos lados desse novo triângu- 
lo equilátero. Unindo-se os pontos médios dos lados 
desse novo triângulo equilátero obtém-se um ter- 
ceiro e assim por diante, indefinidamente. Calcule 
a soma dos perímetros de todos esses triângulos. 


Resolução: 


Perímetro do 1º triângulo = 30 
Perímetro do 2º triângulo = 15 


Perímetro do 3º triângulo = 2 


Devemos calcular a soma dos termos da PG infinita 


[0.15 = na qual a; = 30e q= + 


lim Sn F 
n — œ =G 


Portanto, a soma dos perímetros é 60. 


Fique atento! 
Nessas condições, os 
perímetros sempre formam 


uma PG infinita de razão L 


69. Empuria. Seja um triângulo de área 40. Unindo os pon- 


tos médios dos lados desse triângulo, obtemos um 
segundo triângulo; unindo os pontos médios dos lados 
desse triângulo, obtemos um terceiro e assim por dian- 
te, indefinidamente. Calculem o limite da soma das 
áreas de todas essas regiões triangulares, sabendo que 
elas formam uma PG. 162 


70. Emourta Calculem a fração geratriz das seguintes dí- 


zimas periódicas, usando soma de PG. 
a) 0,777... L 
b) 0,515151... 17. 
c) 0,4333.. 3 
30 


Problemas envolvendo PA e PG 


Para completar o capítulo sobre progressões, estudaremos e resolveremos problemas que envolvem PA 


e PG ao mesmo tempo. 


Exercícios resolvidos 


20.São dados quatro números, x, y, 6, 4, nessa ordem. 
Sabendo que os três primeiros estão em PA e os 
três últimos estão em PG, determine x e y. 
Resolução: 
Sex,y e 6 estão em PA, temos y = ss 5 ei 
Se y, 6 e 4 estão em PG, temos 6º = 4y. 
Devemos resolver o sistema formado por essas 
duas equações: 
=. x 6 
2 
4y =36>y=9 


9= = Do =» 


Então, x =12ey = 9. 


. Asequência (a, b, c) é uma PG crescente e a sequência 
(a — 1, b, c) é uma PA. Sabendo que a + b + c = 19, 
determine os valores de a, b e c. 


Resolução: 
Se (a, b, c) é uma PG, obtemos b? = ac. 
Se (a — 1, b, c) é uma PA, temos: 


b= ,2b=a-1+c 


71. Empurta, Calculem x e y sabendo que a sequência 


(x, y, 9) é uma PA e a sequência (x, y, 12) é uma PG 
crescente, ou seja, a3 > a > d}. y = 18 ou y = 6;x =3 
72. moura A sequência (a, b, c) é uma PA e a sequência 
(a, b,c + 1) é uma PG. Se a + b + c = 18, escrevam a 

PA sabendo que ela é crescente. (4, 6,8) 


73. mpura A sequência (a, a», as, a4) é uma PA de razão 


4 e a sequência (b,, bz, bs, b4) é uma PG de razão 4. 


Sabendo que a, = b; e a, = b;, escrevam a PA e a PG. 
PA (4, 8,12,16); PG (1, 4,16, 64) 
74 ATIVIDADE 


« EmbupLA Sabendo que os números 2, log x, log y, nes- 
sa ordem, estão simultaneamente em PA e em PG, 
calculem x e y. x = 100 e y = 100 


Devemos, então, resolver o sistema: 
b? = ac © 
2b =a -1+0 4) 
a+b+c=19 (MD) 
De aD, temos: 
2b=aqa-1+c>a+c=2b4 10) 
De (ID, temos: 
a+b+c=19>5a9+c=19-b() 
Comparando (V) e V, temos: 
2b+1=19-b=>2b+b=19 
=> b=6 
Conhecido b = 6, temos um novo sistema: 


36 = ac 
a+c=13 


IŠ eS 


atc=-3B>5a]a=83-c 
36=(3 = oc=>36-=Be- = 
A=25 
c'=9ec"=4 
ec-959=8B 


2 


9=4 
ec=45]4=13-4=9 


Como a PG (a, b, c) é crescente temos a = 4, b = 6e 
c=9. 


75. empura (OBM-adaptado) Em cada círculo da fila 


abaixo deveriam ser colocados números de modo 
que a soma de três números quaisquer vizinhos 
(consecutivos) seja 12. 


No último círculo à direita deve estar escrito o número: 
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Outros 


A volta d t 
contextos E a a 


Em 1798 Thomas Robert Malthus (1766-1834) fez uma previsão que 
ficou famosa. De acordo com ela os ganhos de curto prazo nos padrões 


SPL/Latinstock 


de vida, inevitavelmente, seriam desestabilizados à medida que o 
crescimento da população mundial superasse a produção de alimentos, 
levando assim os padrões de vida a voltar aos níveis de subsistência. 
“Pode-se seguramente declarar que, se não for a população contida 
por freio algum, irá ela dobrando de 25 em 25 anos, ou crescerá em 
progressão geométrica (1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, ...). Pode-se afir- 
mar que os meios de subsistência, nas mais favoráveis circunstâncias, 
só poderiam aumentar, no máximo, em progressão aritmética (1, 2,3, 


4,5, 6, 7, 8, 9, 10)”, comentava na época. Veja o gráfico representando 


Thomas Robert Malthus, 


demógrafo e economista inglês. essa afirmação: 
Durante duzentos anos, eco- 
nomistas afirmaram que Mal- 
Representação gráfica da teoria malthusiana i PERA 
0 paaa thus ignorou o avanço tecnológi- 
q . LE ET 
FER co, o que teria permitido que a 
a CU 
38 curva de crescimento da popula- 
nm Do pas P i N 
Ss ligo | ção se mantivesse à frente da cur- 
T Vl ee - A 
da ES e va de alimentos. O argumento é 
E cs mg ue a produção de alimentos po- 
E: — il He E 
1 = de na verdade crescer geometri- 
(0) 2 
HI ANOS FUTUROS 25 50 75 camente porque, além da terra, a 
LEGENDA: produção depende também do 
Crescimento da produção de alimentos — 
Crescimento do efetivo populacional ——————————— know-how. Com os avanços na 


Excedente na produção de alimentos | |||||| 


Excedente no efetivo populacional IIHI produção de sementes, nutrientes 


do solo, reposição de nutrien- 
Disponível em: <«www.miniweb.com.br/ciencias/artigos/Thomas Robert Malthus.pdf>. tes, irrigação, mecanização e ou- 
SRA tros, os suprimentos de alimentos 
podem permanecer bem à frente da curva de crescimento da população. Em outras 
palavras, os avanços tecnológicos em todos os seus aspectos permitem que a pro- 
dução de alimentos cresça mais rápido que a população. 

Outro fator, ao que tudo indica, que solapa o argumento de Malthus é a transição 
demográfica: as sociedades passam de condições em que altos índices de fertilidade 
são, grosso modo, compensados por altos índices de mortalidade para condições 
de baixos índices de fertilidade, com baixas taxas de mortalidade. Malthus não 
contava com avanços na saúde pública, planejamento familiar e métodos modernos 
de contracepção, que, junto com a urbanização e outras tendências, resultariam em 
um declínio acentuado nas taxas de fertilidade, chegando até abaixo da “taxa de 
substituição” de 2,1 filhos por casal. Talvez a população do mundo tenha revertido 
sua tendência de crescimento em progressão geométrica. 
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As críticas ao pessimismo de Malthus resistiram por longo tempo. Desde a 
época de Malthus, os salários médios no mundo todo aumentaram em pelo menos 
uma ordem de grandeza, de acordo com analistas econômicos, apesar de a popu- 
lação ter aumentado de cerca de 800 milhões em 1798 para 7 bilhões atualmente. 
E, embora o planejamento familiar e os métodos contraceptivos tenham de fato 
assegurado um baixo índice de fertilidade em muitas partes do mundo, a taxa de 
fertilidade geral permanece em 2,6, muito acima da taxa de substituição. 

Na verdade o espectro de Malthus não foi exorcizado — ao contrário, longe disso. 
Se de fato continuarmos a consumir uma quantidade desmedida de petróleo e ti- 
vermos falta de alimentos, se reduzirmos as reservas fósseis de água do subsolo, 
destruirmos as florestas restantes, devastarmos os oceanos e enchermos a atmos- 
fera com gases do efeito estufa, que pode provocar descontrole no clima da Terra 
com a elevação do nível dos oceanos, poderemos estar confirmando a maldição de 
Malthus, embora tudo isso possa ser evitado. A ideia de que know-how aprimorado 
e redução voluntária de fertilidade possam sustentar um crescente nível de ganhos 
para o mundo parece correta, mas somente se futuras tecnologias nos permitirem 
economizar o capital natural e não apenas encontrar maneiras mais inteligentes 
de reduzi-lo, de forma mais barata e rápida. 

Será que Malthus foi derrotado? Depois de dois séculos, realmente ainda 
ninguém sabe. 


Adaptado de: Artigo de Jeffrey Sachs. Scientific American Brasil. out. 2008. Disponível em: <www.2.uol.com.br/sciam/artigos/ 
falta mundial de alimentos foi prevista por malthus em 1798 imprimir.html>. Acesso em: 5 dez. 2012. 


Trabalhando com o texto 


1. Observe o gráfico presente no texto e sintetize a teoria de Malthus. 


2. Quais ações podem ser tomadas para contribuir para o desenvolvimento sustentável do 
planeta? 


3. Sabendo-se que o modelo de Malthus é, de modo geral e simplista, dado por P;= Po: gf, 
que representa a fórmula do termo geral de uma progressão geométrica de razão q, aqui 
considerada constante, e t é o tempo, em décadas. Em uma determinada ilha, cuja po- 
pulação inicial (Po) é de 7 milhões de indivíduos e a razão q é 2, calcule a quantidade de 
habitantes depois de decorridos 40 anos. 112 milhões. 


Pesquisando e discutindo 


4. São comuns os discursos que relacionam a ocorrência da fome no planeta ao crescimento 
populacional. Você concorda com isso? 


5. No Brasil temos uma grande abundância de alimentos, somos o quarto maior produtor 
mundial. Porém, mesmo com essa realidade, muitos brasileiros ainda passam fome. Faça 
uma pesquisa sobre o problema da fome no Brasil. 


Procure mais informações nos sites: 
* Consumo consciente para um futuro sustentável <«www.akatu.org.br>; 


* Quanta comida uma pessoa adulta come em um ano? <mundoestranho.abril.com.br/ 
alimentacao/pergunta 287560.shtml>. 


Acessos em: 24 out. 2012. 


1.Ateoria de Malthus 
prega que o 
crescimento 
populacional será 
maior do que o 
crescimento da 
produção alimentícia. 


2. Migrar para um tipo de 
energia limpa, como a 
solar; desenvolver 
automóveis com alto 
rendimento, 
agricultura com 
reaproveitamento da 
água e edifícios verdes 
que reduzam 
fortemente o consumo 
de energia. 


4. A fome que castiga 
mais da metade da 
população mundial é 
resultado da má 
distribuição da renda e 
não da carência na 
produção de alimentos. 
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Photo Researchers/Latinsto k 
Ch 


Cláudio Ptolomeu 


Hiparco de Niceia 


Trigonometria 
no triângulo 


Bettmann/Corbis/Latinstock 


retângulo 


Contam os historiadores que, por volta do ano 140 a.C., o 
grego Hiparco de Niceia (c. 190 a.C.-c. 120 a.C.) — considerado 
o maior astrônomo do mundo - relacionou os lados e os ân- 
gulos de um triângulo retângulo e elaborou, pela primeira vez 
na história da humanidade, o equivalente ao que hoje é uma 
tabela com valores trigonométricos dos ângulos de 0º a 90º. 

Posteriormente, já no século Il, o astrônomo e geógrafo 
grego Ptolomeu (85-165) estabeleceu em sua obra Almagesto 
novas proposições trigonométricas. Ele elaborou uma tabela 
de cordas correspondentes a ângulos de 0° a 180º, ordenadas 
crescentemente, que é equivalente a uma tabela de senos, 

um dos conceitos centrais da Trigonometria. Nessa obra, Pto- 
lomeu apresentou também a teoria geocêntrica, que se man- 
teve por cerca de 1500 anos. 

Povos árabes, que tiveram acesso ao Almagesto, divulga- 
ram na Europa os conhecimentos sobre Astronomia e Trigo- 
nometria. Depois disso, importantes trabalhos hindus sobre a 
Trigonometria foram traduzidos para o árabe, no fim do sécu- 
lo VIII, mas o primeiro tratado sistemático sobre o tema foi 
elaborado pelo matemático alemão Johann Miller (1436-1476), 
em sua obra De triangulis (Tratado dos triângulos). 

Neste capítulo estudaremos o resultado do trabalho de 
muitos matemáticos: a trigonometria no triângulo retângulo. 


Reprodução/Wikimedia Commons 
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ÉS Semelhança de triângulos 


Neste capítulo retomaremos o estudo da Trigonometria (do grego: ‘medida dos triângulos”), revendo e 
aprofundando a Trigonometria no triângulo retângulo. O conceito de proporcionalidade é questão central 
nesse processo, portanto faremos uma revisão de tópicos relevantes da Geometria plana. 


A proporcionalidade, principalmente na forma do teorema de Tales ou de semelhança de triângulos, foi 
um dos conhecimentos geométricos mais úteis ao longo dos tempos. Foi com semelhança de triângulos que 
Aristarco (310 a.C.-230 a.C.) comparou as distâncias da Terra, e com que os matemáticos árabes estabelece- 
ram as razões trigonométricas. 

Tales de Mileto (624 a.C.-547 a.C.), considerado um dos mais versáteis gênios da Antiguidade, levou para 
a Grécia a Geometria dos egípcios e começou a aplicar a ela os procedimentos da Filosofia grega. Com seu 
método de comparar sombras, hoje conhecido como teorema de Tales, realizou muitos cálculos até então 
inéditos. O mais famoso deles foi a obtenção da altura de uma pirâmide. 


Conta-se que Tales fincou uma vareta verticalmente no chão, ao lado da pirâmide. Esperou até um mo- 
mento em que a sombra e a vareta tivessem exatamente o mesmo tamanho. Nesse instante, Tales 
mediu a sombra da pirâmide, descobrindo assim sua altura. 


Junte-se com um colega e discutam como esse 
método usado por Tales permite que se descubra a 
altura da pirâmide. Poderia ter sido usado outro mo- 
mento do dia, por exemplo, o momento em que a 


sombra da vareta fosse metade da altura dela? 

A ideia aqui é que os alunos reflitam sobre a situação proposta. Podem 
surgir dúvidas sobre o fato de a pirâmide não ser um segmento vertical. 
Estimule os alunos a vencer suas dificuldades. Seria interessante que as 
duplas discutissem entre si. 


Você sabia? 
Tales é considerado um dos sete sábios da Antiguidade. 


Formem trios e pesquisem quem são os outros seis. | 


Periandro de Corinto, Pítaco de Mitilene, Bias de Priene, Cleóbulo de 
Lindos, Sólon de Atenas e Quílon de Esparta. 


Feixe de retas paralelas 


Feixe de retas paralelas é um conjunto de retas 
distintas de um plano, paralelas entre si. 


As retas r, s e t da figura abaixo constituem um feixe de retas paralelas. 


Transversal ao feixe de retas paralelas é uma reta do 
plano do feixe que intersecta todas as retas do feixe. 


Na figura, as retas a e b são transversais ao feixe. 
A e A' são pontos correspondentes. Também são correspondentes os pontos Be B, Ce C'. AB e A'B' 
são segmentos correspondentes. Igualmente, BC e B'C', assim como AC e A'C”. 
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Teorema de Tales 


Se duas transversais intersectam um feixe de retas paralelas, 
então a razão entre dois segmentos quaisquer de uma transversal 
é igual à razão dos segmentos correspondentes da outra. 


Vamos comprovar esse teorema, para o caso em que os segmentos são comensuráveis (o feixe de 
paralelas divide as transversais em segmentos cujas medidas podem ser expressas por uma quantidade 
inteira de uma certa unidade). 

Considere um feixe de paralelas e duas transversais, como indica a figura abaixo. 


Vamos supor que exista um segmento u de modo que AB = mu e CD = nu (m, n E IN), ou seja, que AB e 


E ma ah ~- AB 
CD são números racionais. Estabelecendo a razão CD obtemos: 


Pelos pontos que dividem AB e CD em m en partes congruentes ao segmento de medida u, traçamos 


retas paralelas ao feixe. Desse modo, os segmentos A'B’ e C'D' ficam divididos em m e n partes iguais a u’, 
respectivamente. 


Temos: 
Fique atento! 
AB' mu m D O teorema de Tales também é válido 
C'D' nu' n para os casos em que os segmentos 


envolvidos são incomensuráveis. 
Das relações (1) e AD, concluímos que: 


Podemos também enunciar o teorema de Tales assim: 


Um feixe de paralelas determina, em duas transversais 
quaisquer, segmentos proporcionais. 


Em decorrência das propriedades das proporções, valem também as igualdades: 


AC AME! AC _ AC Se necessário, recorde com os alunos as 
AB A'B' ou BC B'C' propriedades de uma proporção. 
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Exercícios resolvidos 


Nas figuras, as retas r, s e t são paralelas. Determine 
o valor de x. 


Resolução: 


Exercícios 


1. Nafigura,r//s//t. Determine a medida do segmento AB. 


5 
X = — 
4 


3. Três terrenos têm frente para a rua A e para a rua B, como 
mostra a figura. As divisas laterais são perpendiculares 
à rua A. Qual é a medida de frente para a rua B de cada 


lote sabendo que a frente total para essa rua tem 180 m? 
80 m; 60 m; 40 m Rua B 


40m 30m |20m 


Rua A 


2. Observe a planta de um loteamento: 


12m y Rua Pitágoras 


Quais são as medidas aproximadas das frentes dos 
lotes 2 e 3? 


Resolução: 
Este problema pode ser resolvido usando-se o 
teorema de Tales, como segue: 
12 B5 
X 15,4 
2 BS 
y 163 
O lote 2 tem aproximadamente 13,7 m de frente e 
o lote 3 tem aproximadamente 14,5 m. 


>x =713,7 


>x = 145 


seu livro! 


4. Na figura, a reta DE é paralela ao lado BC do triângulo 
ABC. Calcule o valor de x. x= 9 


5. Emeouipe (Fuvest-SP) A sombra de um poste vertical, 


projetada pelo sol sobre um chão plano, mede 12 m. 
Nesse mesmo instante, a sombra de um bastão ver- 
tical de 1m de altura mede 0,6 m. A altura do poste é: 
a) 6m. b)72m. cd Rm. xd)20m. e 72m. 


6. Emeouiee (Unicamp-SP-adaptado) A figura mostra um 


segmento AD dividido em três partes; cada parte tem 
a seguinte medida: AB = 2 cm, BC = 3 cm e CD = 5 cm. 
A B C D 


D' 
O segmento AD' mede 13 cm e as retas BB’ e CC" são pa- 


ralelas a DD’. Determine o comprimento do segmento AB”. 
xa) 2,6. b) 2,7. c) 2,8. d) 2,9. e) 3,0. 
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Semelhança de triângulos 


Dois triângulos são semelhantes se, 
e somente se, possuem os três ângulos ; z -a 
Homólogos: que têm a mesma posição 
ordenadamente congruentes e os lados relativa; correspondentes. 
homólogos proporcionais. 


Observe os triângulos ABC e A'B'C': 


A A! Recorde com os alunos o 
significado da expressão “se, e 
somente se”, indicada por &. 


AABC e AA'B'C' são semelhantes. Indicamos assim: AABC ~ AA'B'C.. 


A=A 
5 Fique atento! 
AABC — AABC' é dB = Be L = = = k (razão de semelhança) O simbolo:= 
a b' i d significa 
| = ê congruente. 


Se dois triângulos são semelhantes com razão de semelhança k (ou seja, a razão entre dois lados homó- 
logos quaisquer é k), então quaisquer outros elementos lineares homólogos desses triângulos (alturas, pe- 
rímetros, medianas, etc.) também serão proporcionais com razão k. 


di bı C1 hi dı + b; TEL = k 
a b, C h a +b, +C 


AABC ~ AA'B'C' & 


Fique atento! 
aı + bı + & ea + b} + c são os perímetros 
de cada triângulo. 


Para saber se dois triângulos são semelhantes, basta verificar alguns elementos específicos. 
Acompanhe a seguir os casos de semelhança. 
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Casos de semelhança 
1° caso: critério AA (Ângulo, Ângulo) 


Dois triângulos são semelhantes se dois ângulos 
de um são congruentes a dois ângulos do outro. 


A 
A! 
= A! 
- => AABC— AN'B'C 
=p 
B C 


B' C 


w> D> 


2° caso: critério LLL (Lado, Lado, Lado) 


A 
a 
B a C 


3º caso: critério LAL (Lado, Ângulo, Lado) 


Dois triângulos são semelhantes se os lados 
de um são proporcionais aos lados do outro. 


= 2 = £ 5 MBC ~ M'B'C' 
Ç 


Dois triângulos são semelhantes se possuem um ângulo 
congruente compreendido entre lados proporcionais. 


A 
€ 
F 
B a C 
Por exemplo, considere o triângulo ABC, retângulo em A, e seja D um ponto do segmento AC e DE per- 


pendicular ao lado BC. 
Vamos verificar se AABC ~ AEDC: 


Ê = À (ret 
(retos) , ADES AABC (caso A4) 
C é comum 
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I 
gq 


a è = AABC ~ AAB'C' 


Propriedade (teorema fundamental da semelhança) 


Toda reta paralela a um lado de um triângulo que intersecta os outros dois 
lados em pontos distintos determina outro triângulo semelhante ao primeiro. 


A 
D E t 
B C 
r //BC 
r N AB = {D}} Assim, Ê = Del = Ê. Logo, AADE ~ AABC. 
rN AC = (E) 


Exercicios resolvidos 


3. A figura abaixo mostra um quadrado PORS inscrito em um triângulo ABC. Sendo BC = 24 cm e a altura 
relativa a essa base igual a 16 cm, calcule a medida do lado desse quadrado. 


Resolução: 
No quadrado PORS, o lado PỌ é paralelo ao lado BC do AABC. Como AAPOQ é semelhante ao AABC, temos: 
Salta im des 
16 5 
Logo, o lado do quadrado mede 9,6 cm. 


. (Fuvest-SP) Na figura abaixo, o triângulo ABC é retângulo em A, ADEF é um quadrado, AB = 1 e AC = 3. Quanto 
mede o lado do quadrado? 


Resolução: 


Como ABDE — BAC, então: 


a lin 3X53- 3X 
3 X 


>4x=3>x=Ż = 0,75 


O lado do quadrado mede 0,75. 
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7. Justifique a semelhança dos triângulos ABC e DEC. 


AABC ~ ADEC, A 

pois têm dois 

ângulos 

correspondentes c E 
congruentes: 

B = Ê (retos): 

=G 

(opostos pelo 

vértice). 


8. mbuma Dados os triângulos ABC e DEF, isósceles de 


bases BC e EF, e sabendo que A = D, mostrem que 


tais triângulos são semelhantes. A = D; Ê = Ê; ĉ = Î 
Pelo caso (AA) temos que os triângulos ABC e DEF são semelhantes. 


9. Os triângulos ABC e MNO são semelhantes. Determine 
as medidas n e o0. n = 8,4 cm e o = 9,6 cm 


A 7cm 18 cm o 
CN 
8 cm E 
o 
15 cm 
M 
B 
10. Determine o valor de x: x = 11,25 


A 
10 


20 


11. Dois triângulos são semelhantes. O perímetro de um 
dos triângulos é de 35 cm e o do outro, de 105 cm. Qual 
é a razão de semelhança entre os triângulos? + ou3 


12. Dos três triângulos desta figura (AABC, ABCD e AABD), 
há dois que são semelhantes. Quais são eles? 


AABCe AABD 
G 
3,5 cm 
D 
4cm 
4,5 cm 
A 6cm B 


13. Determine o valor de x na figura abaixo: 


14. Determine o valor do maior lado do retângulo MNPO 
abaixo, sabendo que a base do retângulo mede o do- 
bro da sua altura. 10 


15. Emeouipe (Mack-SP) Na figura abaixo, MNPO é um lo- 
sango. Se MT = 12 e MS = 6, quanto mede cada lado 


do losango? 4 
M 


1O 


T P 5 


16. Na figura abaixo considere que a medida da altura da 
árvore é 10 m, a distância entre ela e o observador é 
de 50 m e a distância da árvore ao ponto M é de 70 m. 
Considerando que o olho do observador, o topo da 
árvore e o topo da torre estão alinhados, qual é, apro- 
ximadamente, a medida da altura da torre? x= 24 


Dam d'Souza/ 
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17. Sabendo que na figura abaixo temos três quadrados, 
calcule o valor de x. 4 
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Uso de semelhança para medir distâncias inacessíveis 
Como medir a altura de um prédio, de uma árvore, de um poste? 


Neste capítulo aprenderemos que há muitas maneiras. Por exemplo, poderíamos medir essas alturas 
indiretamente usando semelhança de triângulos e proporção. 


Mais adiante, veremos que também seria possível usar a Trigonometria. Como fazer isso? Examine este 
exemplo: 


Um homem deseja saber a altura de uma cesta de basquete. Como calcular essa altura com o auxílio de 
um triângulo de papel DFG? 

Vamos medir a altura aproximada de uma cesta de basquete. Para isso, usaremos a metade de uma 
folha de papel quadrada, como mostrado abaixo. Observe que DG = FG. 


Siga estes procedimentos: H 


1. Mire o topo da cesta conservando a parte inferior da folha 
(DG) paralela ao chão. Talvez você precise afastar-se ou 
aproximar-se da cesta para que isso ocorra. 


2. Meça a distância entre você e a perpendicular ao chão 
que passa pela cesta: AB = 140 cm na figura ao lado. 


Observe que AB = DC. Logo, DC = 140 cm. 


3. Meça agora a distância do chão aos seus olhos na figura: 


AD = 160 cm 
Veja que AD = DC. Logo, BC = 160 cm. 
ADCE ~ ADGF (dois ângulos correspondentes congruentes) 
Da semelhança dos triângulos DCE e DGF, concluímos que: 


DE DC E 
DF DG FG 


Observando a última igualdade o a e sabendo 
DG FG 


que DC = FC, concluímos que DC = EC. 


Assim, a altura da cesta de basquete é dada por: 
BC + CE na figura: 


160 cm + 140 cm = 300 cm = 3 m 
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18. Use o método da folha de papel quadrada e determine | 19. EmeouipE Usem o método do exercício anterior e deter- 


a altura do mastro da bandeira do desenho a seguir. minem as medidas de algumas alturas (casa, edifício, 
Serem AEM poste, árvore, etc.). Em seguida, copiem a tabela a se- 
guir no caderno e completem-na. Respostas pessoais. 


Distância Distânciado | Altura do 
atéo objeto | chão aos olhos objeto 
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Polígonos semelhantes 


Quando dois polígonos têm todos os lados correspondentes 
proporcionais e todos os ângulos correspondentes congruentes, 
eles são chamados polígonos semelhantes. 


20. Observe estes dois hexágonos regulares e responda: 


20. b) Sim. Como os hexágonos A! 


são regulares, seus | A 2 
ângulos são F B F B' 
congruentes: 

todos os 

ângulos internos 

de ambos os D E’ Ĉ' 
hexágonos medem 120°. 

Logo, os ângulos correspondentes 5 
são congruentes. 


a) Os lados correspondentes são proporcionais? 


Justifique sua resposta. 
Sim. Constante de proporcionalidade: 2. 
b) Os ângulos correspondentes são congruentes? 


Justifique sua resposta. 
c) Esses hexágonos regulares são semelhantes? 


Sim. Os lados correspondentes são proporcionais e os ângulos correspondentes 
são congruentes. 


Para refletir 
Polígonos regulares 
com o mesmo número 
de lados são sempre 


a lado semelhantes. Por quê? 


correspondentes 
são proporcionais e os ângulos correspondentes são congruentes. 


21. Examine esta figura e responda: todos os pentágonos 
regulares são semelhantes? 


Sim. Os ângulos 
correspondentes são 
congruentes e os lados 
correspondentes são 
proporcionais. 
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x+ 30 


Sabendo que R; e R» são retângulos semelhantes, calcule: 
a) as medidas de seus comprimentos; R;:40 m;R:24m 
b) a razão entre as medidas das larguras (R; por R); Ž 
c) a razão entre as medidas dos comprimentos 

(R; por R3); > 
d) a razão entre os perímetros (R; por R3); 2 


e) a razão entre as áreas das regiões retangulares 
(Rı por R3). = 


23. Verifique se estes pentágonos são semelhantes. 


Explique sua resposta. Não. No primeiro pentágono há 
um ângulo reto (C) e no segundo, não. Isso já garante que os pentágonos 
A não têm ângulos A! 
B correspondentes 
ROSNER 


B' E' 


D ag D' 


24. Verifique se cada uma das frases abaixo é verdadeira 
ou falsa, justificando suas respostas. 
a) Todos os quadrados são semelhantes. verdadeira. 
b) Todos os retângulos são semelhantes. Falsa. 
Veja as justificativas no Manual do Professor. 
25. Verifique se há duas figuras semelhantes abaixo. Em 
caso positivo, justifique sua escolha. 


Figura 1 
Figura 2 


Sim. As figuras 1 e 3 possuem ângulos correspondentes Figura 3 

congruentes e lados de medidas proporcionais, pois da figura 1 para a 
figura 3 todas as medidas dos lados dobraram. 

26. DESAFIO 


eméouirE Dois formatos predominam como padrão 
em telas e monitores de TV. O “4:3” e o “16:9” 
(widescreen). Esses valores se referem à proporção 
das dimensões da largura e da altura da tela (ou, de 
forma equivalente, à proporção das colunas e linhas 
das imagens). 

As imagens (tanto fotos como vídeos) costumam se- 
guir um desses dois padrões, sendo que quanto maior 
a resolução da imagem, mais linhas e colunas serão 
exibidas e, portanto, maior o nível de detalhe exibido. 
Por exemplo, 460 x 480 (VGA), 800 x 600 (SVGA), 
1024 x 768 (XGA) e 1280 x 920 são alguns dos for- 
matos mais comuns do padrão 4:3. 

a) Todos os formatos do padrão 4:3 representam 


retângulos semelhantes? Justifiquem. Sim, os ângulos 
correspondentes são todos retos e os lados estão na mesma proporção. 
) Uma imagem no formato UXGA tem dimensões 


1600 x 1200. Essa imagem é padrão 4:3 ou 16:9? 
Justifiquem. ¢ 4.3 pols 1600 _ 1200- 


4 3 
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Relações métricas no triângulo retângulo 


O triângulo retângulo 

O triângulo retângulo é um dos mais importantes tipos 
de triângulo, pela utilidade que ele tem em Matemática e 
na vida cotidiana. Pelo fato de possuir um ângulo reto, o 
triângulo retângulo é muito usado em Engenharia, em cons- 
truções de todos os tipos. 

Há mais de 5 mil anos, os egípcios já utilizavam triângu- 
los de lados proporcionais a 3, 4 e 5, feitos de corda, para 
obter ângulos retos. 


Para refletir 
Formem duplas e pesquisem quem eram os “esticadores 
de cordas” no antigo Egito e o que eles faziam. 


Em um triângulo retângulo, o maior lado é a hipotenusa (lado oposto ao ângulo reto). Os outros dois 
lados, perpendiculares entre si, são catetos. Os ângulos agudos são complementares (a + B = 90º). 


hipotenusa 
cateto 


cateto 


Elementos do triângulo retângulo 


Consideremos um triângulo ABC, retângulo em A, e o segmento AD perpendicular ao lado BC, com D 
em BC. 
Ficam definidos os seguintes elementos do AABC: 


A 
<P 


BC hipotenusa (medida a) 


AC cateto (medida b) 


BD projeção do cateto AB sobre a hipotenusa (medida m) 


CD 


= 
—> 

AB — cateto (medida c) 
—> 
—> projeção do cateto AC sobre a hipotenusa (medida n) 
-> 


AD altura relativa à hipotenusa (medida h) 
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Relações métricas 


Uma importante aplicação da semelhança de triângulos são as relações métricas no triângulo retângulo. 


Triângulos semelhantes 


A altura relativa à hipotenusa de um triângulo retângulo ABC divide-o em dois triângulos retângulos seme- 
lhantes a ele e semelhantes entre si. Observe: 


Como os três triângulos têm todos os ângulos congruentes, pelo 1º caso de semelhança, temos: 


AABC ~ ADBA ~ ADAC 


As relações métricas 
Da semelhança entre AABC e ADBA, segue que: 


[E = 2 > = 5 čĉ=am D Fique atento! º 
BC BA a c Você reparou que as relações 
(D e (1) são as mesmas, 
apenas mudam do lado 
Da semelhança entre AABC e ADAC, temos: esquerdo para o lado direito do 
triângulo ABC? Ambas podem 
Es o ser generalizadas como: 
AB DA E h cateto? = hipotenusa - projeção 
BC AC a b 


AC DC b n 
BC AC “a b 


Da semelhança entre ADBA e ADAC, segue que: 


DA DC h n 3 
> =>. 5 = => hº=mn 
DB DA m h v 


Somando membro a membro (1) e (I), temos: 


b? +c? =amtan>b+c=alm+n> b+c=a? V) (teorema de Pitágoras) 
Observe agora a aplicação dessas relações métricas na resolução de problemas. 
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Exercícios resolvidos 


5. Calcule o valor de x em cada uma das figuras. 


a) 


Resolução: 
a esam Xaas Aan 


b) Pelo teorema de Pitágoras: 


tX =5"59+xX=955>x=16>x=4 
Are E 82 => rN 
ah=bc>10x=6:8>x=48 


27. Determine o valor de x, y, z e w no triângulo retângulo 


abaixo. x = 9;y Z 


5 e 


QO 


12 


[E 
15 


28.Calcule as medidas b, c e h indicadas no triângulo 
retângulo a seguir: b = 1043; c=10; h = 543 
A 
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. Uma rodovia cruza uma hidrovia perpendicular- 
mente por meio de uma ponte. Ambas podem 
ser consideradas retilíneas. No mesmo instante 
em que um carro cruza a ponte, a uma velocida- 
de constante de 100 km/h, uma barcaça passa 
sob a ponte a 60 km/h e prossegue a viagem a 
essa velocidade. Após 15 minutos, qual será a 
distância aproximada entre o automóvel e a bar- 
caça supondo que ambos estejam no mesmo 
plano horizontal? 


Resolução: 


A velocidade do carro é 100 km/h; logo, em 15 mi- 
nutos terá percorrido 25 km. Por sua vez, a barcaça 
está a 60 km/h; logo, terá percorrido 15 km nesses 
15 minutos. 


15 


d = 15? + 25? > d = 225 + 625 => 
> œ = 850 => d = 5434 
Portanto, d = 29,15 km. 


29. Calcule os valores de c, r, x e y do triângulo abaixo. 


BM f 
;r=5;x 5 


30. Em um triângulo retângulo, a razão entre as projeções 
dos catetos sobre a hipotenusa é = Sabendo que a 
hipotenusa mede 10 cm, calcule a medida dos catetos. 
6 cm e 8 cm 

31. Durante um treinamento, dois maratonistas partem 
de uma mesma cidade em direção reta; um em senti- 
do leste e outro, em sentido norte. Determine a dis- 
tância que os separa depois de 2h sabendo que as 
velocidades dos atletas são de 20 km/h e 25 km/h 
respectivamente. 10,41 km (aproximadamente 64 km). 


32. Uma torre de televisão de 40 m de altura vai ser susten- 
tada por três cabos de mesmo comprimento. Os cabos 
serão presos na torre a 25 m de altura, e os três ganchos, 
no solo para prender os cabos estarão a 6 m da base da 
torre. Quantos metros de cabo, aproximadamente, serão 
necessários para a sustentação da torre? 77,2 m 


33. Se AB = 10 cm é a medida de uma corda e OB = 8 cm 
é a medida do raio de uma circunferência de centro O, 


qual é a distância OD a do centro à corda? 0D = «39 cm 


34. a o valor de x nas pi figuras: 
atopan isósceles b) losango x =10 


Sé 
VA SA 
c) trapézio retângulo 
x=8 ž x 


12 


35. Um ciclista acrobático vai atravessar de um prédio a 
outro com sua bicicleta especial. A altura de um dos 
prédios é 25 m e a do outro é15 m. A distância entre eles 
é de 40 m. Qual é a medida mínima do comprimento 
do cabo no qual a bicicleta se apoia? 41,2 m 
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36. emeouipe Considerando o metro (m) como unidade de 


medida de comprimento, determinem a distância d entre 
os pontos do plano (veja a figura abaixo como exemplo). 
Com este exercício Estimule-os a 
pretendemos que o perceber qual 
aluno perceba que o triângulo 
cálculo da distância retângulo usar 
entre dois pontos em cada caso, tal 


nada mais é do que 3 | como mostrado 
uma aplicação do na figura. Em 
teorema de alguns itens, os 
Pitágoras. 14 pontos estarão 
x alinhados e não 
j t ” formarão 
0 1 5 triângulo. 
a) A(1, 4) e B(5,1)5 m d) U(3, 3) e V(7, 3) am 
b) P(-1,2) e Q(3, 8) e) X(5, 1) e Y(5, 6) 5m 
2/3m = 2m 
c) R(3, 4) è 0/0, 0) 5 m f) Z0, 3) e W(6,5) 


429m = 54m 


40 ATIVIDADE 


37. Determine a medida da diagonal d dos quadrados abaixo: 


38. Determine a medida da altura h dos triângulos equiláte- 
ros abaixo. Lembre-se de que nos triângulos equiláteros 
a altura também é mediana. 


a) 343 b) 5 


6 £ 


Fique atento! 

Os resultados obtidos nos itens 37b e 
38b podem ser memorizados para 
agilizar cálculos futuros. 


39. Emourta O bloco retangular é um sólido formado por 


6 regiões retangulares. Considerem o bloco retangular 
da figura abaixo e determinem: 


a) a medida d da diagonal AC do retângulo ABCD; 2,10 
b) a medida D da diagonal EC do bloco retangular. 7 


. empúria O cubo é um sólido formado por 6 regiões qua- 
dradas. Considerem o cubo da figura abaixo e determinem: 


E H 


as 
EN 


a) a medida d da diagonal AC do quadrado ABCD; 62 
b) a medida D da diagonal EC do cubo. 643 
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3 Relações trigonométricas no triângulo 
retângulo 


Já estudamos como a proporcionalidade das medidas dos lados homólogos de triângulos semelhantes 
possibilita a obtenção de medidas inacessíveis. No exemplo dado com a cesta de basquete usamos um 
triângulo retângulo de catetos iguais feito de papel. 


Imagine agora que é possível usar qualquer triângulo retângulo para isso, e, melhor ainda, nem é preci- 
so construir um modelo de papel. Basta saber um de seus ângulos agudos e usar as relações trigonométricas 
adequadas. É isso que estudaremos a seguir. 


Definição de seno, cosseno e tangente por meio 
de semelhança de triângulos 


Se ABC é um triângulo retângulo em A, temos: 


B E A 


e a é a medida da hipotenusa (lado oposto ao ângulo reto); 

e b e csão as medidas dos catetos (lados que formam o ângulo reto); 
e Bel são ângulos agudos; 

e AC éo cateto oposto ao ângulo B; 

e AB é o cateto adjacente ao ângulo B. 


Consideremos agora um ângulo AOB = 0, 0° < 0 < 90° etracemos, a partir dos pontos C, E, G, etc. da 
semirreta OA, as perpendiculares CD, EF, GH, etc., à semirreta OB. 


Fique atento! 

Usaremos à ora para designar ângulo a, ora para 
designar medida do ângulo a. Pelo contexto, 
saberemos quando usar um significado e quando 
usar o outro. 


O 


D F H B 
Os triângulos OCD, OEF, OGH, etc. são semelhantes por terem os mesmos ângulos. Podemos, portanto, 


escrever: 
CD EF GH 
OC OE OG 


Essa relação depende apenas do ângulo 6 (e não do tamanho do triângulo retângulo do qual 6 é um dos 
ângulos agudos). Ela é chamada seno de 0 e escrevemos: 


= (constante) 


CD _ medida do cateto oposto ao ângulo 6 


sen O = 
OC medida da hipotenusa 


(0º < 6 < 90º) 
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De modo análogo, da semelhança de triângulos obtemos as relações: 


OD OF OH 

- (constante) 
OC OE OG 
co EE a - (constante) 
OD OF OH 


Análogo: da mesma forma. 


que também dependem apenas do ângulo 0 e que definimos, respectivamente, como cosseno do ângulo 0 


e tangente do ângulo 0: 


Usaremos nesta coleção a 
notação tan x no lugar de tg x, 
cot x no lugar de cotg x e csc x 
no lugar de cossec x, pois 
seguiremos as normas da 


OD _ medida do cateto adjacente ao ângulo 8 
cos O = ; ; 
OC medida da hipotenusa 
E CD _ _ medida do cateto oposto ao ângulo 8 
OD medida do cateto adjacente ao ângulo O 
As razões sen O = 2 ,cos O = a 
OC OC 


ao ângulo 6. 


(0º < 8 < 90º) 
ABNT (Associação Brasileira de 
Normas Técnicas-ISO 80000-2, 
válida a partir de 17/8/2012), 
em que na parte de Grandezas 
e unidades (Parte 2: Sinais 
matemáticos e símbolos a 
serem utilizados nas Ciências 
Naturais e tecnologia, p. 17) 
está escrito que convém que 

tg x não seja utilizado. 


(0º < 6 < 90º) 


CD -a = É Ee e 
„tan = Do chamadas razões trigonométricas em relação 


Seno, cosseno e tangente só dependem do ângulo 


É importante salientar que sen Ê, cos Ê e tan Ê dependem apenas 
do ângulo B, mas não do tamanho do triângulo retângulo do qual B é 
um dos ângulos agudos. Vamos provar isso. 


Consideremos dois triângulos retângulos, ABC e A'B'C', que tenham 
um ângulo agudo de mesma medida (B = B”. Nesse caso, eles são seme- 
lhantes, pois têm dois ângulos correspondentes, B = B'e A = A' (retos): 


E 


b' 


Dessa semelhança, temos: 


b b 
a' a 
' c 
"a 
b b 
e E 


ou seja, sen B’ = sen B; cos B’ = cos B; tan B’ = tan B. 


Para refletir 

Com um colega, procurem justificar 
as seguintes afirmações: 

Se é um dos ângulos agudos de um 
triângulo retângulo, então: 


e sen B é um número entre 0e 1; 
* cos B é um número entre 0 e 1; 


* tan B é um número maior do que 0 e 
pode ser menor do que, igual a ou 
maior do que 1. 


E 


hipotenusa cateto oposto a B 


A 
cateto adjacente a B 


Todos são maiores do que zero porque são a 
razão de valores positivos (lados do 
triângulo). Seno e cosseno são menores do 
que 1 porque a hipotenusa é sempre maior 
do que o cateto. Já no caso da tangente, 
podemos ter qualquer tipo de resultado 
porque os catetos podem ser iguais ou 
diferentes entre si. 


Portanto, o seno, o cosseno e a tangente dizem respeito apenas ao ângulo, e não ao triângulo que 


os contém. 
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Relações entre seno, cosseno e tangente 


As razões trigonométricas seno, cosseno e tangente se relacionam de várias formas, como veremos a seguir: 


1°) Relação fundamental do triângulo retângulo 


sen? a + cos? a = 1 (0° < a < 90°) 


Demonstração: 
Consideremos um ângulo a de vértice C e um triângulo CAB, retângulo em A, como mostra a figura abaixo. 


Lembrando o teorema de Pitágoras, a? = b? + c?, temos: 


2 Z 2 2 
sen? a + cos? a = (£) + (2) EE = 
a a 
sen? a + cos? æ = 1 (0° < æ < 90°) 


SENE (0º < a< 90°) 


23) tanga = 
osa 
Demonstração: 
b 
sena _ a Db Stina 
COS Q c 
a 
ou 
b 
sena p o, z 
tana = =z (dividimos ambos os termos da razão por a # 0) 
C COS q 
a 


Portanto, tan a = ce, (0° < a < 90º). 
cosa 
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3º) Se dois ângulos, «œ e B, são complementares (a + B = 90º), então sen a = cos $ (o seno de um ângulo 
é igual ao cosseno do ângulo complementar, e vice-versa). 


Demonstração: 


ae B são complementares 


Aplicando as definições de seno, cosseno e tangente no triângulo anterior, temos: 


b 
sen a = — = cos f; portanto sen «œ = cos B 
a 


c 
cos œ = — = sen 8; portanto cos œ = sen B 
a 


Observações: 


1°) Dessa propriedade surgiu o nome cosseno — “seno do complemento”. 


2º) Com essa propriedade, conhecendo as razões trigonométricas de ângulos a passamos a conhecer ime- 
diatamente as razões trigonométricas dos ângulos complementares ß e vice-versa. Por exemplo, saben- 


do que sen 30º = 1, já sabemos que cos 60° = 1, pois 30° e 60° são complementares. 


CONTEÚDO 
DIGITAL 


41. Examine o triângulo retângulo da figura abaixo e cal- | 44. fmpupta Em um triângulo EFG, retângulo em E, temos 
cule o valor destas razões: 
a 5 a VI a ST 

> a) sena; i sen F a OSF etan F T 
9 Q b) cos a; - 
tan a; À 
B N c) tan a; E 
E d) sen B; 4 
e) cos 6; =- 
f) tan B. — 


42. Os resultados do exercício anterior são coerentes com 


a) Calculem sen G cos Ĝ e tan Ĝ. 
as afirmações do boxe Para refletir da página 249? ) 


Sim. b) Se a hipotenusa do AEFG mede 30 cm, quanto 
43.Responda com base na análise do triângulo retângulo medem os catetos? EG = 25; EF = 54/11 
da figura a seguir. ` 
c) Calculem o valor das expressões: 
A y B 
«(sen Ê)? + (cos F2;1 + sen? Ô + cos? 61 
Fd a a 
A . senF sn . senG mn 
cosF' 1 cosG 5 

C 
a) Qual é o valor da soma Ê + Ĉ? 90° Fique atento! 
b) Indique as frações correspondentes a sen B, cos B, sen? G é o mesmo que (sen G)’. Usa-se 


^ A A A com mais frequência sen? 6. 
tan B, sen C, cos C e tan C. q 


senB = 2 .cosB= Y.tanÊ= Z cent = Ea = Ž .tant = Eua 
x x y x x z 
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45. emeoupe Usem transferidor e régua para construir 


um triângulo retângulo que tenha um ângulo de 
40º. Meçam os lados e calculem tan 40º, sen 40º e 
cos 40º, com aproximação de três casas decimais. 
(No fim deste capítulo temos uma tabela com valo- 
res de seno, cosseno e tangente que poderão ser 
usados em alguns exercícios.) 

Verifiquem se os valores encontrados para tan 409, 


sen 40º e cos 40º estão próximos dos valores da tabela. 
Resposta pessoal. 


Você sabia? 

cos 40º, por exemplo, significa cosseno 
do ângulo cuja medida é 40º, ou seja, 
identificamos o ângulo com sua medida. 


46. No triângulo retângulo da figura, temos cos a = 12 


13 
a) Calcule sen a e tan a. sen a = E tana= = 


b) Determine a medida da hipotenusa. , — 208 
5 


47. Nos triângulos retângulos abaixo, determine o seno, 
o cosseno e a tangente do ângulo B; depois use uma 
calculadora científica ou consulte a tabela e determi- 
ne a medida aproximada de Bem graus. 


sen Ê= 6; cos Ê = 0,8; tan Ê= 0,75; Ê = 37° 


b) calculem sen 30°, cos 30° e tan 30° utilizando o triân- 
gulo retângulo destacado do triângulo equilátero 


a se uir, 
8 0º = L; 05 30º= a ; tan30º = a 
5 5 3 


c) calculem sen 60°, cos 60° e tan 60° utilizando o 
triângulo retângulo destacado do triângulo equilá- 


tero abaixo; sen 60° = a cos 60° = ; ; tan 60° = 43. 


d) com os valores que vocês encontraram, copiem e 
completem a tabela. 


u 
MD 
= 
w> 
| 


v 

3 

D> 
Il 


D ! 
ET 


48. ARPE Vocês vão construir uma tabela de valores 


muito importantes; para isso: 
a) calculem sen 45º, cos 45º e tan 45º utilizando o triân- 
gulo retângulo destacado do quadrado abaixo; 


sen 45º = a, cosas = 2, tan45º =] 
[A-; f 
H 
£ 
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30º 45° 90° 
alz 1 Ay 
a 2 sen f 7, Hf, 
SN 
BiZi A / 
2 2 2 cos 7 
ER 1 NEJ f Z, J, 
3 tan 7 A 


49.Se tan a = —, 


Fique atento! 

* Em um triângulo retângulo com ângulos 
de 90º, 45º e 45º, os catetos são iguais. 

* Em um triângulo retângulo com ângulos 
de 90º, 60º e 30°, o cateto menor, oposto ao 
ângulo de 30º, é a metade da hipotenusa. 


vio 


sena =— ——— 


calcule sen a (a é ângulo agudo). 


50.Sabendo que sen a = 2 qual é o valor de cos q? 


(a é ângulo agudo.) «oc = 3 
5 


51. Quanto vale tan a se cos a = =? (a é ângulo agudo.) 


tana = 15 


Seno, cosseno e tangente dos ângulos notáveis 
Os ângulos de 30º, 45º e 60º são chamados ângulos notáveis, ou N 


seja, ângulos que merecem atenção especial. No exercicio 48, você pôde 


perceber como eles são obtidos (no quadrado e no triângulo equilátero). sen 
Para os estudos de Trigonometria, é essencial que tais valores sejam 
memorizados. A tabela ao lado resume esses valores: cos 


Observe na tabela que a sequência de valores da linha do seno apa- 
rece invertida na linha do cosseno. Isso não é coincidência. Ocorre porque tan 
30° e 60° são complementares, e 45° é complementar a si mesmo. 

Assim: 

e sen 30° = cos 60° (30° + 60° = 90°) e sen 45° = cos 45° (45° + 45° = 90°) e sen 60° = cos 30° (60º + 30° = 90º) 


Além disso, os valores da linha da tangente equivalem à razão dos valores do seno e do cosseno, pois 


- JHS] 
á ~i- 


tanx = SEnX Por exemplo, na coluna do 45°, temos: 
= Dos 
J2 2 3 2 2 
e sen45º = —— e cos 45° = —— e tan 45° = = i =] 
2 2 J2 2 Sa 
2 


Dessa forma, nos exercícios que envolvem ângulos notáveis, você deve usar os valores memorizados e, nos 
demais exercícios, usar uma calculadora científica (lembre-se de que muitos modelos de celulares possuem esse 
tipo de calculadora) ou consultar a tabela do fim deste capítulo. 


Resolvendo triângulos 


“Resolver” um triângulo retângulo é determinar as medidas não conhecidas de todos os seus seis ele- 
mentos (3 lados e 3 ângulos) quando se conhecem algumas delas. 

Vamos “resolver” o triângulo retângulo a seguir usando a tabela da página 259 ou uma calculadora 
científica. 


Conhecemos AB (4), AC (443)e A (90º), então devemos descobrir BC (x), Ĉ (a) e Ê (8). 


2 
L= 4 + (443) =x =16 +48 >L =64>x=8 


o| > 


1 
= Tan 


A + Ê + Ĉ = 180° = 90° + B + 30° = 180° = B = 60° 
Nesse caso, temos: BC = 8, B = 60° e BC = 30°. 


e sena = 


C 
Já no triângulo retângulo da figura ao lado não sabemos a medida x indicada. 
Sendo sen 40° = 0,64, cos 40º = 0,76 e tan 40º = 0,84, temos: r 
6: medida da hipotenusa e 
: medida do catet t ângulo de 40º 
x: medida do cateto oposto ao ângulo de Pa d, 


sen 40° = Ž >0,64= Ž =x = 0,64: 6 = 3,84 
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T 


Exercicios resolvidos 


Uma rampa lisa de 10 m de comprimento faz ân- 
gulo de 30° com o plano horizontal. Uma pessoa 
que sobe essa rampa inteira eleva-se quantos 
metros verticalmente? 


AN 


Resolução: 
Pelo desenho, temos: 


10 — medida da hipotenusa 
x — medida do cateto oposto ao ângulo de 30º 
X Io X 


sen 30° = = 
10 2 10 


> 2x=10>x=5 


Logo, a pessoa eleva-se 5 m verticalmente. 


Fique atento! 
30º é um ângulo notável; logo, 
é importante memorizar que 


sen30º = L 
2 


Resolvido passo a passo 


8. 


(Cpcar-MG) Um avião decola de um ponto B 
sob inclinação constante de 15° com a hori- 
zontal. A 2 km de B se encontra a projeção 
vertical C do ponto mais alto D de uma serra 
de 600 m de altura, conforme figura. 


(Dados: cos 15° = 0,97; sen 15° = 0,26; 
tan 15° = 0,27.) 
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passo a passo: exercício 8 


É correto afirmar que: 
a) não haverá colisão do avião com a serra. 


b) haverá colisão do avião com a serra antes de 
alcançar 540 m de altura. 


c) haverá colisão do avião com a serra em D. 
d) se o avião decolar 220 m antes de B, man- 


tendo a mesma inclinação, não haverá coli- 
são do avião com a serra. 


1. Lendo e compreendendo 

a) O que é dado no problema? 
É dada a altura DC da serra (600 m), a distância 
BC do avião à projeção vertical do ponto mais 
alto da serra (2 km) e o ângulo de inclinação do 
avião durante a decolagem (15°). Também são 
dados seno, cosseno e tangente de 15°. 

b) O que se pede? 
Avaliar se o avião conseguirá ou não decolar em 
segurança nas condições dadas. 


2. Planejando a solução 


Devemos usar os conhecimentos de Trigonometria 
no triângulo retângulo para calcular em que altura 
estará o avião depois de ter percorrido a distância 
BC, e comparar com a altura da serra, para avaliar- 
mos o que ocorrerá. 


3. Executando o que foi planejado 


O modelo matemático que obtemos com os dados 
do problema é: 


E E 


2000 m 


Temos o cateto adjacente e queremos o cateto 
oposto. Assim, o ideal é usar a tangente, que rela- 
ciona esses dois catetos: 


cateto oposto 
cateto adjacente 


smp- Semente 
2 000 


tangente = 


Dos dados do problema, temos que tan 15° = 0,27; 
então h = 2 000 - 0,27 = 540. 

Isso significa que, após percorrer 2 000 m na hori- 
zontal, o avião estará a uma altura de 540 m, insu- 
ficiente para sobrevoar com segurança a serra. 
Haverá colisão! 


Note, pelo desenho abaixo, que a colisão ocor- 
rerá antes de o avião atingir 540 m, pois a ser- 
ra não é um segmento vertical, sem espessura. 


2000 mA 


Então, haverá colisão do avião com a serra an- 
tes que ele alcance 540 m de altura. 

Vamos avaliar a hipótese descrita na alternati- 
va d: “se o avião decolar 220 m antes de B, man- 
tendo a mesma inclinação, não haverá colisão 
do avião com a serra”. 

Nessa hipótese, a distância horizontal seria de 
2 220 m, e estaríamos calculando uma altura 
hə do avião após percorrer os 2 220 m na ho- 
rizontal. De forma análoga ao que foi feito 
anteriormente, usaríamos a tangente de 15º, 
obtendo: 

h, = 2 220 : tan 15° = 2 220 - 0,27 = 5994 m. 
Essa altura ainda não seria suficiente para uma 
decolagem em segurança, reforçando que a 
resposta correta é a alternativa b. 


4. Emitindo a resposta 
A resposta é a alternativa b. 


5. Ampliando o problema 


a) Qual seria a distância mínima antes do pon- 
to B de onde o avião deveria decolar (incli- 
nado a 15°) para que ele sobrevoasse o pon- 
to D com pelo menos 10 m de folga? 2 259,3 m 


b) Se o avião decolasse do ponto B, qual de- 
veria ser a inclinação mínima de sua subida 
para que ele sobrevoasse o ponto D com 
pelo menos 10 m de folga? Use a tabela do 
fim deste capítulo ou uma calculadora 
científica. 17° 


Discussão em equipe 


No momento de escolher o local para a 
construção de um aeroporto, pontos eleva- 
dos (como montanhas e morros) devem ser 
evitados para permitir boa circulação dos 
aviões. Discuta com seus colegas outros 
fatores que devem ser levados em conside- 
ração quando se escolhe a localização de 
um aeroporto. Resposta pessoal. 


9. Medição de altura inacessível 


Medir a altura de montanhas, em geral, não é sim- 
ples. Pelo fato de não ser possível obter as medidas 
do triângulo retângulo teórico que permite o cálculo 
da altura por meio do uso das relações trigonométri- 
cas (a não ser que se fizesse um túnel até o centro da 
montanha, o que não é prático), deve-se recorrer a 
outra técnica. Uma técnica que permite a medição 
correta da altura é a seguinte: de um ponto no chão, 
mede-se o ângulo de elevação do chão ao topo da 
montanha (a). 
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Caminha-se um valor conhecido de metros para trás 
(p); mede-se novamente o ângulo de elevação do 
chão ao topo da montanha (8). 


Calcule a altura h de uma montanha sabendo que 
a = 44º, B = 39º e p = 120 m. Com uma calculado- 
ra ou consultando a tabela trigonométrica do fim 
deste capítulo, obtenha os valores de seno, cosse- 
no e tangente que forem necessários. 


Resolução: 
tan44º = a = 0,966 => h = 0,966a 
a 
h 
120 +a 
> h = 0,810(120 + a) = 0,966 > 
> 97,2 + 0,810a = 0,966a > 
> 0,156a = 97,2 > a = 623,08 
Então, h = 0,966 - 623,08 = 602 m. 
A montanha tem, aproximadamente, 602 m. 


tan39º = = (0,810 > 
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10. No triângulo retângulo da figura abaixo, calcule a 
medida x indicada. Use uma calculadora científica 
ou a tabela do fim deste capítulo para obter os 
valores necessários. 

@ 


Resolução: 


6— medida da hipotenusa 


Temos: 
EE medidado cateto oposto ao ângulo de 40º 


sen 40° = L 

6 
Como 40º não é um ângulo notável, devemos usar 
uma calculadora científica ou a tabela trigonomé- 
trica para determinar o valor de seno 40º. Dessa 


Nos exercícios a seguir, use sua calculadora (ou a tabela 
trigonométrica do fim deste capítulo) apenas quando os 
ângulos não forem notáveis. Caso contrário, procure fa- 
zê-los usando os valores memorizados para 30º, 45º e 60º. 


52. Determine o valor das incógnitas em cada figura. 


E a) 7,7 cm 
10 cm 
x 
L] A 
X 
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forma, descobrimos que sen 40º = 0,64. Assim: 
0,64 = E =x = 0,64- 6 = 3,84 


« Calcule as medidas x, y e z no triângulo abaixo: 


Resolução: 


cos 60º 


1 

2 

3 
2 


sen 60º 


wne =| 


27 


643 
Z Z 


Então, as medidas são: x = 63 cm, y = 6 cm, 
Ze GUS em 


53.Um navio está situado exatamente 10 milhas a les- 
a te de um ponto A. Um observador, situado exata- 


mente ao sul do navio, vê o ponto A sob um ângulo 
de 40º. Calcule a distância entre o observador e o 
navio. 12,05 milhas 


observador 


54. Em um exercício de tiro esportivo, o alvo se encontra 
em uma parede e sua base está situada a 20 m do 
atirador. Sabendo que o atirador vê o alvo sob um ân- 
gulo de 10º em relação à horizontal, calcule a que dis- 
tância o centro do alvo se encontra do chão. 3,6 m 


Ilustrações: Dam d'Souza/ 


Arquivo da editora 


55. Na figura abaixo, qual é a altura do avião em relação 
ao chão? 2500 m 


a) Qual é o comprimento da escada? s m 


b) Qual é o ângulo formado pela escada e o E 
57. Para determinar a altura de uma torre, um topógrafo 
coloca o teodolito a 100 m da base e obtém um ângu- 
lo de 30º, conforme mostra a figura. Sabendo que a 
luneta do teodolito está a 1,70 m do solo, qual é apro- 
ximadamente a altura da torre? h = 59,7 m 


100 m 


58. Medição de distância inacessível 


= 
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Ilustrações: Dam d'Souza/ 


Queremos saber a largura € de um rio sem atravessá- 

-lo. Para isso, adotamos o seguinte processo: 

* marcamos dois pontos, A (uma estaca) e B (uma ár- 
vore), um em cada margem; 

* marcamos um ponto C, distante 8 m de A, onde fi- 
xamos o aparelho para medir ângulos (teodolito), de 
tal modo que o ângulo no ponto A seja reto; 

* obtemos uma medida de 70º para o ângulo ACB. 

Nessas condições, qual é a largura £ do rio? € = 22 m 


59. Emeouie EM Física muitas grandezas são representa- 


das por vetores, que são segmentos de reta orientados 
que possuem um tamanho (diz-se “módulo” do vetor), 
uma direção e um sentido (indicado pela flecha na 
ponta do vetor). Quando a direção desses vetores não 
é nem horizontal nem vertical, eles podem ser decom- 
postos em outros dois vetores, sendo um horizontal e 
outro vertical. Na figura a seguir, observa-se um vetor 
V, de módulo (tamanho) 10, cuja direção está inclinada 
30º em relação à horizontal. Usem seus conhecimentos 
de Trigonometria para calcular qual é o módulo (tama- 
nho) do vetor Vy na horizontal e do vetor V, na vertical. 
(Observação: As linhas tracejadas são perpendiculares 
aos eixos horizontal e vertical.) Vs = 543; V, =5 


60. Um arame de 120 m de comprimento é esticado do topo 
de um prédio até o solo. Calcule a altura do prédio sa- 
bendo que o arame forma com o solo um ângulo de 25°. 

50,4m 

61. No triângulo retângulo da figura a hipotenusa mede 
4 cm a mais do que o cateto AB e o sen Ĉ = 0,6. Calcule 
o perímetro e a área da região determinada por esse 
triângulo. 24cm e24 cm? 


B 


62. As ruas Canário e Tico-Tico são perpendiculares. A dis- 
tância entre os pontos A e B é de 50 m. As ruas Canário 
e Sabiá cruzam-se em B formando um ângulo de 60°. 
Qual é o perímetro do triângulo ABC determinado pe- 
los cruzamentos dessas três ruas? (Use 3 = 1,7.) 


235m 
N 


(90) 


Rua Canário 


D 


Rua Tico-Tico C 


= 
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68. 


64. 


1 
tea 
' 
1 


65. 


66. 


(PUC-RS) De um ponto A no solo, visam-se a base B e 
o topo C de um bastão colocado verticalmente no al- 
to de uma colina, sob ângulos de 30° e 45°, respecti- 
vamente. Se o bastão mede 4 m de comprimento, a 
altura da colina, em metros, é igual a: 


a) v3. xd) 2 (v3 +). 
b) 2. e) 2 (43 +3). 
c) 243. 


Arquivo da editora 


Ilustrações: Dam d'Souza/ 


Um avião levanta voo em A e sobe fazendo um ângu- 
lo constante de 15º com a horizontal. A que altura es- 
tará e qual a distância percorrida quando sobrevoar 


uma torre situada a 2 km do ponto de partida? 
h=540m;d=2062m 


2km = 2 000 m 


1 
1 
m 
1 
1 


mbuta Um segmento AB de 10 cm faz um ângulo 


agudo a com a horizontal. Sua projeção A'B’ na hori- 


zontal mede 53 cm. Qual é o valor do ângulo a? 
B a = 30º 


(Fuvest-SP) Calcule a medida x indicada na figura 
abaixo: x = 503 


100 
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67. Na construção de um telhado foram usadas telhas 
francesas e o “caimento” do telhado é de 20º em rela- 
ção ao plano horizontal. Sabendo que, em cada lado 
da casa, foram construídos 6 m de telhado e que, até 
a laje do teto, a casa tem 3 m de altura, determine a 
que altura se encontra o ponto mais alto do telhado 
dessa casa. 5,04m 


6 


69. 


* EMDUPLA 


Emporta A figura abaixo, encontrada no livro de Apia- 


nus, Quadrans astronomicus, de 1535, mostra a medi- 
ção da altura de uma torre. 


alunos.cc.fc.ul.pt/Arquivo da editora 


Como se pode observar na figura, aparentemente o 
homem viu a torre sob um ângulo de 50º, andou 246 
unidades de comprimento para trás e novamente viu 
a torre, agora sob um ângulo de 25º. Supondo esses 
dados, qual seria a altura da torre, na unidade de me- 
dida de comprimento adotada e sem considerar a 
alturada pessoaque mede? h = 188 unidades de comprimento 


empuria. Um raio luminoso monocromático passa de 


um meio A para um meio B de acordo com a figura: 


O meio A é o ar, em que n4 = 1. Determinem o índice 
de refração absoluto do meio B. Usem a lei de Snell- 
-Descartes: ny: sen i = np: senr. n, = v6 

2 


Tabela de razões trigonométricas 


Angulo sen cos tan Ângulo sen cos tan 
1 0,017 1,000 0,017 46° 0,719 0,695 1,036 
2° 0,035 0,999 0,035 47° 0,731 0,682 1,072 
3º 0,052 0,999 0,052 48º 0,143 0,669 1,111 
4º 0,070 0,998 0,070 49º 0,155 0,656 1,150 
5° 0,087 0,996 0,087 50° 0,766 0,643 1,192 
6° 0,105 0,995 0,105 51° 0,777 0,629 1,235 
T 0,122 0,993 0,123 52° 0,788 0,616 1,280 
8° 0,139 0,990 0,141 53º 0,799 0,602 1,327 
9° 0,156 0,988 0,158 54° 0,809 0,588 1,376 

10° 0,174 0,985 0,176 55° 0,819 0,574 1,428 
1° 0,191 0,982 0,194 56° 0,829 0,559 1,483 
12° 0,208 0,978 0,213 57° 0,839 0,545 1,540 
13° 0,225 0,974 0,231 58° 0,848 0,530 1,600 
14° 0,242 0,970 0,249 59° 0,857 0,515 1,664 
15° 0,259 0,966 0,268 60° 0,866 0,500 1,732 
16° 0,276 0,961 0,287 61º 0,875 0,485 1,804 
17º 0,292 0,956 0,306 62º 0,883 0,469 1,881 
18º 0,309 0,951 0,325 63º 0,891 0,454 1,963 
19º 0,326 0,946 0,344 64º 0,899 0,438 2,050 
20º 0,342 0,940 0,364 65º 0,906 0,423 2,145 
21° 0,358 0,934 0,384 66° 0,914 0,407 2,246 
22° 0,375 0,927 0,404 67° 0,921 0,391 2,356 
23° 0,391 0,921 0,424 68° 0,927 0,375 2,415 
24° 0,407 0,914 0,445 69° 0,934 0,358 2,605 
25° 0,423 0,906 0,466 70° 0,940 0,342 2,141 
26º 0,438 0,899 0,488 nº 0,946 0,326 2,904 
27° 0,454 0,891 0,510 72° 0,951 0,309 3,078 
28° 0,469 0,883 0,532 73° 0,956 0,292 3,27 
29° 0,485 0,875 0,554 74° 0,961 0,276 3,487 
30° 0,500 0,866 0,577 75° 0,966 0,259 3,732 
31° 0,515 0,857 0,601 76° 0,970 0,242 4,011 
32° 0,530 0,848 0,625 77° 0,974 0,225 4,332 
33º 0,545 0,839 0,649 78º 0,978 0,208 4,105 
34º 0,559 0,829 0,675 79° 0,982 0,191 5,145 
35° 0,574 0,819 0,700 80° 0,985 0,174 5,671 
36° 0,588 0,809 0,727 81° 0,988 0,156 6,314 
37° 0,602 0,799 0,754 82° 0,990 0,139 7,115 
38° 0,616 0,788 0,781 83° 0,993 0,122 8,144 
39° 0,629 0,777 0,810 84° 0,995 0,105 9,514 
40° 0,643 0,766 0,839 85° 0,996 0,087 11,430 
41° 0,656 0,755 0,869 86° 0,998 0,070 14,301 
42° 0,669 0,743 0,900 87° 0,999 0,052 19,081 
43° 0,682 0,731 0,933 88° 0,999 0,035 28,636 
44° 0,695 0,719 0,966 89° 1,000 0,017 57,290 
45° 0,707 0,707 1,000 
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Pensando 
no ENEM 


1. Duas equipes de futebol, Samambaia e Sobradi- 
nho, disputam de maneira acirrada a liderança do 
campeonato de sua região. Esse campeonato é 
jogado em turno e returno com pontos corridos, 
e a campanha dessas duas equipes obedece à se- 
quência abaixo. 

* Samambaia perde um jogo, empata o seguinte, 
ganha os outros dois e assim sucessivamente até 
o final do campeonato. 

* Sobradinho vence um jogo, empata os dois jogos 
seguintes e assim sucessivamente até o final do 


Sportstock/Shutterstock/Glow Images 


campeonato. 
PERIN Agrimensor utilizando teodolito. 
Sabendo que esse campeonato é disputado por 
11 equipes (incluindo as duas mencionadas), que Usando um teodolito a partir do segmento AB apre- 
todos se enfrentam uma única vez no primeiro sentado na fotografia abaixo, foi possível medir 
turno e uma única vez no segundo turno, e que dois ângulos: BÂC = 90° e BCA = 30º. 


uma vitória corresponde a três pontos ganhos, o 

empate a um ponto e a derrota a nenhum ponto, 

pode-se inferir que: 

a) Samambaia terminou o primeiro turno na fren- 
te com 15 pontos. 


Zirconicusso/Shutterstock 


b) Sobradinho terminou o primeiro turno com dois 
pontos a mais que o Samambaia. 


xc) apesar de Sobradinho ter terminado o primeiro 
turno na frente, Samambaia foi a equipe cam- 
peã, com 35 pontos. 


Como foi obtida a distância AB = 5 m, e tomando 


d) Samambaia marcou quatro pontos a menos, no 1,73 como aproximação para V3, a distância entre 
segundo turno, em relação ao Sobradinho. os pontos A e Cé: 
e) Sobradinho confirmou seu favoritismo, vencen- a) 10 m. 
do os dois turnos e sendo o grande campeão. b) 8m. 
2. Os anos múltiplos de 4 terminados em 04, 08, 12, xc) 8,65 m. 
..., 96 são bissextos, isto é, apresentam 366 dias d) 5,78 m. 
(têm o dia 29 de fevereiro). Já os anos múltiplos de e) 6,56 m. 
4 terminados em 00 somente serão bissextos se 
forem múltiplos de 400. Sabendo que Samuel nas- | 4, Em uma aula prática de seu curso de Engenharia Ci- 
ceu em uma sexta-feira, no dia 27 de junho de 2008, vil, Edmilson teve de determinar a altura de um pré- 
em que dia da semana ele completará seua 15 anos? dio situado em terreno plano. Instalado o teodolito 
a) segunda-feira d) quinta-feira em um ponto do terreno, o estudante conseguiu ver 
x b) terça-feira e) sexta-feira o topo do prédio sob ângulo de 60º. Afastando-se o 


aparelho mais 5 m do edifício, seu topo passou a ser 


c) quarta-feira 
visto sob ângulo de 45º. Considerando que o teodo- 


3. Acredita-se que a necessidade de avaliar distâncias lito tem uma altura de 1,17 m e tomando 1,732 como 
inacessíveis tenha colaborado para o surgimento aproximação para «/3, a altura do edifício é: 
do cálculo trigonométrico, já que essas medidas a) 9m. 
podem ser estimadas com o auxílio da Trigonome- b) 6,82 m. 
tria no triângulo retângulo. Atualmente, um ins- 
io À c) 11,83 m 
trumento óptico bastante usado para esse tipo de 
trabalho é o teodolito, que permite medir ângulos x d) 13 m. 
verticais e horizontais. e) 11m. 
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5. Topografia é área do conhecimento que trabalha com 


levantamento de dados para a representação gráfica 
detalhada de uma região da superfície terrestre (dis- 
tâncias, relevo, formas, etc.). Esse nome vem do idioma 
grego, em que topos significa ‘lugar’ e graphein signi- 
fica ‘descrever’: “descrição de um lugar”. Desde as ci- 
vilizações mais antigas, os povos já demarcavam a 
posição e limitavam a extensão de suas terras apli- 
cando técnicas rudimentares de Topografia. 
Imagine que Thaís, estudante do curso de Topo- 
grafia, caminha em uma pequena estrada retilínea 
paralela a uma praia, quando vê, da estrada, um 
grande barco parado no mar. Curiosa, quer saber 
a distância do barco à estrada. Pega seu teodolito 
no carro e verifica que a reta que une o barco ao 
ponto onde ela está forma 45º com a estrada. Após 
percorrer mais 1350 m na estrada, Thaís verifica 
que a reta que une o barco ao novo ponto onde ela 
está forma com a estrada um ângulo de 30º, com 
essas informações, calcula a distância desejada. Se 
ela usou 1,7 como aproximação para «/3 e acertou 
todos os cálculos, a distância que encontrou foi: 
a) 5 km. d) 0,25 km. 


b) 2,5 km. e) 0,05 km. 
c) 0,5 km. 


. (Enem) Ao morrer, o pai de João, Pedro e José deixou 
como herança um terreno retangular de 3 km Xx 2km 
que contém uma área de extração de ouro delimita- 
da por um quarto de círculo de raio 1 km a partir do 
canto inferior esquerdo da propriedade. Dado o maior 
valor da área de extração de ouro, os irmãos acorda- 
ram em repartir a propriedade de modo que cada um 
ficasse com a terça parte da área de extração, confor- 
me mostra a figura. 


3 km 


pe >| 


1km 


Em relação à partilha proposta, constata-se que a 
porcentagem da área do terreno que coube a João 
corresponde, aproximadamente, a: 


(Considere RE = 058) 


a) 50%. 
b) 43%. 


c) 37%. 
d) 33%. 


xe) 19%. 


A 


(Enem) Um balão atmosférico, lançado em Bauru 
(343 quilômetros a noroeste de São Paulo), na noi- 
te do último domingo, caiu nesta segunda-feira 
em Cuiabá Paulista, na região de Presidente Pru- 
dente, assustando agricultores da região. O arte- 
fato faz parte do programa Projeto Hibiscus, 
desenvolvido por Brasil, França, Argentina, Ingla- 
terra e Itália, para a medição do comportamento 
da camada de ozônio, e sua descida se deu após o 
cumprimento do tempo previsto de medição. 


Disponível em: <www.correiodobrasil.com.br>. 
Acesso em: 2 maio 2010. 


balão 


609, 
18km A 


30° 
3,7 km B 


Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o 
balão. Uma estava a 1,8 km da posição vertical do 
balão e o avistou sob um ângulo de 60°; a outra 
estava a 5,5 km da posição vertical do balão, alinha- 
da com a primeira, e no mesmo sentido, conforme 
se vê na figura, e o avistou sob um ângulo de 30°. 
Qual a altura aproximada em que se encontrava 
o balão? 

a) 1,8 km. 


b) 1,9 km. 


xc) 3,1 km. 
d) 3,7 km. 


e) 5,5 km. 


(Enem) Para determinar a distância de um barco 
até a praia, um navegante utilizou o seguinte pro- 
cedimento: a partir de um ponto A, mediu o ângu- 
lo visual a fazendo mira em um ponto fixo P da 
praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele 
seguiu até um ponto B de modo que fosse possível 
ver o mesmo ponto P da praia, no entanto sob um 
ângulo visual 2a. A figura ilustra essa situação: 
P 


„ trajetória 
do barco 


A B 

Suponha que o navegante tenha medido o ângulo 
a = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou que o bar- 
co havia percorrido a distância AB = 2000 m. Com 
base nesses dados e mantendo a mesma trajetória, 
a menor distância do barco até o ponto fixo P será 
a) 1000 m. d) 2000 m. 


x b) 1000 v3 m. e) 2000 3 m. 


c) 2000 o m. 
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Vestibulares de Norte a S 


Região Nordeste 


1. 


(UFRN) Carl Friedrich Gauss (1777-1855) é conside- 
rado um dos maiores matemáticos de todos os 
tempos. Aos 10 anos de idade, ele apresentou uma 
solução genial para somar os números inteiros de 
1a 100. A solução apresentada por Gauss foi 5050, 
obtida multiplicando-se 101 por 50, como sugere 
a figura abaixo. 


101 
101 


ra 
3+4+..+ 494+50+51 +52 +..+97+98 +99 +100 
101 


LOS 
101 


101 


Usando a ideia de Gauss como inspiração, responda 
quanto vale o produto: 
1x2x4x8x16x36x 64x 128. 


(UFPB) Ao empinar uma pipa, João percebeu que es- 
tava a uma distância de 6 m do poste onde a pipa 
engalhou. Maria notou que a tangente do ângulo a 


E a 4 
formado entre a linha da pipa e a rua era Eh como 


mostra a figura. 


nf? 


Dam d'Souza/ 
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ii 


A altura do poste é: 
a) 4,5 m. 


6m 


(Ufam) Sejam A, B, C, nesta ordem, termos de uma 
progressão aritmética em que A - C = 100 e a, b, c, 
nesta ordem, termos de uma progressão geométri- 
ca, em quea = A, b = Ce c = 80. Então a afirmação 
falsa é: 
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xa) B é um número natural. 
b) a razão da PA é um número racional. 
c) a razão da PG é um número par. 
d) A é um número primo. 


e) C=va:c. 


Região Norte 


4. (Unirg-TO) Um aluno está querendo divulgar uma 
informação na sua escola, então, ele pensou na es- 
tratégia de passar essa informação de aluno para 
aluno. Nessa estratégia ele só necessitaria passar a 
informação uma única vez para dois alunos, gastan- 
do um minuto para divulgá-la a esses dois alunos. 
Os outros alunos também teriam que divulgá-la 
para mais dois alunos cada um, então, no primeiro 
minuto dois alunos estariam sendo informados, no 
segundo minuto quatro alunos estariam sendo in- 
formados, no terceiro minuto oito alunos estariam 
sendo informados e assim por diante. Seguindo essa 
estratégia, no décimo minuto, quantos alunos esta- 
riam sendo informados? 

a) 2048 alunos 


< b) 1024 alunos 
c) 512 alunos 
d) 256 alunos 


5. (Ufam) Use o triângulo SPỌ, retângulo em S: 
P 


S p Q 


Então os valores de sen O, cos Ọ e tan O correspon- 
dem respectivamente a: 


a) E RR 
Pp P P 
b L, LeeL, 
Ss ps 
c) ER 
q P P 
gl Pet, 
s s p 
EMEA 
s's p 


Região Centro-Oeste 
6. (Unemat-MT) Lança-se uma bola, verticalmente de 
cima para baixo, da altura de 4 metros. Após cada 


1 
choque com o solo, ela recupera apenas F da altura 


anterior. A soma de todos os deslocamentos (medidos 
verticalmente) efetuados pela bola até o momento 
de repouso é: 

a) 12 m. 


7. (UFG-GO) Para dar sustentação a um poste telefô- 
nico utilizou-se um outro poste com 8 m de compri- 
mento, fixado ao solo a 4 m de distância do poste 
telefônico, inclinado sob um ângulo de 60º, confor- 
me a figura abaixo. 


Considerando-se que foram utilizados 10 m de cabo 
para ligar os dois postes, determine a altura do pos- 
te telefônico em relação ao solo. (e 


Região Sudeste 


8. (FGV-SP) Uma empresa projetou as receitas mensais 
para o ano 2010 do seguinte modo: 
e Areceita para janeiro é R$ 1250 000,00. 
* Em cada mês, a receita é R$ 40 000,00 superior à 

do mês anterior. 

Nessas condições, a receita prevista para todo o ano 
de 2010 é: 
a) R$ 17 520 000,00. 


b) R$ 17 560 000,00. 
c) R$ 17 600 000,00. 
d) R$ 17 640 000,00. 


) 
e) R$ 17 680 000,00. 


9. (Mack-SP) Calcule a medida do segmento AB na fi- 
gura abaixo, sabendo que BCDE é um retângulo. 


A 
D [JE 
50 

L] 
C B 


Região Sul 


10. (UFSM-RS) O diretório acadêmico de uma universi- 
dade organizou palestras de esclarecimento sobre o 
plano de governo dos candidatos a governador. O 
anfiteatro, onde foram realizados os encontros, pos- 
suía 12 filas de poltronas distribuídas da seguinte 
forma: na primeira fila 21 poltronas, na segunda 25, 
na terceira 29, e assim sucessivamente. Sabendo que, 
num determinado dia, todas as poltronas foram ocu- 
padas e que 42 pessoas ficaram em pé, o total de 
participantes, excluído o palestrante, foi de: 


a) 474. d) 558. 
b) 516. e) 559. 
c) 557. 


11. (UEM-PR) Para obter a altura CD de uma torre, um 
matemático, utilizando um aparelho, estabeleceu a 
horizontal AB e determinou as medidas dos ângulos 
a = 30° e B = 60° e a medida do segmento BC = 5 m, 
conforme especificado na figura. Nessas condições, 
a altura da torre, em metros, é... 


D 
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Caiu no Enem 


Unidade 1 


(Enem) Para cada indivíduo, a sua inscrição no Ca- 
dastro de Pessoas Físicas (CPF) é composto por um 
número de 9 algarismos e outro número de 2 alga- 
rismos, na forma didz, em que os dígitos dı e d são 
denominados dígitos verificadores. Os dígitos veri- 
ficadores são calculados, a partir da esquerda, da 
seguinte maneira: os 9 primeiros algarismos são 
multiplicados pela sequência 10, 9,8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 (o 
primeiro por 10, o segundo por 9, e assim sucessiva- 
mente); em seguida, calcula-se o resto r da divisão 
da soma dos resultados das multiplicações por 11, e 
se esse resto r for O ou 1, d} é zero, caso contrário, 
dy = (11 — r). O dígito d, é calculado pela mesma regra, 
na qual os números a serem multiplicados pela se- 
quência dada são contados a partir do segundo al- 
garismo, sendo d; o último algarismo, isto é, d, é 
zero se o resto s da divisão por 11 das somas das mul- 
tiplicações for O ou 1, caso contrário, d} = (11 — 5). 
Suponha que João tenha perdido seus documentos, 
inclusive o cartão de CPF e, ao dar queixa da perda 
na delegacia, não conseguisse lembrar quais eram 
os dígitos verificadores, recordando-se apenas que 
os nove primeiros algarismos eram 123 456 789. Nes- 
te caso, os dígitos verificadores d; e d esquecidos 
são, respectivamente: 


a) 0e9. d) 9e1. 
b) 1e4. e) 0e1. 
c) 1e7. 


(Enem) Um professor dividiu a lousa da sala de aula 
em quatro partes iguais. Em seguida, preencheu 75% 
dela com conceitos e explicações, conforme a figura 
seguinte. 


KOOK IONO || X00000 1000000000 PE 
O 2 JO XXX 0 2 ec xxx xx | x exe ao sor x x 
6 woxx 0000| x 0000 w000 0000 | x w000% 00000 w00 


ooo wox w000 | socar wx w000 | xao xxx w000 
OR OK w00 w00 w000 00 e w00 | w000 0x 000 000 
oe a soe xxx. | soco soe 000 xxx. IOO seco acc XXX. 


Algum tempo depois, o professor apagou a lousa por 
completo, e, adotando um procedimento semelhan- 
te ao anterior, voltou a preenchê-la, mas, dessa vez, 
utilizando 40% do espaço. 
Uma representação possível para essa segunda si- 
tuação é: 

EE 


OM o 206 000 
30000000 000 XXX. 


KIONI 10000000X || X00000 10000000X 
0 oouo 00 xx | ooo 0000000 xxx xx 
x 000 0000 00001 | x 00000 w000 30000 
oO 000 00000 | 00000 xxx 00000 
ooa o0 w00 2000 | 0000 00 sor 000 
00% 20630 XXXX XXX, IOAK XXX KXXX XXK. 


(Enem) Uma empresa possui um sistema de contro- 
le de qualidade que classifica o seu desempenho 
financeiro anual, tendo como base o do ano anterior. 
Os conceitos são: insuficiente, quando o crescimento 
é menor que 1%; regular, quando o crescimento é 
maior ou igual a 1% e menor que 5%; bom, quando o 
crescimento é maior ou igual a 5% e menor que 10%; 
ótimo, quando é maior ou igual a 10% e menor que 
20%; e excelente, quando é maior ou igual a 20%. 
Essa empresa apresentou lucro de R$ 132 000,00 em 
2008 e de R$ 145 000,00 em 2009. 

De acordo com esse sistema de controle de qualida- 
de, o desempenho financeiro dessa empresa no ano 
de 2009 deve ser considerado: 

a) insuficiente. 


b) regular. 
c) bom. 
d 


ẹ 


) ótimo. 

) excelente. 

(Enem) Um grupo de pacientes com hepatite C foi 
submetido a um tratamento tradicional em que 40% 
desses pacientes foram completamente curados. 
Os pacientes que não obtiveram cura foram distri- 
buídos em dois grupos de mesma quantidade e sub- 
metidos a dois tratamentos inovadores. No primei- 
ro tratamento inovador, 35% dos pacientes foram 
curados e, no segundo, 45%. Em relação aos pacien- 
tes submetidos inicialmente, os tratamentos inova- 
dores proporcionaram cura de: 

a) 16%. 

b) 24%. 
c) 32%. 
d) 48%. 
e) 64%. 


5. (Enem) Num projeto da parte elétrica de um edifí- 
cio residencial a ser construído, consta que as to- 
madas deverão ser colocadas a 0,20 m acima do 
piso, enquanto os interruptores de luz deverão ser 
colocados a 1,47 m acima do piso. Um cadeirante, 
potencial comprador de um apartamento desse 
edifício, ao ver tais medidas, alerta para o fato de 
que elas não contemplarão suas necessidades. Os 
referenciais de alturas (em metros) para atividades 
que não exigem o uso de força são mostrados na 
figura seguinte. 

E 1,35 máximo 

120 


gs | confortável 


0,40 mínimo 


Formato Comunicação/Arquivo da editora 


Uma proposta substitutiva, relativa às alturas de 
tomadas e interruptores, respectivamente, que aten- 
derá àquele potencial comprador é 

a) 0,20 m e 1,45 m. 


b) 0,20 m e 1,40 m. 
c) 0,25 m e 1,35 m. 
d) 0,25 m e 1,30 m. 
xe) 0,45 m €1,20 m. 


6. (Enem) A suspeita de que haveria uma relação cau- 
sal entre tabagismo e câncer de pulmão foi levan- 
tada pela primeira vez a partir de observações clí- 
nicas. Para testar essa possível associação, foram 
conduzidos inúmeros estudos epidemiológicos. 
Entre esses, houve o estudo do número de casos de 
câncer em relação ao número de cigarros consumi- 
dos por dia, cujos resultados são mostrados no 
gráfico a seguir. 


Casos de câncer pulmonar dado o número de 


a cigarros consumidos diariamente 

E 50 
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> Número de cigarros consumidos diariamente 


Fonte: Centers for Disease Control and Prevention CDC-EIS. 
Summer Course — 1992 (adaptado). 


De acordo com as informações do gráfico: 

a) O consumo diário de cigarros e o número de casos 
de câncer de pulmão são grandezas inversamen- 
te proporcionais. 


* São Paulo, Rio de Janeiro, Belo Horizo 


b) O consumo diário de cigarros e o número de casos 
de câncer de pulmão são grandezas que não se 
relacionam. 


c) O consumo diário de cigarros e o número de casos 
de câncer de pulmão são grandezas diretamente 
proporcionais. 


d) Uma pessoa não fumante certamente nunca se- 
rá diagnosticada com câncer de pulmão. 


x e) O consumo diário de cigarros e o número de casos 
de câncer de pulmão são grandezas que estão 
relacionadas, mas sem proporcionalidade. 


7. (Enem) Dados da Associação Nacional de Empresas 
de Transportes Urbanos (ANTU) mostram que o 
número de passageiros transportados mensal- 
mente nas principais regiões metropolitanas do 
país vem caindo sistematicamente. Eram 476,7 
milhões de passageiros em 1995, e esse número 
caiu para 321,9 milhões em abril de 2001. Nesse 
período, o tamanho da frota de veículos mudou 
pouco, tendo no final de 2008 praticamente o 
mesmo tamanho que tinha em 2001. O gráfico a 
seguir mostra um índice de produtividade utiliza- 
do pelas empresas do setor, que é a razão entre o 
total de passageiros transportados por dia e o ta- 
manho da frota de veículos. 


Capitais brasileiras - Sistema de ônibus urbano* 
Passageiros Transportados por Veículos/dia** 


1995 a 2008 
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** Passageiros total mensal/frota/25 


Disponível em: <www.ntu.org.br>. 
Acesso em: 16 jul. 2009 (adaptado). 


Supondo que as frotas totais de veículos naquelas 
regiões metropolitanas em abril de 2001 e em outu- 
bro de 2008 eram do mesmo tamanho, os dados do 
gráfico permitem inferir que o total de passageiros 
transportados no mês de outubro de 2008 foi, apro- 
ximadamente, igual a: 

x a) 355 milhões. 


b) 400 milhões. 
c) 426 milhões. 
d) 441 milhões. 


) 
e) 477 milhões. 


Caiu no Enem 


8. (Enem) Os dados do gráfico foram coletados por meio 
da Pesquisa Nacional por Amostra de Domicílios. 


Estudantes que possuem telefone móvel celular 
com idade de 10 anos ou mais 
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Regiões brasileiras 


Fonte: IBGE. Disponível em: <«www.ibge.gov.br>. 
Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado). 


Supondo-se que, no Sudeste, 14900 estudantes fo- 
ram entrevistados nessa pesquisa, quantos deles 
possuíam telefone móvel celular? 
a) 5513. 
b) 6556. 
c) 7450. 
x d) 8344. 
e) 9536. 


9. (Enem) Os dados do gráfico seguinte foram gerados 
a partir de dados colhidos no conjunto de seis regiões 
metropolitanas pelo Departamento Intersindical de 
Estatística e Estudos Socioeconômicos (Dieese). 


Taxas de desemprego nas regiões 
metropolitanas março/2010 


São Paulo 
Salador | 
Recife 

Porto Alegre 
Belo Horizonte | 


Distrito Federal 


25 


Disponível em: <http://gl.globo.com>. 
Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado). 


Supondo que o total de pessoas pesquisadas na re- 
gião metropolitana de Porto Alegre equivale a 
250000, o número de desempregados em março de 
2010, nessa região, foi de: 

x a) 24500. 


b) 25000. 
c) 220500. 
d) 223000. 
e) 227500. 
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10. (Enem) O gráfico a seguir mostra a evolução, de abril 
de 2008 a maio de 2009, da população economica- 
mente ativa para seis Regiões Metropolitanas pes- 
quisadas. 


População economicamente ativa (em mil pessoas) 


23500 

23300 

231007 _ E q 
229007 |s| [E RH 
22 7007 [SÍ Ja 


0 
04/08 05 06 


07 08 09 10 1 12 01/0902 03 04 05 


Fonte: IBGE, Diretoria de Pesquisas. Coordenação do 
Trabalho e Rendimento. Pesquisa mensal de emprego. 
Disponível em: <«www.ibge.gov.br>. 


Considerando que a taxa de crescimento da popu- 
lação economicamente ativa, entre 05/09 e 06/09, 
seja de 4%, então o número de pessoas economica- 
mente ativas em 06/09 será igual a: 

a) 23 940. 


b) 32228. 
c) 920 800. 

x d) 23 940 800. 
e) 32 228 000. 


11. (Enem) Embora o Índice de Massa Corporal (IMC) 
seja amplamente utilizado, existem ainda inúmeras 
restrições teóricas ao uso e às faixas de normalidade 
preconizadas. 

O Recíproco do Índice Ponderal (RIP), de acordo com 
o modelo alométrico, possui melhor fundamentação 
matemática, já que a massa é uma variável de di- 
mensões cúbicas e a altura, uma variável de dimen- 
sões lineares. 

As fórmulas que determinam esses índices são: 


massa (kg) 
[altura (m)? 


altura(cm) 


IMC= RIP= 


massa (kg) 


ARAUJO, C. Q. B.; RICARDO, D. R. Índice de Massa Corporal: 
um questionamento científico baseado em evidências. Arq. Bras. 
Cardiologia, v. 79, n.1, 2002 (adaptado). 
Se uma menina, com 64 kg de massa, apresenta IMC 
igual a 25 kg/m), então ela possui RIP igual a: 
a) 0,4 cm/kg!?. 
b) 2,5 cm/kg'?. 


1/3 


c) 8 cm/kg”. 
d) 20 cm/kg!?. 
x e) 40 cm/kg'!2. 


12. 


(Enem) O gráfico mostra o número de favelas no 
município do Rio de Janeiro entre 1980 e 2004, con- 
siderando que a variação nesse número entre os 
anos considerados é linear. 
750 
573 


37. 


1980 1992 2004 

Favela tem memória, Época, n. 621, 12 abr. 2010 (adaptado). 

Se o padrão na variação do período 2004/2010 se 
mantiver nos próximos 6 anos, e sabendo que o nú- 
mero de favelas em 2010 é 968, então o número de 


favelas em 2016 será: 
a) menor que 1150. 


b) 218 unidades maior que em 2004. 

c) maior que 1150 e menor que 1200. 

d) 
) 


e 


177 unidades maior que em 2010. 
maior que 1200. 


. (Enem) O Índice de Massa Corporal (IMC) é largamen- 


te utilizado há cerca de 200 anos, mas esse cálculo 
representa muito mais a corpulência que a adiposi- 
dade, uma vez que indivíduos musculosos e obesos 
podem apresentar o mesmo IMC. Uma nova pesqui- 
sa aponta o Índice de Adiposidade Corporal (IAC) 
como uma alternativa mais fidedigna para quanti- 
ficar a gordura corporal, utilizando a medida do qua- 
dril e a altura. A figura mostra como calcular essas 
medidas, sabendo-se que, em mulheres, a adiposi- 
dade normal está entre 19% e 26%. 


O velho IMC 
(Índice de Massa Corporal) 


O novo IAC 
(Índice de Adiposidade Corporal) 


Índice de % de Circunferência 
Massa _ massa (kg) Gordura _ do quadril (cm) 8 
Corporal altura X altura (m) Corporal pura x.altura (m) 


Disponível em: <http://www1.folha.uol.com.br>. 

Acesso em: 24 abr. 2011 (adaptado). 

Uma jovem com IMC = 20 kg/m?, 100 cm de circun- 

ferência dos quadris e 60 kg de massa corpórea re- 

solveu averiguar seu IAC. Para se enquadrar aos ní- 

veis de normalidade de gordura corporal, a atitude 

adequada que essa jovem deve ter diante da nova 
medida é (Use V3 =1,7 e 17 =1,3) 


x a) reduzir seu excesso de gordura em cerca de 1%. 
b) reduzir seu excesso de gordura em cerca de 27%. 
c) manter seus níveis atuais de gordura. 

d) aumentar seu nível de gordura em cerca de 1%. 

) 


e) aumentar seu nível de gordura em cerca de 27%. 


14. (Enem) A figura apresenta informações biométricas 


de um homem (Duílio) e de uma mulher (Sandra) que 
estão buscando alcançar seu peso ideal a partir das 
atividades físicas (corrida). Para se verificar a escala 
de obesidade, foi desenvolvida a fórmula que per- 
mite verificar o Índice de Massa Corporal (IMC). Esta 
fórmula é apresentada como IMC = m/h?, onde m 
é a massa em quilogramas e h é altura em metros. 
O PERFIL DOS NOVOS CORREDORES 


DUÍLIO SABA (A SANDRA TESCARI CA 


Idade 50 anos 

Altura 1,88 metro Altura 1,70 metro 
Peso 96,4 quilos Peso 84 quilos 
Peso ideal 94,5 quilos Peso ideal 77 quilos 


42 anos 


Veja. ed. 2005 (adaptado). 
No quadro é apresentada a Escala de Índice de Mas- 


sa Corporal com as respectivas categorias relaciona- 
das aos pesos. 


Escala de Índice de Massa Corporal 


Categorias IMC (kg/m?) 


Desnutrição Abaixo de 14,5 


Peso abaixo do normal 14,55a 20 
Peso normal 20a 24,9 
Sobrepeso 25a 29,9 
Obesidade 30a39,9 


Obesidade mórbida Igual ou acima de 40 


Nova Escola. n. 172, maio 2004. 


A partir dos dados biométricos de Duílio e Sandra e 
da Escala de IMC, o valor IMC e a categoria em que 
cada uma das pessoas se posiciona na Escala são: 
a) Duílio tem o IMC 26,7 e Sandra tem o IMC 26,6, 
estando ambos na categoria de sobrepeso. 


x b) Duílio tem o IMC 27,3 e Sandra tem o IMC 291, 
estando ambos na categoria de sobrepeso. 


c) Duílio tem o IMC 27,3 e Sandra tem o IMC 26,6, 
estando ambos na categoria de sobrepeso. 


d) Duílio tem o IMC 25,6, estando na categoria de 
sobrepeso, e Sandra tem o IMC 24,7, estando na 
categoria de peso normal. 


e) Duílio tem o IMC 25,1, estando na categoria de 
sobrepeso, e Sandra tem o IMC 22,6, estando na 
categoria de peso normal. 


Caiu no Enem 


30 + 


25 À 


15. (Enem) O termo agronegócio não se refere apenas à 


agricultura e à pecuária, pois as atividades ligadas a 
essa produção incluem fornecedores de equipamen- 
tos, serviços para a zona rural, industrialização e 
comercialização dos produtos. 

O gráfico seguinte mostra a participação percen- 
tual do agronegócio no PIB brasileiro: 


26,28 


1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 


Centro de Estudos Avançados em Economia 
Aplicada (Cepea). Almanaque Abril 2010. 
São Paulo: Abril, ano 36 (adaptado). 
Esse gráfico foi usado em uma palestra na qual o 
orador ressaltou uma queda da participação do agro- 
negócio no PIB brasileiro e a posterior recuperação 
dessa participação, em termos percentuais. 
Segundo o gráfico, o período de queda ocorreu entre 
os anos de 
a) 1998 e 2001. 


b) 2001 e 2003. 
x c) 2003 e 2006. 
d) 2003 e 2007. 
e) 2003 e 2008. 


Nas As 


ad a 


16. (Enem) A cor de uma estrela tem relação com a tem- 


peratura em sua superfície. Estrelas não muito quen- 
tes (cerca de 3000 K) nos parecem avermelhadas. Já 
as estrelas amarelas, como o Sol, possuem tempera- 
tura em torno dos 6 000 K; as mais quentes são bran- 
cas ou azuis porque sua temperatura fica acima dos 
10000 K. A tabela apresenta uma classificação espec- 
tral e outros dados para as estrelas dessas classes. 


Estrelas da Sequência Principal 


E Temperatura | Luminosidade | Massa | Raio 
05 40000 5X 10º 40 18 
BO 28000 5x 10º 18 7 
AO 9900 80 3 25 
G2 5700 1 1 1 
MO 3480 0,06 0,5 0,6 


Temperatura em Kelvin 
Luminosidade, massa e raio, tomando o Sol como 
unidade. 


Disponível em: <«www.zenite.nu>. 
Acesso em: 1º maio 2010 (adaptado). 
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TA. 


Vendas (R$) 


18. 


Se tomarmos uma estrela que tenha temperatura 5 
vezes maior que a temperatura do Sol, qual será a 
ordem de grandeza de sua luminosidade? 
a) 20 000 vezes a luminosidade do Sol. 
b) 28 000 vezes a luminosidade do Sol. 
c) 28 850 vezes a luminosidade do Sol. 
d) 30 000 vezes a luminosidade do Sol. 
) 50 000 vezes a luminosidade do Sol. 


(Enem) O dono de uma farmácia resolveu colocar à 
vista do público o gráfico mostrado a seguir, que 
apresenta a evolução do total de vendas (em reais) 
de certo medicamento ao longo do ano de 2011. 


+ + + + + + + + + + + + » 
Jan Fev Mar Abr Maio Jun Jul Ago Set Out Nov Dez Mês 
De acordo com o gráfico, os meses em que ocorre- 
ram, respectivamente, a maior e a menor venda 
absolutas em 2011 foram: 
a) março e abril. 


b) março e agosto. 

c) agosto e setembro. 
d) junho e setembro. 
) junho e agosto. 


(Enem) O gráfico mostra a variação da extensão mé- 
dia de gelo marítimo, em milhões de quilômetros 
quadrados, comparando dados dos anos 1995, 1998, 
2000, 2005 e 2007. Os dados correspondem aos me- 
ses de junho a setembro. 

O Ártico começa a recobrar o gelo quando termina 
o verão, em meados de setembro. O gelo do mar atua 
como o sistema de resfriamento da Terra, refletindo 
quase toda a luz solar de volta ao espaço. Águas de 
oceanos escuros, por sua vez, absorvem a luz solar 
e reforçam o aquecimento do Ártico, ocasionando 
derretimento crescente do gelo. 


5 — 


Extensão de gelo marítimo 


3 ; + + ; 


Agosto Setembro 


Com base no gráfico e nas informações do texto, 


é possível inferir que houve maior aquecimento 
global em: (Enem) Acompanhando o crescimento do filho, um 


a) 1995. casal constatou que, de O a 10 anos, a variação da sua 
altura se dava de forma mais rápida do que dos 10 aos 


pi 1898; 17 anos e, a partir de 17 anos, essa variação passava a 
c) 2000. ser cada vez menor, até se tornar imperceptível. Para 
d) 2005. ilustrar essa situação, esse casal fez um gráfico rela- 
xe) 2007. cionando as alturas do filho nas idades consideradas. 
Que gráfico melhor representa a altura do filho des- 

(Enem) O gráfico fornece os valores das ações da se casal em função da idade? 


empresa XPN, no período das 10 às 17 horas, num dia xa) Altura (cm) 


em que elas oscilaram acentuadamente em curtos 330 
intervalos de tempo. v 
À Valor da ação (em reais) 
460 + 51 
380 + —+ > 
0 10 17 Idade (anos) 
330 + 
280 + 
200 + J 
150 + — _ž! 
100 + a oa 
— H + = E 
0 10 n nR B u 5 nr Tempo SE E 
(em horas) j i i 
0 10 17 Idade (anos) 
Neste dia, cinco investidores compraram e venderam 
o mesmo volume de ações, porém em horários dife- c) Altura (cm)4 
rentes, de acordo com a seguinte tabela. 180 t--zzzzzzz2=== i 
148 L ----- Po 
Investidor Hora da compra Hora da venda | ' ' 
51 E 
1 10:00 15:00 o O lade ang 
2 10:00 17:00 d) Altura (cm)4 
180 
T7 
3 13:00 15:00 148 
4 15:00 16:00 ti 
5 16:00 17:00 = 
0 10 17 Idade (anos) 
Com relação ao capital adquirido na compra e venda e) Altura (cm)ą 
das ações, qual investidor fez o melhor negócio? 
xa) 1 
b) 2 Vo 
c) 3 ro 
d) 4 A 
e) 5 0 10 17 Idade (anos) 
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22. 


(Enem) A loja Telas & Molduras cobra 20 reais por 
metro quadrado de tela, 15 reais por metro linear de 
moldura, mais uma taxa fixa de entrega de 10 reais. 
Uma artista plástica precisa encomendar telas e 
molduras a essa loja, suficientes para 8 quadros re- 
tangulares (25 cm X 50 cm). Em seguida, fez uma 
segunda encomenda, mas agora para 8 quadros re- 
tangulares (50 cm X 100 cm). O valor da segunda 
encomenda será: 

a) o dobro do valor da primeira encomenda, porque 

a altura e a largura dos quadros dobraram. 


b) maior do que o valor da primeira encomenda, mas 
não o dobro. 


c) a metade do valor da primeira encomenda, por- 
que a altura e a largura dos quadros dobraram. 


d) menor do que o valor da primeira encomenda, 
mas não a metade. 


e) igual ao valor da primeira encomenda, porque o 
custo de entrega será o mesmo. 


(Enem) As frutas que antes se compravam por dúzias, 
hoje em dia, podem ser compradas por quilogramas, 
existindo também a variação dos preços de acordo 
com a época de produção. Considere que, indepen- 
dente da época ou variação de preço, certa fruta 
custa R$ 1,75 o quilograma. 

Dos gráficos a seguir, o que representa o preço m 
pago em reais pela compra de n quilogramas desse 
produto é: 


a) 


m 


1754- 


1,75 
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24. (Enem) Um experimento consiste 


23. (Enem) João deve 12 parcelas de R$ 150,00 referentes 


ao cheque especial de seu banco e cinco parcelas de 
R$ 80,00 referentes ao cartão de crédito. O gerente 
do banco lhe ofereceu duas parcelas de desconto no 
chegue especial, caso João quitasse esta dívida ime- 
diatamente ou, na mesma condição, isto é, quitação 
imediata, com 25% de desconto na dívida do cartão. 
João também poderia renegociar suas dívidas em 18 
parcelas mensais de R$ 125,00. Sabendo desses ter- 
mos, José, amigo de João, ofereceu-lhe emprestar o 
dinheiro que julgasse necessário pelo tempo de 18 
meses, com juros de 25% sobre o total emprestado. 
A opção que dá a João o menor gasto seria: 

a) renegociar suas dívidas com o banco. 


b) pegar emprestado de José o dinheiro referente à 
quitação das duas dívidas. 


c) recusar o empréstimo de José e pagar todas as 
parcelas pendentes nos devidos prazos. 


d) pegar emprestado de José o dinheiro referente à 
quitação do cheque especial e pagar as parcelas 
do cartão de crédito. 


x e) pegar emprestado de José o dinheiro referente à 


quitação do cartão de crédito e pagar as parcelas 
do cheque especial. 


em colocar certa quantidade de 
bolas de vidro idênticas em um 
copo com água até certo nível e 
medir o nível da água, conforme 
ilustrado na figura ao lado. Como 
resultado do experimento, con- 
cluiu-se que o nível da água é fun- 
ção do número de bolas de vidro 
que são colocadas dentro do copo. 
O quadro a seguir mostra alguns resultados do ex- 
perimento realizado. 


Número de bolas (x) Nível da água (y) 


5 6,35 cm 
10 6,70 cm 
15 7,05 cm 


Disponível em: <www.penta.ufrgs.br>. 
Acesso em: 13 jan. 2009 (adaptado). 


Qual a expressão algébrica que permite calcular o 
nível da água (y) em função do número de bolas (x)? 


a) y = 30x d) y = 0,7x 
b) y = 25x + 20,2 xe) y = 0,07x + 6 
c) y = 1,27x 


25. (Enem) Um bairro de uma cidade foi planejado em 
uma região plana, com ruas paralelas e perpendicu- 
lares, delimitando quadras de mesmo tamanho. No 
plano de coordenadas cartesianas seguinte, esse 
bairro localiza-se no segundo quadrante, e as distân- 
cias nos eixos são dadas em quilômetros. 

y4 


Areta de equação y = x + 4 representa o planejamen- 
to do percurso da linha do metrô subterrâneo que 
atravessará o bairro e outras regiões da cidade. No 
ponto P = (-5, 5), localiza-se um hospital público. A 
comunidade solicitou ao comitê de planejamento 
que fosse prevista uma estação do metrô de modo 
que sua distância ao hospital, medida em linha reta, 
não fosse maior que 5 km. Atendendo ao pedido da 
comunidade, o comitê argumentou corretamente 
que isso seria automaticamente satisfeito, pois já 
estava prevista a construção de uma estação no 


ponto. 

a) (-5, 0). 
b) (3,1). 
c) (2,1) 
d) (0, 4). 
e) (2, 6). 


26. (Enem) O prefeito de uma cidade deseja construir 


uma rodovia para dar acesso a outro município. Pa- 
ra isso, foi aberta uma licitação na qual concorreram 
duas empresas. 

A primeira cobrou R$100 000,00 por km construído 
(n), acrescidos de um valor fixo de R$ 350 000,00, 
enquanto a segunda cobrou R$ 120 000,00 por km 
construído (n), acrescidos de um valor fixo de 
R$ 150 000,00. As duas empresas apresentam o 
mesmo padrão de qualidade dos serviços presta- 
dos, mas apenas uma delas poderá ser contratada. 
Do ponto de vista econômico, qual equação possibi- 
litaria encontrar a extensão da rodovia que tornaria 
indiferente para a prefeitura escolher qualquer uma 
das propostas apresentadas? 


x a) 100n + 350 = 120n + 150 


2l 


b) 100n + 150 = 120n + 350 

c) 100(n + 350) = 120(n + 150) 

d) 100(n + 350000) = 120(n + 150000) 
e) 350(n + 100000) = 150(n + 120000) 


(Enem) O saldo de contratações no mercado formal 
no setor varejista da região metropolitana de São 
Paulo registrou alta. Comparando as contratações 
deste setor no mês de fevereiro com as de janeiro 
deste ano, houve incremento de 4300 vagas no se- 
tor, totalizando 880 605 trabalhadores com carteira 
assinada. 
Disponível em: <«www.folha.uol.com.br> 
Acesso em: 26 abr. 2010 (adaptado). 
Suponha que o incremento de trabalhadores no se- 
tor varejista seja sempre o mesmo nos seis primeiros 
meses do ano. 
Considerando-se que y e x representam, respectiva- 
mente, as quantidades de trabalhadores no setor 
varejista e os meses, janeiro sendo o primeiro, feve- 
reiro, o segundo, e assim por diante, a expressão 
algébrica que relaciona essas quantidades nesses 
meses é: 
a) y = 4300x 


) 
b) y = 884905x 
c) y = 872005 + 4300x 
d) y = 876305 + 4300x 
e) y = 880605 + 4300x 


28. (Enem) Uma indústria fabrica um único tipo de pro- 


duto e sempre vende tudo o que produz. O custo 
total para fabricar uma quantidade q de produtos é 
dado por uma função, simbolizada por CT, enquanto 
o faturamento que a empresa obtém com a venda 
da quantidade q também é uma função, simboliza- 
da por FT. O lucro total (LT) obtido pela venda da 
quantidade q de produtos é dado pela expressão 
LT(g) = FT(g) — CT(q). 

Considerando-se as funções FT(g) = 5q e 

CT(q) = 2q + 12 como faturamento e custo, qual a 
quantidade mínima de produtos que a indústria te- 
rá de fabricar para não ter prejuízo? 


29. (Enem) Uma empresa de telefonia fixa oferece dois 
planos aos seus clientes: no plano K, o cliente paga 
R$ 29,90 por 200 minutos mensais e R$ 0,20 por 
minuto excedente; no plano Z, paga R$ 49,90 por 
300 minutos mensais e R$ 0,10 por cada minuto ex- 
cedente. 
O gráfico que representa o valor pago, em reais, nos 
dois planos em função dos minutos utilizados é: 


a) R$4 


89,90 + 
79,90 + 
69,90 + 
59,90 + 
49,90 
39,90 + 
29,90 


H f + + + — 


O| 100 200 300 400 500 min 


H + + t + w: 


O| 100 200 300 400 500 min 


O| 100 200 300 400 500 min 


t t + + + = 


O| 100 200 300 400 500 min 


H + H t + -— 


0 100 200 300 400 500 min 


30. (Enem) Certo vendedor tem seu salário mensal cal- 
culado da seguinte maneira: ele ganha um valor fixo 
de R$ 750,00, mais uma comissão de R$ 3,00 para ca- 
da produto vendido. Caso ele venda mais de 100 pro- 
dutos, sua comissão passa a ser de R$ 9,00 para cada 
produto vendido, a partir do 101º produto vendido. 
Com essas informações, o gráfico que melhor repre- 
senta a relação entre salário e o número de produtos 
vendidos é: 
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Salário em R$ 


0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 


Produtos vendidos 


x e) 


Salário em R$ 


m 


100 125 150 175 
Produtos vendidos 


200 225 


31. (Enem) As curvas de oferta e de demanda de um 
produto representam, respectivamente, as quanti- 
dades que vendedores e consumidores estão dispos- 
tos a comercializar em função do preço do produto. 
Em alguns casos, essas curvas podem ser represen- 
tadas por retas. Suponha que as quantidades de 
oferta e de demanda de um produto sejam, respec- 
tivamente, representadas pelas equações: 


Qo 
Qp 


-20 + 4P 
46 — 2P 


em que Oo é quantidade de oferta, Op é a quantida- 
de de demanda e P é o preço do produto. 

A partir dessas equações, de oferta e de demanda, 
os economistas encontram o preço de equilíbrio de 
mercado, ou seja, quando Qo e Qp se igualam. 

Para a situação descrita, qual o valor do preço de 


equilíbrio? 
a) 5 c) 13 e) 33 
xb) 11 d) 23 


32. (Enem) A resistência elétrica e as dimensões do con- 

dutor 

A relação de resistência elétrica com as dimensões 

do condutor foi estudada por um grupo de cientistas 

por meio de vários experimentos de eletricidade. Eles 

verificaram que existe proporcionalidade entre: 

- resistência (R) e comprimento (£), dada a mesma 
secção transversal (A); 

- resistência (R) e área da secção transversal (A), da- 
do o mesmo comprimento (€) e 


= 


* comprimento (€) e área da secção transversal (A), 
dada a mesma resistência (R). 

Considerando os resistores como fios, pode-se exem- 

plificar o estudo das grandezas que influem na re- 

sistência elétrica utilizando as figuras seguintes. 


fio condutor 


(a) resistência R 


r 
l 
A. 
r N 
fios de mesmo material | fios de mesmo material | fios de mesmo material 


(a Jresistência R) (A)esistência R) A resistência R) 
[+ 1 | | 
! l l 


[i 1 
A resistência 2R ) Q resistência É (x resistência R 


| | 
| z l 7 | | 7 | 


Disponível em: <www.efeitojoule.com>. 
Acesso em: abr. 2010 (adaptado). 
As figuras mostram que as proporcionalidades exis- 
tentes entre resistência (R) e comprimento (€), resis- 
tência (R) e área da secção transversal (A), e entre 
comprimento (£) e área da secção transversal (A) são, 
respectivamente: 
a) direta, direta e direta. 


b) direta, direta e inversa. 
x c) direta, inversa e direta. 


d) inversa, direta e direta. 
) 


e) inversa, direta e inversa. 

33. (Enem) Nos processos industriais, como na indústria 
de cerâmica, é necessário o uso de fornos capazes 
de produzir elevadas temperaturas e, em muitas si- 
tuações, o tempo de elevação dessa temperatura 
deve ser controlado, para garantir a qualidade do 
produto final e a economia no processo. Em uma 
indústria de cerâmica, o forno é programado para 
elevar a temperatura ao longo do tempo de acordo 
com a função: 


14420, para O=<t< 100 
T(t)=;* 
2 16 
—t?-—t+320, para t= 100 
125 5 


em que T é o valor da temperatura atingida pelo 
forno, em graus Celsius, e t é o tempo, em minutos, 
decorrido desde o instante em que o forno é ligado. 
Uma peça deve ser colocada nesse forno quando a 
temperatura for 48 °C e retirada quando a tempe- 
ratura for 200 °C. 

O tempo de permanência dessa peça no forno é, em 
minutos, igual a: 
a) 100. 


b) 108. 


c) 128. 
x d) 130. 


e) 150. 
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34.(Enem) A população mundial está ficando mais 


x 


velha, os índices de natalidade diminuíram e a ex- 
pectativa de vida aumentou. No gráfico seguinte, 
são apresentados dados obtidos por pesquisa rea- 
lizada pela Organização das Nações Unidas (ONU), 
a respeito da quantidade de pessoas com 60 anos 
ou mais em todo o mundo. Os números da coluna 
da direita representam as faixas percentuais. Por 
exemplo, em 1950 havia 95 milhões de pessoas com 
60 anos ou mais nos países desenvolvidos, núme- 
ro entre 10% e 15% da população total nos países 


desenvolvidos. 
461 
Países desenvolvidos 


Países em 
desenvolvimento 


ESTIMATIVAS 
T Po] T (0) 


50 


Fonte: “Perspectivas da população mundial”, 

ONU, 2009. Disponível em: <«www.economist.com>. 

Acesso em: 9 jul. 2009 (adaptado). 

Suponha que o modelo exponencial y = 363eº0x, 

em que x = O corresponde ao ano 2000, x = 1 cor- 

responde ao ano 2001, e assim sucessivamente, e 

que y é a população em milhões de habitantes no 

ano x, seja usado para estimar essa população com 

60 anos ou mais de idade nos países em desenvol- 

vimento entre 2010 e 2050. Desse modo, consideran- 

do e” = 1,35, estima-se que a população com 60 
anos ou mais estará, em 2030, entre: 

a) 490 e 510 milhões. 


b) 550 e 620 milhões. 
c) 780 e 800 milhões. 
d) 810 e 860 milhões. 
e) 870 e 910 milhões. 


Caiu no Enem 


35.(Enem) Entre outros objetos de pesquisa, a Alo- 
metria estuda a relação entre medidas de dife- 
rentes partes do corpo humano. Por exemplo, 
segundo a Alometria, a área A da superfície cor- 


poral de uma pessoa relaciona-se com a sua mas- 
2 


sa m pela fórmula A=k:m?, em que k é uma cons- 
tante positiva. 

Se no período que vai da infância até a maioridade 
de um indivíduo sua massa é multiplicada por 8, 
por quanto será multiplicada a área da superfície 
corporal? 


a) 116 


Unidade 4 


36. (Enem) O número mensal de passagens de uma de- 
terminada empresa aérea aumentou no ano passa- 
do nas seguintes condições: em janeiro foram ven- 
didas 33 000 passagens; em fevereiro, 34500; em 
março, 36 000. Esse padrão de crescimento se man- 
tém para os meses subsequentes. 

Quantas passagens foram vendidas por essa empre- 
sa em julho do ano passado? 
a) 38000 


b) 40500 
c) 41000 
d) 42000 


) 

e) 48000 

37. (Enem) Jogar baralho é uma atividade que estimula 
o raciocínio. Um jogo tradicional é a Paciência, que 
utiliza 52 cartas. Inicialmente são formadas sete co- 
lunas com as cartas. A primeira coluna tem uma 
carta, a segunda tem duas cartas, a terceira tem três 
cartas, a quarta tem quatro cartas, e assim sucessi- 
vamente até a sétima coluna, a qual tem sete cartas, 
e o que sobra forma o monte, que são as cartas não 
utilizadas nas colunas. 
A quantidade de cartas que forma o monte é: 


Respostas 


(CUNIDADEI) Números e funções 


Capítulo 1 « Conjuntos numéricos 


1.a) M(6) = 10,6,12,18,24,30,36,42,..) 
b) D(6) = (1,2,3,6) 
c) A=2,3,5,7,11,13,17,19) 
d) C=10,1,4,9,16,25,36,49,..) 


2.3) o, É 
DA= LO, (cool) 
c) 10,1) 
(ob) =LA 
e) Não existe valor para x. 
TD hs =, +) 


5. A: a :B: 0, 181818..,;€: £, DIS; 


E: 2a FOT G Res 
4 10 


6. a) 0,875 c) 1,4 


[oo [ond w|— 9 
a 


UV 
w 


a 
= 
is 

oo 
S | 


Bope lonas L< 
2 10 5 


9. Decimais exatas: a, b, f; decimal infinita periódica: d; decimais 


infinitas não periódicas: c, e. 


10. a) 3;4 
b) Infinitos; infinitos. 
11. a) v 
b) F 
12.a) -+6 « 16 
-8 * 300 
«12 - 86 
22 “16 
b) Todos os resultados são números pares. 
T e) 16 
[5)) = D = 
A S= g) 3 
d) —15 h) 11 


14. PQ = 365; PM = 96; MQ = 269 


16. a) {1,3, 5,7, 9} 
b) {0, 2, 4, 6, 8} d) {0,6,8} 


c) 10,1,3,5,6,7,8,9) 


18. 


19: 


20. 


21. 


22. 


24. 


25; 
27. 


28. 


29. 
30. 
31. 
32. 
38. 


35. 


36. 


37. 


38. 


Resolvido passo a passo 


6. a) 570000 páginas impressas. b) R$ 47,20 
a) {0, 2,3, 4,5, 6,7, 8, 9} d) {0,3, 4,5, 6, 9,10} 
b) {4, 5, 6} e) {6} 

c) {0, 3,4,5, 6,7, 8, 9,10} 

a) {a,c,e, f} c) {h,i} 
b) B d) (a,c,e,f, A 
aaZUQ=-QeZNQ=Z 

b) QUR=ReQNR=Q 

a) Z c) Q 
b) Z d) IN 
a) (AUB)NCou(ANON(BNC) 

b) (AN B)U (BA C)ou(AUC) NAB 

a) 25 alunos. 

b) 10 alunos. 

c) 50 alunos. 


a) 41 estudantes. b) 27 estudantes. 


a) 54 famílias. 
b) 315 famílias. 
c) 365 famílias. 


a) 43% 

b) 7% 

c) 57% 

5 

5 alunos. 

34 

21 pesquisados. 

a) [-4,2] d) 4.3 

b) (1, +ol e) [=43,48] 
c) ]-00,1] f) (0,75; 0,90) 
a) V d) V 

b) F e) V 

c) V 


) 

a) AN B = [3,4];A U B = [2,6] e A — B = [2,3) 
b) AUB=]-%,4[eANB=]-—%,1[ 

c) AUB = [|-2, +œ[e A N B = [~1,0) 


a) ] —%, 6[ c) [-6,2] 
o) (=5,2] d) (—5,2] 
Sim. 


275 


40. 


41. 


42. 


44. 


45. 
46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


52. 


53. 


a) 120 e) 55 
b) 900 f) 80 
c) 5 g) 200 
d) 1600 h) 350 
a) R$30,00 

b) 70 000 habitantes 

c) 100 km 

d) R$88,00 


Pará: 1200 000 km?; 
Amazonas: 1 600 000 km?; 
Minas Gerais: 600 000 km?; 
Mato Grosso: 900 000 km. 
Amazonas, Pará, Mato Grosso e 
Minas Gerais. 

a) 3300 km 


b) 3399 km 
1,52 AU 

a) 1134 

b) 27444 
c) 2340 


Resultados exatos: a) 532; b) 1197; 
c) 931; d) 399,7; e) 1570 

a) 332,6 milhões 

b) 289 milhões 
a 


b 


1,75 polegada c) 40 polegadas 


) 
) Menos d) 18,75 mm 
b) Hambúrguer duplo e hambúrguer simples. 


c) X-salada. 


a) 315 km 


) 
b) 4 


a) Diâmetro da Terra: 
comprimento — km 
Temperatura do planeta Terra: temperatura — grau Celsius 


Peso do planeta Terra: massa — tonelada 


Movimento de translação e de rotação da Terra: tempo — 
ano e dia 


Superfície do planeta Terra — superfície — km? 
Volume do planeta Terra: volume — km? 
b) 6 500 000 000 000 000 000 000 = 65 - 102º 
g 147,2 ºC 


Página 18. 

Porque é a fração que dá origem ao número decimal. 
Página 19. 

* Nem sempre. 


“Sim. 


Página 34. 

(3,5) representa o conjunto dos elementos 3 e 5. 

(3,5) representa o conjunto dos números reais entre 3 e 5 e também 
representa o par ordenado de abscissa 3 e ordenada 5. 

[3,5] representa o conjunto dos números reais de 3 até 5. 

Página 39. 

Polígono convexo é um polígono cujos ângulos internos são todos 
menores do que 180º. 


Capítulo 2 « Funções 
1. a) A área é dada em função do lado. 
b) A área A. 
c) O lado (£). 
ASe 
e) 144 cm? 
f) 13 cm 


De) =D 
b 


4.a 


b) O custo de produção (c) é dado em função do número de 
peças (x). 


) 
) c 
) 
) 


c) c=1,2x 
d) R$12,00; R$ 24,00; R$ 60,00 
e) 100 peças. 


c) 20 clientes. 
d) C=x+6 


d 


) 
e) 382500 000 km? 


54. Aproximadamente 10 minutos. 


Para refletir 
Página 15. 
“Sim. 
“Sim. 
“Sim. 

e Não. 
Página 16. 

* Não. 
“Sim. 


Respostas 


Um trilhão, oitenta e três bilhões, duzentos e trinta milhões. 


. a) D(f) = {3,4,5,6} f) 


.aec 
. É função. 
- Não. 


« Sim. 


a) Sim. f(x) = z 
b) Sim. f(x) = 


b) R 3,7) g 
o fi 
= 

X 


| E 
1 
ER 


II 
VEN 


e) 


o ge =9 
d)x=4 
19. a) D(f) = R — (6) 
b) D(f) =R 
c) D(f)=(xEeR|x=7 
d) D(f) = IR 
e) D(f)=(xeR|x=2ex3) 
20. A(3, 3); B(—3, 2); C(2, 0); D(—2, —4); E(4, —3); F(O, —2) 


23. 16 unidades de área 


24. a) d(A, B) = 5 unidades de comprimento 
b) d(A, B) = 10 unidades de comprimento 
26. E(—20°, —40°) 
F(—60°, 20°) 
G(40º, —60°) 
H(=50º, —60°) 
K(60°, 80°) 
27.a) O(5,3);r=1 c) O(0,0);r=4 
b) O(-2,-1;r=3 d) O(0,2);r= 
28. a) (x- 1 + (y- 4} =4 oK e6 
b) (x +2} + (y +5} =9 d) ż + (y -1}=4 
29. a) É função. 
b) É função. 
c) É função. 


d) Não é função. 


32. a) D=(xER|-3<x<1)=[-3,1] 
Im=(yER|-2=y=2)=[-2,2] 

b) D=(xeR|-2<x<3)=(-2,3) 

=(yER|I<y<3)=[1,3] 

co) D=(xER|-2=x<)=[-2,1) 
m= [yeRr|T<y<ab=[5,4] 

d)D=-(xeR|0<x<4)=[0,4] 
=(YER|[0=y<=2)=[0,2] 

e) D=(xeR|0=x<=2m)=[0,27] 
Im=yEeER|-1=ysy=[=1,1] 

f) D=(xeR|-2<x<3)=(-2,3) 

Im={yER|0<y<3}= (0,3) 

33. D(f) = R; Im( f) = Z. 


Resolvido passo a passo 
5 a) 20 000 hectares; 15 000 hectares; 12 000 hectares, respecti- 


vamente. 
b) A área plantada diminui. 


c) A produção aumentará. 


34. a) Crescente. 
b) Decrescente. 
c) Crescente. 


35. a) Crescente: {x E€ R | x < 2); 
decrescente: {x ER | x = 2} 


b) Crescente: {x E IR | x < 1}; 
decrescente: {x E R | x = 1) 


c) Crescente: {x EIR | -r =x < 0}; 
decrescente: {x ER |0 <x < 7} 


36. a) D(f) = [- 1,4]; im(f) = [- 1,3] 
) 


b) Corta o eixo x em um ponto; corta o eixo y em um ponto. 


c) Igual. 

d) Valor máximo de f (x) é 3; valor mínimo de f (x) é —1. 
e) O ponto (— 1,1). 

f) Sim. 

g) f (x) = 3 para1s x <3. 

37. a) O pai ganhou a corrida; a diferença de tempo foi de 3 s. 
b) 

c) Cerca de 10s. 


Cerca de 70 m. 


38. a) Não é injetiva. c) É injetiva. 
b) Não é injetiva. d) É injetiva. 
39. a) É sobrejetiva. 
b) Não é sobrejetiva. 
40. a) Não é bijetiva. e) Não é bijetiva. 
b) Não é bijetiva. f) Não é bijetiva. 
c) Não é bijetiva. g) É bijetiva. 
d) É bijetiva. 
41. a 


b 


Injetiva. 


SEE esa 


Bijetiva. 
G 


42.a 
b 


pan 


Sobrejetiva. 


Não é bijetiva. d) Não é bijetiva. 


ES Re 


Não é bijetiva. e) É bijetiva. 


c) É bijetiva. 


— 


43.(0,1,4,9,16,...) 
44. a) PA;r = —5 
b) PG;g=2 
c) Não é PA nem PG. 
45. f(x) =2x-1 
46.51 
41.972 


Pensando no Enem 
ic 
2i 
3. b 


Outros contextos 
2. a) IMC = 20 
b) Peso normal. 
c) 49m 


Respostas 


Vestibulares de Norte a Sul 10. a 


C(x) = 6x + 10 400 
R 


1. b b) R$ = 17 600,00 
2.d 
3.c 
4.e 
5.1) Errado. 
2) Correto. 
J cnan. Resolvido passo a passo 
Aed 5. a) f(2013) = 516,5; esse valor não é adequado por não ser 
) Errado. um valor inteiro. O melhor valor no caso seria o próxi- 
6. e mo número inteiro maior do que f(2013), ou seja, 517 
espécies. 
7. a) 80 filiados. 
b) 1420 filiados. idade E 2 
3 3 
8. b 
O.a DPO e 
10.e 7.a)m=8 
b) m = -3 
P fleti 
eaa 18.a) a=3eb=2 
Página 64. 2 
s 50 c) X=— 3 
“1458 
X . a a 19. a) f(x) corta o eixo x no ponto (5.0) eoeixoyno ponto (0,4). 
(CUNIDADEZ) Função afim e função quadrática Diem 3 
Capítulo 3 « Função afim e função modular 20. a) A(3,0); B(0,3) e C(6,3) 
1.a) f0) =1 21. fix) = -2x -1 
1 
b) fl5)=3 22.a) y= Ex+2 
o) f0)=4 b) y= -+x +2 
d) fk+1)=-3k+1 I y= 
2. g(x) tem maior valor inicial e f(x) tem maior taxa de variação. d) y = —10x + 20 
3. a) f(x) =3x+1 c) f(x) = 2x +10 e) y =2x +12 
b) fo) = —2x+9 A = =$ ar 3) f) y =3x+14 
4. a) fix) = 8 + 0,50x g)y=—3x 
b) Ataxa de variação é 0,50. O valor inicial dessa função é f(0) = 8. h)y=-x+16 
c) R$58,00. 24. a) y=3x— 6 
5. a) largura = 1 cm; perímetro = 12 cm; largura = 1,5 cm; períme- b)y=-2x—8 
tro = 13 cm; largura = 2 cm; perímetro = 14 cm; largura = 3 cm; )y=5x+4 
perímetro = 16 cm; largura = 4 cm; perímetro = 18 cm 1 
25.y= —x+2 
c) f(x) = 10 + 2x 2 
d) A taxa de variação é 2 e o seu valor inicial é 10. 26. a) eixo x: (5,0); eixo y: ( 0, —5) 
6. a) Plano A: f(x) = 50x + 100; plano B: g(x) = 40x + 180. b) eixo x: (4, 0); eixo y: (0,4) 
b) A taxa de variação correspondente ao plano A é a maior. c) eixo x: (0,0); eixo y: (0,0) 
O custo aumenta mais rapidamente no plano 4. d) eixo x: (2,0); eixo y: (0, —1) 
c) O plano A é mais econômico para x < 8; o B para x > 8; e 27. a) fix) = 0 para x = —4 
eles são equivalentes para x = 8. ' 
7 f(x) > 0 para x > —4 
. a) fi(x 7 = 50 + 0,37x; f(x) = 63 + 0,37x; fa(x) = 75 + 0,37x ikoma 
b) fi> a = 0,37; f: >a = 0,37; f3 > a = 0,37. 
b) f(x) = O para x = 
T RA iii: 
b) 5 fix) > 0 para x < 


c) 10 


9. fix) = 3x — 1; a taxa de variação é a = 3. 


Respostas 


ale eae e 


fix) <0 para x > 


c) fix) = 


fix) > 0 para x > 


O para x = 


fix) <0 para x < 


d) fx 


fx 


)=0parax=2 

) 
fix) <0 parax< 2 

) 

) 


>0parax>2 


28. a) fix) > 0 parax <1 
b) f(x) < 0 para x < —4 


29. Não existe valor real de x que satisfaça as duas condições 
simultaneamente. 


30.x=17 


31. 
b 


32. a 
b) S= periT=x<3 


a) S={xER|x<2} 

) S = {x E R| x = —14} 

)Js=(xeR|0<x=4) 
) 

33. a) f(x) = 5,00x — 230,00 


b) x < 46; O comerciante terá prejuízo se vender menos de 
46 unidades. 


c) x=109 
d) x>102 
e) 66<x< 82 


34. a) s= perl 2<x< 1) 
b) S={xER|x<10u2<x<4} 


35.a) s= [k ER|1<x < 2) 
b)s=(xeR] Toux>2) 
) 

) 


4<x< 
36. a) Na loja A. 
b) Loja A: f(x) = 3x + 5; loja B: f(x) = 2x + 10 


37.a) D D= xeRix<-Soux=1) 
b)D=(xeR|x<0oux=3) 
c) D={xER|x=10ux> 5} 

38. a) O plano C. 


A partir de 50 minutos. 

39. A partir de 60 minutos. 

40. x — 1500 = 0 

4. d 

42.a) r=5 
b) —7,8,23,38,53, 68 é uma PA. 
c) r=15 

43.r=12 

44. fix) = 

45. a) v = 60 m/s 


4x +1 

c) S=700m 
b) S = 60t + 100 d) t=15s 
46. Sim, é uma proporcionalidade direta. 


47, Não. 
48. sim. 


a) 60 cm; 140 cm; 220 cm 
b) 6º degrau; 8º degrau; 14º degrau 


52.a) 14 c) 1 

b) O d) —15 
53.2) x=6 

b) Não existe valor real para x. 

c) x=60ux=-—6 

d)x=6 

e)x=5 

f) x=50ux= -5 

g)x=30ux=-— 


54. a) f(8) = 9;f(—1) 
b TEX SOS) 
Te sexz 3 


8; f3) = 4 f(0) = 7 


d) D(f) = Re Im(f) = {y E R| y > 4} 


55. a) S = {—4,16} c) S = {-7,9} 
b) S= [-4, ] d) S=(-1,5) 
56. a) S=(-7,-5,-1,1) 
b) S = {-1, 2,3,6} 
57. a) D(f)= R e Im(f) = R, 
b) f(x) é crescente para x = 0; f(x) é decrescente para x = O 


c) fix 
d) fix) >0parax£0; fx) = 


não é injetiva nem sobrejetiva. 
O parax = O 


be ar Sai 5) 


a 
b) f2) = 9; f) = 6; f1) =18; 


Outros contextos 
2.1,6 
é, 76,64 anos 
4. 2038 
5.5anos 


Para refletir 
Página 73. 
R$ 54,10 
Página 79. 


É a semirreta que parte do vértice do ângulo e o divide em dois 
ângulos de mesma medida. 


Página 83. 
Porque existem infinitos valores de y para um único valor de x e, 
portanto, não é função. 


Página 84. 
fod>o; foj<o 


Respostas 


Página 85. 

O sinal + significa f(x) > 0,e o sinal — significa f(x) < O. 
Página 97. 

* Em g(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas unidades 


para cima. Em h(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas 
unidades para baixo. 


* Em r(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas unidades 
para a direita. Em s(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas 
unidades para a esquerda. 


* Em t(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram três unidades para 
a direita e uma unidade para cima. Em u(x) todos os pontos de 
f(x) se deslocaram uma unidade para a esquerda e três unidades 
para baixo. 

Capítulo 4 « Função quadrática 

2.aed. 


3. a) Para todos os números reais diferentes de zero. 


b) Parat = 
4.a)a=2,b=0ec=0 

b) a = 2,b = —12 e c = 23 

c) a=1,b = —1ec= —6 

d) a = 12,b = 13 e c = —14 


e) a =10,b =13 ec = -3 
f) a=2,b=-12ec=23 


“ 

F= e) 
5 f) 

c) fo=1 8) x 

IIN) =7—- 442 h) Não existe x real. 


f-=)=n 
flh+)=3 


)=3h? + 2h 
=00ux= — 


c) Não existe. 


9. 13 — 94/2 


o) 


15.3)3€e0 
b) Não tem zeros reais. 
c) —2e4 
16. m < -3 
17.k<9ek#0 


18.m= Tem2 
19. =gek=-— 


20. a) fix) = -2x +8x— 6 
b) f) =— 58 - Ex+4 


GEJ = =58 elo = 25 
21. 18 alunos. 


f) Não tem zeros reais. 


c) —4e4 
d) -N en 
c) —2e2 
d) —6e6 


22.3) 0€2 
b) -4e0 
23. a) —14e 0 
b) —1e0 
24. O polígono tem 20 lados e se chama icoságono. 
25.x=1dm 
26. Daqui a três anos. 
27. 40 km/h 
28. = 
2 
iW i 
au a a 
= 25 
is 
Bj. 9 
iba 
32. a) V(01);x=0 
b) V(0,2);x = O 


33. Valor mínimo: f(x) >1, h(x) > 


c) V(0,—1);x = 0 
d) V(0,-1);x = O 
1; valor máximo: 


g(x) > 2. 


11. 


b) a = b=4ec 


Il 
(oN 


al 
z 


12. A = 600 — 4x? 


13. 


14. 


a) 90 jogos. 
b) 7 times. 
15 watts. 


(280 Respostas 


35. a) Eixo: x = 2; V(2, o) Ff 4) Y=— 4 
b) Eixo:x 1V 10) F[ il );y= - 
c) Eixo: x = 1; v 0) Ff 1) Vi =i 
2 2 
d) Eixo:x = —2; V(—2, oef 2 jy ; 


e) Eixo: x = 2; V(2, 0) Ff, Ty E 


2 
f) Eixo:x= 1; vo); Ff -Ż)y= = 
20 20 
36. a) b def 
b) a,cee. 


c) a(2,0); b(—1,0); c(1,0); d(—2, 0); e(2, 0); (1, 0). 


37a 


) É deslocado duas unidades para a direita. 
b) É deslocado duas unidades para a esquerda. 
c) (0,0); (2,0) e (-2,0) 
d) (m, 0) e (~m, 0) 


38. a) (0, 0); (2, 3); (—2, —3). 


39. a) f(x) =x -2x +3 QEA = 


40. 


4. 


45. 


46. 


b) É deslocado três unidades para cima e duas unidades para a 
direita. 


c) É deslocado três unidades para baixo e duas unidades para 
a esquerda. 


d) É deslocado k unidades para baixo e m unidades para a di- 
reita,sek>0em >0. 


e) (m,k) 


b) fl) = —x2+3x+4 d) f(x) = -x + 4x 


a)ja<0,b<0,c>0 
b)a>0,b>0,c<0 
c) a<0,b>0,c=0 


b 


a 
3 
0) e (6,0); eixo y: (0,30). 
,0); eixo y: (0, —21). 
0); eixo y: (0, —36). 


a) Eixo x: (5, 
b) Eixo x: (3,0) e(—7 
c) Eixo x: (6,0) e (—6 
d) Eixo x, Oje o o);eixoy: (0,1). 
a 2 
a)a<0,A>0 


) 
b)a>0,A>0 
)a>0,A<O 


d)a<0,A=0 
e)a<0,A<O 
f) a=0,A=0 


47. b 


48. 


52 


58. 


Resolvido passo a passo 


6. a) — pessoas. 


a) V(1, —4) 


a Im(f) = {y ER|y> -1} 
b) Im(f) ={y ER |y= 0} 

. Sim, (1, 2) e (3, 8). 

a) Para cima. 


b)x' = 2 


ex = 1. 
2 


8) mf) = |y ER |y =-Ż} 
54. a) 40 unidades. 
b) 


5 8) 2 
b) 
c) 3105 


56.4 = 
57.15 passageiros. 
58. c 

59. 25 lugares. 


60. a) 1s 
b) 0,75 m 


[2,4] 


Matemática e tecnologia 
a) Altera a abertura e a concavidade da parábola. 
b) Altera a posição do vértice. 


c) Altera o ponto onde a parábola cruza o eixo y. 


6l. a) f(x) = 0 para x 10u x= 4; 


Jx) > 0 para x < -10u x > 4; 


) 

) 
fog 
b) fix) 
) 
) 


<0para-1<x<4 


O para x 20ux = 2; 


fix 


fli)<Opara-2<x<2 


>0Oparax< -20ux>2; 


62. x < —5 0u x > —2 
63. Para nenhum valor real de x. 


64. mER|m>5 


es perp<x<T 


2 sxs a 
2 


b) s= perl 
66.xEeR|-4<x<o0 
67.a)s= perixs-Toux=s) 


bjs=[xeriS<x<2 


9 s= &keR]xs 10ux = | 


68.7 


69. a) s=(xER|-1<x<20U3<x<6) 
b) S = {x E R| x< —5} 
d s= =x 
d)s=(xeR|-1<x<o0 


Respostas 


70.a)s=(-2<x<30ux>5) 
b)S=(xeR|x<00u2<x<3) 
co) S=(xeR|x>3) 
d)sS=(xeR|x<10ou2<x<4) 


N.xEeR|x<-40u2<x<30ux>4 


Me PE c) 45 
b) 3s d) 455 
73.1400m 
14.3) a=5m/s? 
b) 3km 


75. É uma PA de razão 2. 
76. É uma PA de razão 8. 


77. Exercício 75:a razão da primeira PA é 1;a razão da última PA é 2; 
a=1;2a"=2-1:12=2 (correto). 
Exercício 76:a razão da primeira PA é 2; a razão da última PA é 8; 
a=1;20"=2:1:22 = 8 (correto). 

78. a) É uma PA de razão 72. 
b) Razão da primeira PA: 3; razão da última PA: 72. 


Exercícios adicionais 


Pensando no Enem 
1.c 


Vestibulares de Norte a Sul 
1.d 


2.d 


7.a) b=2400eq= = b) R$ 2 880,00 


(282) Respostas 


12. c 
13. c 


Para refletir 
Página 103. 
* Por causa do expoente 2 do x (x está ao quadrado). 
* No item f, f(x) = 2x é uma função afim. 

No item g, f(x) = 2“ é uma função exponencial. 

No item h, f(x) = xX? + 2x? + x + 1 é uma função do terceiro grau. 
Página 105. 
qb Teco 
* A função não é injetiva nem sobrejetiva. 
Página 107. 
Se existirem, os números serão raízes da equação x? — 3x + 7 = 0. 
Essa equação tem A = 9 — 28 = — 19 < 0. Para A < 0, não existe 
valor real para x. 
Página 114. 
Abscissas iguais, ordenadas opostas. 
Página 121. 
Porque é o valor da função quando x vale 0. 
Página 125. 
Dois pontos, um ponto ou nenhum ponto. 
Página 128. 
Eles indicam os intervalos nos quais a função assume valores posi- 
tivos ou negativos. 
Página 131. 
Pelo mesmo processo da multiplicação de números reais: sinais 
iguais, produto positivo; sinais diferentes, produto negativo. 


(UNIDADES) Função exponencial e 
função logarítmica 


Capítulo 5 « Função exponencial 


kala f) 2 
b) —8 g) NT 
c) 64 moeg 
36 
2 
d) O -2 
) i) 5 
e) 1 
2a) Da Ee 
108 
b)y=-15 
3. a) 1000 000 c) 0,0001 
b) 1000 000 000 d) 0,01 
4. a) 10º g o~“ 
b) 10° d) 10 


o 
= 


äna & 


-Zn aa A 
E wO W 
; 

S 


v 
IN 
to 


o O O 
ER 

WU A 

SI 19 


o 
= >~ 
w 


o VU 
z2 
Y N, 

E 


La! 
— 
Q 


v 
EO ae 
ES 
E o 


Ss 
E 


o A ler w 

N w [S] 
| q 
N 


5 - 10? 
EO~ 
2,5-1077 
2 e (Jo? 
3,4 -107° 
8-107! 


= D S O ES, 


80 000 
0,05 


— — 


2,279 - 10º km 
7,183 - 10º km 
9,11 -107 g 


Z (Sr Gae dO fer O, 
abs CS Sal 


v 
ur IS NI 
e èw 
S AA 


k) 9,231 - 10? 
|) 4,04 - 10° 
c) 352 000 
d) 0,0016 


zase 
m oe qual Sa] 


20. a) 69/337 


2 4,42 
b) 645 
c) 163 
22.a 
b 


) 18 
)3 + 3 
c) 
d 
23. a) 
) 

24. a) 2 
b) 5 


) 

3 

IIA =246 4298 = 
) —4 — 3435 


AS A << SJ < S E S 


26.a) 2+ vai 
b) 2- v3 
c) -2+ 455 
27.3) 445 
b) 13 


30. a) f(x) = 2* 


S.a)f)=2:3 


c) 3 +22 
d) 8- 2 V15 


d) 3V2 — 443 


33. Crescente: a, c; decrescente: b, d, e e f. 


34. a) < 


35.a = 
) 


Matemática e tecnologia 


. a) Crescente. 


Decrescente. 


= (re) 


. Duas soluções. 


37.a) 2 
b) É uma PG. 


c) q=9 


Decrescente. 


Decrescente. 


Respostas 


38. 125 
39. Uma função exponencial. 


40. fix) =3 -35a =3eb=3 


42. a 
43. a 


44. a 


AS a E qua 
2 2 


46. -2 

41. (-2.1 

48. (2,4) 

49. a) S={xER|x>5} 

b) S={xER|x< -3 0ux> 3} 
50. a) S={xER]|0<x<4} 
51.5S={xER]|x>1} 

52. a) D=(xER|x=4) 


b) D={xER|x<00ux>2} 


2) = 0,13564 
4) = 0,01832 


Resolvido passo a passo 


c) S={xER]|x>4} 
d)S=(xeR|x<2) 


b) S={xER|1sx<2} 


6. a) 2010:600 000 habitantes; 2030:1200 000 habitantes. 


d) Pequim ou Beijing, na China, com 19,6 milhões de habi- 


tantes, dados de 2013. 


54. d 
55. d 


56. Aproximadamente 4 447 022 bactérias. 


57. 32 000 bactérias. 


58. a) 3,125 mg 


b) ft) = 50- 25 


BJ: Respostas 


0n 
B P 
w 


Para refletir 
Página 148. 


e 30 meses: R$ 25 000,00;50 meses: R$ 45 000,00 
* 40 meses 


Página 149. 

«2º =1 

Página 150. 

e Porque não existe divisão por zero. 


Página 166. 


gt -e-a 


Página 169. 


Sim. 
Página 173. 
2137 


Capítulo 6 « Logaritmo e função logarítmica 
1.a)3 f) —1 


b) 3 9 > 
JA h) 2 
d) —5 i =2 
e) —2 

2 e =? 
b)a=3 
c) Va E R$ — {1} 
da= 

3.a)x=6 c) x=25 
b) x= Y26 d) x=1 


4. a) {x ER |x > 0} 
b) (xeR|x>3) 
co) (xER|x<-40ux>4) 


5.a) (xEeR|x>5ex6) 


1 1 | 
x>—ex#l 
z | 2 


b) fx ER 


6. a) {xE R| x> 3} b) (xeR|x>1ex2) 


7.a) F e) F 
b) F f) V 
co) V g) v 
d) V h) F 

8. a) 3 d) 7 
b) 5 e) 6 
c) 10 f) 500 


9. a) 3 - log x + log y 
b) logm +3-logr+ logh — log 3 


c) > logs x — 2- logsy 


10. a) logs 66 d) l0g;27 
3 
b) 1 e) og) 
c) log 81 f) logs 20 
1l. a) a+b d) b-a 
b) 3a + b e) 4a 
c0) 2+b f) n 
12.a) 1- x d) -y 
b) - ) A= 
) Ze ar ) EA 
3 2x 
13.9 
14. 100 
15.3) P= ab b) p-L2 
16.x=1 
log5 log 2 
Lisa) log 2 log x 
18.38 
19. + 
8 
20 1740] 
` a+b 


21. a) Aproximadamente 1,808. 
b) Aproximadamente —2,708. 
c) Aproximadamente 22,387. 
d) Aproximadamente 2,961. 
e) Aproximadamente — 0,086. 


f) x=0,07 
22. a) Entre2e3. c) Entre =26 —1. 
b) Entre0 e 1. d) Entre 0e1. 
239.3) 2 (O) =5 
b) — d) 7 
24. a) 1,30 d) 1,26 
b) 3,70 e) 1,66 
c) -0,52 f) 2,40 
25. a) 115 c) 0,55 
b) 1,70 d) 1,85 
26. a) 1,60 c) 1,07 
b) 0,69 d) 0,35 
27. 1717 algarismos. 
28. pH = 4,347 
29. a) S = {2,33} c) S=(0,61) 
b) S=(112) d) S = (1,81) 
30. aproximadamente 1,73. 
31.5 = {0,63; 1} 
32. x = 9,60 


33. Aproximadamente 5 anos e meio. 


34. A quantia depositada triplica após 56 meses. 


35. Após 18 meses. 


36. Em 2 meses. 


37. b 
38. b 


39. Aproximadamente 28 anos, 9 meses e 18 dias. 


40. Aproximadamente 16 min e 12s. 


4. Aproximadamente 17 anos, 3 meses e 18 dias. 


42. a) 2 
b) 1 
c) 
d) Im 
e) 2 

43. a) 


sr 


1 
DES 
1 


D(f) =R} 
m(f)=R 
56 


f) 3* 
g) 4 


45. Crescentes: a, b, f; decrescentes: c, d, e. 


41.a=1eb=1 


Matemática e tecnologia 


2. A abscissa do primeiro ponto é igual à ordenada do se- 
gundo, a ordenada do primeiro é igual à abscissa do 
segundo. 


3.9" 


(x) = 10% g'(x) = 


4.im(f)=IR;taiz:x=1 


Resolvido passo a passo 


6a) 
b) 
c) 


oba) S= 


Sjees = 


1,5 m 
55m 


Após 113 séculos. 


52a) — E 21 


53. a) $ = {3} 
Se =] 
55.s=(4,5) 
56.x= 1 
6 
57. a) S = {64} 
58. b 
59. a) S={xER|x>2} 
b)s=(xER|-3<x< 


os 


d)s=(xEeR|x<-3oux>3 


3 
2 


={xER|x<-1} 


1} 


b) S= {100} 


Respostas (285) 


60. a) S={xER|1<x<3} 
b)S={xER|0<x<1} 
o) S= {xXER|5<x< 6} 

6l. a) S={xER|x>5} 
b)S=(xXER|-1=x<00u2<x<3) 


Pensando no Enem 
l.e 
2.d 
3. b 
4.e 


Outros contextos 
1. 7 -10° kWh 
2. 7 10” residências 
3. 7 -10° kWh 
4. 8,8 


6. a) Sim, porque o Japão está localizado entre três placas 
tectônicas. 


Vestibulares de Norte a Sul 
1.b 
2.a 
8.c 


10. c 
11. b 
12. d 
13. e 


Para refletir 

Página 179. 

r = loga b, a e b são números reais positivos e a # 1e b # 1. Então 
d #1>r#0. 

Página 180. 

O desenvolvimento logarítmico utiliza as propriedades para ex- 
pandir uma expressão de maneira que nos permite calcular o loga- 
ritmo de um produto, quociente ou potência, conhecendo apenas 
os logaritmos dos fatores do produto, dos termos do quociente ou 
da base da potência. 

Página 190. 

Significa que, dado B > 0, tem-se log, x < —B, desde que x seja um 
número positivo suficientemente pequeno. 

Página 194. 

Porque foi obtida uma sentença matemática falsa na primeira 
condição, não havendo necessidade de se verificar a segunda. 


(286) Respostas 


CD Sequências e Trigonometria 


Capítulo 7 « Sequências 
1. a) 33,38,43,48 
b) 11,7,3 
(6) Eli), 74, 105 


d) 4,4,5,5,5,5,5 
e) 66,107,173 
f) 125,216 


. (1,4,9,16, 25, 36, 49, 64, 81,100) 
« (1,3, 6,10,15,21,28,36,45,55) 
57) 

Sim. 


. a) (5,10,15,20..) 


2 Às wRnN 


b) a, =2n —1,comn E IN* 


b) (1,5,13, 29, 61, ...) 


Leitura 
1. 377,610,987 


2. a) 1,61538 
b) 1,61904 


c) 1,61764 
d) 1,61818 


Resolvido passo a passo 
6. a) 300 


b) 104,9 MHz 
c) Canal 199: 87,7 MHz e canal 198: 87,5 MHz. 


12. a) PA;r=3 d) Psie 
b) PA;r = —5 e) PA; r = 3 
c) Não é PA. f) Não é PA. 


13. PA (7,11,15,19,23) 

b) PA (—6,2,10,18) 
14. a) a, = 5n —3,com n E IN* 
15. 62 


b) an = 6n —7,com n E IN* 


19. 82 termo. 
20. 555 

21.a, ced. 
22.x=1er=24 
23. R$37 500,00 


24. 
25. 
26. 
2i. 
28. 
Za 
30. 
31. 
32. 
33. 


34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 
4. 
42. 


43. 


44. 


45. 
46. 
47. 
48. 


49. 
50. 
5i 


52. 
58. 
54. 
55. 
56. 


2 

16 vezes. 
1,8,150uU 15,8,1 
200 máquinas. 


Após 59 dias. 


70 “passadas largas”. 


38 


x=30 

435m 

70 km 

550 dm? 

20 fileiras. 
40º,60º e 80º 


ÉPGeg=3. 
Não é PG. 


a 


[Sr ae) as) Gs! 


00% 


Co 0,96! 


240 000 unidades. 


G (7,21,63,189,567) 
G (—5,—10,—20,—40) 
G (10210110,10º) 


b) 210 


d) ÉPGeg=—2. 
e) ÉPGeg=4. 


o) = 


d) q = 1000 


b) —20% 


b) 117174 


Smd 
58. 243 800 habitantes. 
59. 364500 bactérias. 
60. a) 1023 
b) 1705 
c) 1365 
6l. q=2 
62. 8 termos. 


63. £2 
“32 


64. R$1860,00 
65. 48828124 visitantes. 
66. 25 


67. a) - b) 


00 | w 


68. 8 


69, 160 
3 


70. a) Á c) 2 


p 
33 


N.y=180uy=6;x=3 
72.(4,6,8) 

73. PA (4,8,12,16); PG (1,4,16, 64) 
74. x = 100ey = 100 

75.a 


Outros contextos 
3. 112 milhões 


Para refletir 

Página 208. 

(ca, ca, ca); (ca, ca, co); (ca, co, ca); (ca, co, co); 

(co, ca, ca); (co, ca, co); (co, co, ca); (co, co, co) 

Página 209. 

* Porque os números são quadrados perfeitos, ou seja, têm raiz 
quadrada exata, e os pontos podem ser dispostos de modo que 
formem um quadrado. 

* Porque os pontos podem ser dispostos de modo que formem um 
triângulo. 

Página 225. 

Dezoito quintilhões, quatrocentos e quarenta e seis quatrilhões, 

setecentos e quarenta e quatro trilhões, setenta e três bilhões, 

setecentos e nove milhões, quinhentos e cinquenta e um mil seis- 
centos e quinze. 

Página 229. 

Aumenta indefinidamente, ou seja, não converge para nenhum 

valor. Não é possível calcular a soma dos termos nesse caso. 


Capítulo 8 « Trigonometria no triângulo retângulo 


Respostas 


3. 80 m; 60 m; 40 m 
4.x=9 

5.d 

6.a 
9.n=84cmeo=9,6cm 


10. x = 11,25 
1. a ou3 
3 


12. AABCe AABD 
13.x=4 

14.10 

15.4 

16. x=24 

17.4 

18. 480 cm ou 4,8 m 


20. a) Sim. Constante de proporcionalidade: 2. 
b) Sim. 
c) Sim. 


21. Sim. 


22. a) Ry: 40 cm; Rz: 24 m d) 


23. Não. 
24. a) V b) 
25. Sim. 


26. a) Sim. 
b) É 4:3. 


n 


27.x=9;w as 2m £ 
5 5 5 


28. b = 10 v43 ; c = 10;h = 543 


29.r=5;c= E 


x= ; ou 1,4; y = 3,6 
30. 6 cm e 8 cm 

31. 10 V41. 

32. 77,2 m 

33. OC = V39 cm 


35.x=412m 


36. a) 5 d) 4m 
b) 2V/B m e) 5m 
c) 5m f) 29 


Respostas 


37. a) d= 642 b) d= W2 
38. a) h = 343 b) n= £43 
39. a) d= 2/10 
b)D=7 
40.a) d= 642 pipe od 
3 4 
41. a) T d) F 
4 3 
b) T e) = 
3 4 
42. Sim. 
43. a) 90º 
b) senB = Z .côsB = YtanB= Z 
xX X y 
sen Ĉ = J cost = ;tan C = y 
x 
44. a) ane St ce = no 
6 6 
tanG = aA 
5 


b) EG = 25; EF = 5 V11 
eie 


Sm 
ii 
“1 
M 
5 
46. a) sena = 2 imaz 2 
13 12 
b) x = 208 
5 


47. a) sen Ê =6; côs Ê = 0,8; tan Ê = 0,75; Ê = 37° 


b) sen Ê = B = nb 3 5-300 
2 2 3 
48. a) sen 45° = V2, còs 45° = 2 nas 
2 2 
b) sen 30° = Lene on 3 
2 2 3 
c) sen 60° = VE, cos 60° = L;tan 60° = v3 
49.sena= NO. 
10 
50. cosa = = 


51. tana = 15 


Resolvido passo a passo 


5, a) 2259,3 m 


52.a) 77cm 
b) 2,9 dm 


53. 12,05 milhas 
54. 3,6m 

55. 2500 m 

56. a) 8m 

57.h =59,7m 
58.4=22m 

e = 5 y5 
60. 50,4 m 

61. 24 cm e 24 cm? 
62. 235 m 

63. d 


64. h = 540 m;d = 2062 m 


65. a = 30° 
66. x = 50 V3 
67. 5,04m 


68. h = 188 unidades de comprimento 


ED ue + 


Pensando no Enem 


iae 
2.b 
3.c 
4.d 
Sic 
6.e 
th 
8.b 


Vestibulares de Norte a Sul 


1.d 

2.d 

3.a 

4.b 

5e 

6.a 

7. (6 +443) m 
8. d 
9.4B=75 
10. d 


11. cD=20m 


c) y=1244m;x=83m 


b) 30º 


Para refletir 


Página 241. 


Porque os lados correspondentes são proporcionais e os ângulos 


correspondentes são congruentes. 


Caiu no Enem 
i a 
2 c 
8. c 
4.b 
5. e 
6. e 
ThE) 
8.d 
9. a 

10.d 

1l.e 
12.c 
13.a 
14. b 
15.c 
16.a 
17. e 
18. e 
19.a 
20.a 
21. b 
22. e 
23. e 
24. e 
25. b 
26.a 
27. c 
28. d 
29. d 
30. e 
31. b 
32. c 
33. d 
34. e 
35. b 
36. d 
37. b 


Respostas 


Sugestões de leituras complementares 


Reprodução/Editora do Brasil 


ALVAREZ, Maria Terezinha Seordamoglio. 

Seu problema é dinheiro? São Paulo: Ed. do Brasil, 2001. 
(Coleção PEC — Projeto Escola e Cidadania). 

A obra trata de cálculo de juros e mostra como esse conhecimento 
Seu problema é dinheiro? pode ajudar o aluno a tomar decisões na vida pessoal e profissional. 


Reprodução/Editora Mercuryo 


ATALAY, Bulent. A Matemática e a Mona Lisa: a confluência 
entre a arte e a ciência. São Paulo: Mercuryo, 2007. 

Neste livro o autor apresenta a ciência por meio 

da arte e a arte por meio da ciência. 


À Matemática e a Jona 


JOHNNY BALL 


o dz 


BALL, Johnny. Pense em um número. Tradução 

de Percival de Carvalho. São Paulo: Caramelo, 2009. 
Uma viagem fascinante ao mundo dos números. O livro apresenta 
exemplos, ilustrações, quebra-cabeças e truques em quase todas 
as áreas da Matemática. São tratados assuntos como a divina 
proporção, a 32 dimensão, fractais, o número pi. 


Reprodução/Editora Caramelo 


Reprodução/Editora Atual 


BARBOSA, Ruy Madsen. Descobrindo padrões 
pitagóricos. São Paulo: Atual, 1993. 
A obra resgata a questão da descoberta de padrões. Na primeira | 
parte se ocupa de temas essencialmente geométricos; 
na segunda parte trata de aspectos numéricos. 


tora Moderna 


CARVALHO, Maria Cecília Costa e Silva. 

Padrões numéricos e sequências. São Paulo: Moderna, 1997. 

O objetivo deste livro é mostrar a possibilidade de estudarmos sequências 
numéricas (progressões) utilizando basicamente observação de padrões, de = acabam 
associações de ideias e generalizações. Dessa maneira são valorizados o 
desenvolvimento do espírito crítico e a capacidade de generalização. 


ENZENSBERGER, Hans M. O diabo dos números. Tradução 

de Sérgio Tellaroli. São Paulo: Companhia das Letras, 1997. 

Um livro para todos aqueles que têm medo de Matemática. 

O grande poeta alemão combate esse medo “traduzindo” 

Fazendo o pensamento matemático para “língua de gente”. 


Reprodução/Editora Companhia das Letras 


com a matemática 


FAINGUELERNT, Estela K.; NUNES, Katia Regina Ashton. 
Fazendo arte com a matemática. Porto Alegre: Artmed, 2005. 
O livro relaciona a beleza da arte com a Matemática. 

Analisa obras de artistas como Alfredo Volpi, Lygia Clark e outros. 


Reprodução/Editora Artmed 


Reprodução/Editora Ática 


Reprodução/Editora Zahar 


Reprodução/Editora Record 


Reprodução/Editora do Brasil 


FRABETTI, Carlo. Alice no País dos Números. 

Tradução de Maria Dolores Prades. São Paulo: Ática, 2009. 

Alice, uma menina que odeia Matemática, encontra personagens da história 
de outra Alice, a do País das Maravilhas, e descobre que a Matemática, além 

de útil, também é divertida. São tratados temas como o zero, fatorial de um 

número, número primo, sequência de Fibonacci, etc. 


GUELLI, Oscar. Dando corda na Trigonometria. 

São Paulo: Ática, 2002. 

O livro acompanha um pouco da história desse importante 
ramo da Matemática, fazendo um passeio pela Grécia, 

pelo Egito e pela Índia. Com uma linguagem simples, mostra 
as origens e o desenvolvimento da Trigonometria. 


STEWART, lan. Almanaque das curiosidades matemáticas. 
Tradução de Diego Alfaro. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 2009. 
Quebra-cabeças lógicos, geométricos, numéricos e probabilísticos, 
esquisitices da cultura matemática, coisas para fazer e construir. 


Diserras o reger de raga o morman a 


STEWART, lan. Mania de Matemática. Rio de Janeiro: 
Jorge Zahar, 2005. 

Um livro com uma grande variedade de desafios, 
importantes problemas matemáticos e personagens 
curiosos apresentados por meio de divertidas histórias. 


SMULLYAN, Raymond. O enigma de Sherazade e outros incríveis 
problemas das mil e uma noites à lógica moderna. 


Rio de Janeiro: Record, 2001. MATEMATICA 
Uma paródia do clássico As Mil e uma Noites, em que Sherazade DIVERTIDA 


em apuros precisa solucionar problemas matemáticos e lógicos. 


TAHAN, Malba. Matemática divertida e curiosa. 

Rio de Janeiro: Record, 2004. 

Conteúdos matemáticos abordados de maneira intuitiva e acessível por meio 
de problemas numéricos, anedotas, contos, frases célebres e outros. 


ZAMPIROLO, Maria José C. V. Parábolas, para que te quero. 
São Paulo: Ed. do Brasil, 2000. 

(Coleção PEC — Projeto Escola e Cidadania). 
Reconhecimento, representação e resolução de situações 

cotidianas e científicas envolvendo a função de segundo grau. 
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CREDITO: Reprodução/Editora Zahar 


Reprodução/Editora Record 
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Significado das siglas de vestibulares 


Cpcar-MG: Curso preparatório de Cadetes do Ar (Minas Gerais) 
EEM-SP: Escola de Engenharia Mauá (São Paulo) [atual IMT-SP] 
Enem: Exame Nacional do Ensino Médio 

FMJ-SP: Faculdade de Medicina de Jundiaí (São Paulo) 

Fuvest-SP: Fundação Universitária para o Vestibular (São Paulo) 
PUCC-SP: Pontifícia Universidade Católica de Campinas (São Paulo) 
PUC-RS: Pontifícia Universidade Católica do Rio Grande do Sul 
OBM: Olimpíada Brasileira de Matemática 

UEG-GO: Universidade Estadual de Goiás 

UEL-PR: Universidade Estadual de Londrina (Paraná) 

Ufac: Universidade Federal do Acre 

Ufam: Universidade Federal do Amazonas 

UFC-CE: Universidade Federal do Ceará 

UFG-GO: Universidade Federal de Goiás 

UFMG: Universidade Federal de Minas Gerais 

UFPA: Universidade Federal do Pará 

UFPB/PSS: Universidade Federal da Paraíba/Processo de Seleção Seriado 
UFPE: Universidade Federal de Pernambuco 

UFPR: Universidade Federal do Paraná 

UFRR: Universidade Federal de Roraima 

Ufscar-SP: Universidade Federal de São Carlos (São Paulo) 
UFU-MG: Universidade Federal de Uberlândia (Minas Gerais) 
UnB-DF: Universidade de Brasília (Distrito Federal) 

Uneb-BA: Universidade do Estado da Bahia 

Unesp-SP: Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho” (São Paulo) 
Unicamp-SP: Universidade Estadual de Campinas (São Paulo) 
Unisc-RS: Universidade de Santa Cruz do Sul (Rio Grande do Sul) 


Vunesp-SP: Fundação para o Vestibular da Unesp (São Paulo) 
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Indice remissivo 


A 


abscissa 49 


ângulos notáveis 253 


B 


base do logaritmo 176 


C 


coeficiente 
angular 78, 81 


linear 78 
complementar de um conjunto 26 
completamento de quadrado 136 
concavidade da parábola 114, 116 


conjunto 14 
dos números inteiros 16 
dos números irracionais 20 
dos números naturais 15 
dos números racionais 17 
dos números reais 23 


imagem 47 
contradomínio 47 
coordenadas cartesianas 49 


cosseno 248 


D 


decimais 
exatos 18 


periódicos 18 


diagonal de um polígono convexo 104 


diferença entre conjuntos 28 
discriminante 107 


distância entre dois pontos 50 


na reta real 24 
dízima periódica 18 


domínio 47 


E 

equação 
da circunferência 51 
da reta 83 
exponencial 166 
logarítmica 194 


escala 94 
Richter 174, 200 


F 


fatoração em funções quadráticas 110 
feixe de retas paralelas 235 

forma canônica 117, 137 

fração geratriz 18 


função 40, 41, 46 
afim 72,218 
bijetiva 62 
constante 79 
crescente 55 
decrescente 55 
exponencial 159, 227 
exponencial e* 170 
identidade 79 
injetiva 60 


inversa 186 
linear 79 
logarítmica 188 
modular 95 
quadrática 102 
sobrejetiva 61 


G 


gráfico 52 
da função afim 78 
da função exponencial 159 
da função logarítmica 189 
da função modular 95 
da função quadrática 113 


| 

inequação 
do 1º grau 84 
do 2º grau 128 
exponencial 168 
logarítmica 196 


intersecção de conjuntos 27 


intervalos reais 32 


L 


logaritmando 176 


logaritmo 175 
decimal 176 
natural 182 


M 


módulo de um número real 24 


movimento uniforme 89 


movimento uniformemente variado 132 


N 


notação científica 154 


número de ouro 21, 112 


O 


operações com intervalos reais 34 


ordenada 49 


P 


parábola 113 

plano cartesiano 49 

polígonos semelhantes 243 

potenciação 149 

produto das raízes da equação quadrática 112 


progressão 
aritmética 64, 89, 135, 164, 212 
geométrica 64, 164, 220 


proporcionalidade 91 


propriedade 
da intersecção de conjuntos 27 


da união de conjuntos 27 


Q 


quadrantes 49 


R 


radiciação 155 

radioatividade 146 

relação de inclusão 26 

relações métricas no triângulo retângulo 244 
reta numerada 19 

reta real 23 


reunião de conjuntos ou união de conjuntos 27 


S 


segmento de reta 19 
comensurável 19 
incomensurável 20 


semelhança de triângulos 238 


seno 248 
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sequência 64, 206 
de Fibonacci 210 
finita 208 
infinita 208 
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É. Conversa com o professor 


Este Manual foi escrito especialmente para você, profes- 
sor. Sei que nem sempre temos condições e oportunidades 
de ler revistas, livros e acessar sites especializados em Edu- 
cação Matemática, de participar de encontros e congressos 
ou de frequentar cursos de especialização ou mestrado. Mas, 
com base no trabalho que desenvolvo há décadas com pro- 
fessores de Matemática como você, sei da grande vontade 
que todos têm de estar atualizados e de ter acesso às mais 
recentes informações sobre aprendizagem e ensino da 
Matemática. 

Estou certo de que este Manual vai ajudá-lo nessa pro- 
cura. Você será convidado a refletir comigo sobre questões 
como: a história do ensino da Matemática no Brasil, os pres- 
supostos teóricos e metodológicos para o ensino da Mate- 
mática, o novo Enem, algumas estratégias didáticas, os 
conteúdos digitais, os temas interdisciplinares e a avaliação 
em Matemática, além de outras. 

Reconhecer o caminho trilhado pelo ensino da Mate- 
mática no Brasil e buscar respostas para as questões 
presentes no dia a dia do professor constituíram os pri- 
meiros suportes para a elaboração desta coleção. Outros 
pressupostos que dão sustentação às propostas apre- 


sentadas dizem respeito aos aspectos presentes na Lei 
de Diretrizes e Bases da Educação Nacional (LDB) número 
9394/96. 

No item Sugestões complementares: cursos, leituras, re- 
cursos digitais e passeios, procuro estimulá-lo a estar sempre 
atualizado, aperfeiçoando e aprofundando continuamente 
sua formação em Matemática, em Metodologia do Ensino 
de Matemática e em Educação. Fazendo parte desse movi- 
mento nacional em prol da melhoria da qualidade da apren- 
dizagem e do ensino de Matemática, certamente você se 
sentirá mais seguro e motivado nessa difícil, mas gratifican- 
te, tarefa diária de criar condições para que seus alunos 
aprendam Matemática com significado e prazer, para pode- 
rem usá-la naturalmente em sua vida como cidadãos. Com 
isso, estará auxiliando seus alunos na concretização dos 
princípios gerais da educação: aprender a conhecer, a fazer, 
a conviver e a ser. 

Bom trabalho! Compartilhe comigo suas vitórias, seus 
sucessos, suas dúvidas e suas dificuldades enviando suges- 
tões para melhorar este trabalho. 

Um abraço. 

O Autor. 


É Apresentação da coleção 


A educação brasileira, de maneira geral, passa por uma 
fase de grandes mudanças, sendo elas de recursos didáticos, 
de currículo, de expectativas de aprendizagem, de perfil cul- 
tural e cognitivo de nossos jovens, entre outras. Essas mudan- 
ças geram impactos no trabalho do profissional da educação, 
podendo até mesmo causar desconforto ou insegurança. 
Assim, um dos objetivos desta coleção, composta de livro do 
aluno e Manual do Professor, é fornecer elementos que ajudem 
a atender às necessidades desse novo cenário educacional. 

Esta coleção apresenta uma metodologia que procura 
atribuir ao aluno o papel central no processo de ensino-apren- 
dizagem, como agente da sua aprendizagem em constante 
interação com o texto e solicitado a responder a perguntas, 
a confrontar soluções, a verificar regularidades, a refletir e a 
tirar conclusões. Para isso, grande parte do conteúdo é intro- 
duzida por situações-problema e depois sistematizada. 

São abordados os principais conteúdos nos campos da 
Aritmética, da Álgebra, da Geometria, das Grandezas e Medidas, 
da Estatística, da Combinatória e da Probabilidade — sempre 
que possível, integrados entre si e com as demais áreas do 
conhecimento. A maioria desses temas é trabalhada a partir 
de situações-problema contextualizadas ou interdisciplinares. 

Os conteúdos são trabalhados de maneira diferenciada, 
por exemplo, tópicos de Grandezas e Medidas aparecem 


como aplicações dos números reais; aborda taxa de variação 
da função afim; não introduz função como caso particular 
de relação, como é tradicionalmente feito; trabalha as pro- 
gressões como caso particular de função; explora a propor- 
cionalidade na função linear; explora a Geometria analítica 
da parábola na função quadrática; relaciona a função qua- 
drática a uma progressão aritmética; apresenta caracteri- 
zação da função exponencial por meio da progressão geo- 
métrica; abrevia o cálculo com logaritmos e dá lugar ao uso 
da calculadora; apresenta a interpretação geométrica de 
uma progressão aritmética e de uma progressão geométri- 
ca; apresenta as posições relativas dos três planos no espa- 
ço ao estudar os sistemas lineares 3 X 3; apresenta uma 
introdução à programação linear; apresenta o método bi- 
nomial para o cálculo de probabilidade; apresenta as apli- 
cações de Probabilidade à Genética, etc. 

A distribuição dos conteúdos, ao longo da coleção, não 
esgota um assunto em um único capítulo e aborda um mes- 
mo conceito em vários dos campos mencionados anterior- 
mente, bem como sob diferentes pontos de vista dentro de 
um mesmo campo. É o caso das funções e progressões, da 
função afim e da Geometria analítica da reta, da função 
quadrática e da Geometria analítica da parábola, das gran- 
dezas e medidas e dos números, etc. 
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É: Um pouco da história do ensino 


da Matemática no Brasil 


A história da humanidade traz as marcas do desenvol- 
vimento de todas as ciências e a Matemática, como tal, 
apresenta grande evolução nos seus métodos, processos e 
técnicas; na sua organização; na sua relação com outras 
áreas da atividade humana e no alcance e na importância 
das suas aplicações. 

No campo educacional, o ensino da Matemática tam- 
bém passou por evoluções na organização de sua estrutura 
como componente curricular e no alcance e na importância 
de sua função no desenvolvimento do pensamento dos 
indivíduos. 

Essas transformações estão intimamente ligadas às mu- 
danças políticas e sociais ocorridas historicamente. Fiorentini 
(1995) destaca que não é simples descrever os diferentes 
modos de ensinar Matemática ao longo do desenvolvimento 
da educação no Brasil, pois em cada um deles há a influência da 
concepção de ensino, de aprendizagem, de Matemática e de 
Educação; dos valores e das finalidades atribuídos ao ensino 
da Matemática; da relação professor-aluno e da visão que se 
tem de mundo, de sociedade e de ser humano que se perce- 
be em cada período histórico. 

No período colonial os jesuítas eram responsáveis pela 
escolarização e tinham o propósito de oferecer uma cultura 
geral básica, ou seja, relevante para a formação do ser hu- 
mano. Segundo o educador Valente (1999) “as ciências, e em 
particular a Matemática, não constituíram, ao longo dos 
duzentos anos de escolarização jesuítica no Brasil, um ele- 
mento integrante da cultura escolar”. 

A pouca atenção dada à Matemática pelos jesuítas em 
seus colégios no Brasil foi fruto do pensamento corrente da 
época. A Companhia de Jesus contava com homens de ciências 
entre os seus, mas mesmo entre eles a Matemática nunca foi 
considerada ciência autônoma, abstrata e geral. Para eles o 
ensino das Letras era mais importante, pois era visto como o 
verdadeiro formador do ser humano. 

Valente afirma que essa postura perante a Matemática 
mudou no Brasil com a independência de Portugal da do- 
minação espanhola, a que esteve submetida de 1580 a 1640. 
Com o restabelecimento de sua soberania, o rei português 
dom João IV buscou reorganizar seu Exército nacional e tra- 
zer para o país os avanços realizados na arte da guerra. 

Esse movimento influenciou a educação em Portugal 
e, consequentemente, no Brasil. O rei precisava de enge- 
nheiros aptos aos novos métodos de construção de fortifi- 
cações e à arte de trabalhar o aço e a pólvora, para a criação 
e o manuseio de canhões de artilharia; esses profissionais 
foram peças fundamentais das novas Forças Armadas, pois 
eram especialistas nas “artes mecânicas” e matemáticos 
hábeis capazes de usar geometria e aritmética em múlti- 
plos campos de trabalho. Para esse fim o rei criou as “aulas 
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de artilharia e fortificação”. A primeira dessas aulas no Bra- 
sil foi criada em 1699, no Rio de Janeiro, com a intenção de 
ensinar a desenhar fortificações. Assim, o Brasil começava 
a formar seus próprios engenheiros com ensino baseado 
na filosofia racionalista cartesiana, com o intuito de asse- 
gurar e registrar as fronteiras da colônia portuguesa. 

No século XVIII, com a “febre” do ouro no Brasil, os militares 
portugueses eram responsáveis pela organização, fundação 
das vilas e construção da vida civil nas regiões de mineração, 
o que levou à criação de uma escola militar no ano de 1738. 

No final do século XIX e começo do século XX o Brasil 
passou por uma transformação em suas estruturas de poder, 
deixando para trás uma sociedade latifundiária e escravo- 
crata, caminhando para um modelo urbano-industrial. O 
ensino da Matemática, que ainda mantinha muitas das 
características do proposto pelos jesuítas, resumia-se a uma 
apresentação seca, abstrata e lógica, que não atendia a essa 
nova sociedade emergente. 

A instalação do Governo Provisório em 1930, com uma 
nova proposta política e econômica, colocou em destaque 
a necessidade de infraestrutura adequada à nova realidade, 
provocando as reformas de ensino de Francisco Campos, na 
década de 1930, e a de Gustavo Capanema, na década de 
1940. 

Esses dois políticos tomaram emprestado muitas 
ideias desenvolvidas entre os anos 1929 e 1937 pelo pro- 
fessor de matemática Euclides Roxo. Discípulo do alemão 
Felix Klein, um matemático que propôs o que se chamava 
“Primeiro Movimento Internacional para a Modernização 
do Ensino da Matemática”. Roxo acreditava que o ensino 
da Matemática de forma fragmentada, como era feito até 
então, não estava de acordo com o desenvolvimento psi- 
cológico do aluno. 

Anova proposta curricular de Matemática foi implantada 
pela primeira vez em 1929 no Colégio Pedro Il, onde Roxo era 
professor catedrático. De acordo com o próprio Roxo (1929), 
a reforma na cadeira da disciplina foi uma completa reno- 
vação e fazia com que os alunos não tivessem provas dis- 
tintas de Aritmética, Álgebra e Geometria, mas sim um 
exame único de Matemática. Isso permitia que o conteúdo 
das três áreas citadas fosse espalhado e dividido ao longo 
dos quatro anos de educação do colégio. Ele ainda explicou 
que tal proposta estava resguardada pelas recentes correntes 
pedagógicas do mundo civilizado. 

Roxo acreditava que a Matemática abstrata ensinada 
nos colégios já não fazia sentido em uma sociedade de 
demandas comerciais e industriais como a que existia então 
no Brasil e queria apresentar conceitos matemáticos de for- 
ma viva e concreta, respondendo às mudanças culturais do 
país, mais uma vez influenciado por Felix Klein. 


De acordo com Dassie e Rocha (2003), influenciado por 
essa nova proposta, Francisco Rocha, o então ministro da 
Educação e da Saúde do Governo Provisório de Getúlio 
Vargas, buscou reformar a educação brasileira com ideais 
escolanovistas. Em um esforço para criar uma educação 
secundária com finalidade própria, e não mais um simples 
preparatório para cursos das universidades, ele instituiu o 
Decreto n. 19890, de 18 de abril de 1931, conhecido como 
Reforma Francisco Rocha. Nesse documento estava previsto 
o ensino da Matemática de forma muito similar como pen- 
sara Euclides Roxo para o Colégio Pedro Il, ou seja, prevendo 
o ensino simultâneo dos diferentes campos da disciplina, 
porém sem o preciosismo das instruções metodológicas 
apresentadas no programa de Roxo. 

Tais mudanças não foram recebidas com facilidade pelos 
professores do país, notadamente pelo Exército brasileiro e 
pela Igreja católica, que apresentaram críticas severas ao 
plano do ministro e levaram para a mídia um extenso de- 
bate sobre as metodologias do ensino matemático; o pro- 
fessor Euclides Roxo participou como defensor da reforma. 

Em 1939, o então ministro da Educação e da Saúde, 
Gustavo Capanema, começou uma série de estudos e consul- 
tas para a elaboração de uma nova reforma. Entre os docu- 
mentos analisados estão os relatórios do Instituto Nacional 
de Estudos Pedagógicos, a proposta do Colégio Pedro Il, as 
legislações educacionais vigentes em diversos países euro- 
peus, as cartas enviadas pelo próprio Euclides Roxo e seus 
opositores às instituições de ensino do Exército e da Igreja. 

Assim, a Lei Orgânica do Ensino Secundário foi promul- 
gada em 9 de abril de 1942 e foi fruto de um trabalho de 
escrita, revisão e crítica de que participaram todos os prin- 
cipais envolvidos nos recentes debates sobre Educação 
Matemática. O objetivo da nova reforma era criar um ensi- 
no secundário capaz de “formar a personalidade integral 
dos adolescentes; acentuar e elevar, na formação espiritual 
dos adolescentes, a consciência patriótica e a consciência 
humanística; e dar preparação intelectual geral que possa 
servir de base a estudos mais elevados de formação espe- 
cial”. Ela dividia ensino secundário em dois ciclos: o ginasial, 
com duração de quatro anos, e os cursos clássico e científi- 
co no segundo momento, ambos com duração de três anos. 

Esse processo de reestruturação ocorrido no início da 
década de 1940 ficou conhecido como Reforma Capanema. 

Fiorentini (1995) classificou o ensino da Matemática pre- 
sente até o final da década de 1950 como sendo de tendência 
formalista clássica, na qual o ensino era “acentuadamente 
livresco e centrado no professor e no seu papel de transmissor 
e expositor do conteúdo” por meio de explanações orais e apre- 
sentação teórica na lousa. Ao aluno cabia apenas o papel de 
reproduzir exatamente o raciocínio e os procedimentos reali- 
zados pelo professor ou presentes no livro didático. Essa 
tendência recebeu o nome de formalista clássica porque em 
relação ao seu ensino a Matemática era apresentada como 
reprodução do modelo euclidiano, isto é, com uma organização 


lógica a partir de conhecimentos primitivos, axiomas, defini- 

ções e teoremas para, depois, serem apresentados os exercícios. 

A concepção de Matemática subjacente era a platônica, na 

qual se considera que as ideias matemáticas existem indepen- 

dentemente do ser humano e, portanto, não são construídas 
por ele, o que justifica a postura determinada aos estudantes 
de apenas reproduzir o que era apresentado. 

Do ponto de vista social e político, Fiorentini destaca que 
nessa época a aprendizagem da Matemática era para pou- 
cos “bem-dotados” intelectualmente e financeiramente. 
Garantia-se na escola um ensino mais racional e rigoroso à 
elite dirigente e aos membros da Igreja e, para as classes 
menos favorecidas que frequentavam a escola técnica, pre- 
valecia o cálculo e a abordagem mais mecânica com uma 
coleção de regras e fórmulas. 

Outro marco da década de 1950 foi a derrota dos ame- 
ricanos no início da corrida espacial para os soviéticos, que 
colocou em destaque a necessidade de se investir em avan- 
ço tecnológico. A partir daí, enormes quantias foram dis- 
pensadas pelas associações científicas para promover a 
reunião de especialistas de renome em Educação, Psicologia 
e diferentes campos das ciências exatas e naturais. Em re- 
lação ao ensino da Matemática, ocorreu na França o Semi- 
nário de Royaumont, cuja proposta era a de discutir novas 
perspectivas, tendo em vista uma formação matemática 
voltada ao pensamento científico e tecnológico. Esse semi- 
nário deu origem ao movimento chamado Matemática 
moderna, consolidado pelo grupo Bourbaki. 

No Brasil, de 1955 a 1966, foram realizados cinco Con- 
gressos de Professores de Matemática com a preocupação 
de discutir conteúdos e metodologias de ensino. Esses en- 
contros inspiraram a criação de grupos importantes para o 
cenário da Educação Matemática no país nas décadas de 
1960 e 1970. Dentre eles destacam-se, em São Paulo, o Geem 
(Grupo de Estudos do Ensino de Matemática), liderado por 
Oswaldo Sangiorgi e Renata Watanabe; em Porto Alegre, o 
Geempa (Grupo de Estudos sobre Educação, Metodologia 
de Pesquisa e Ação), com Ester Pilar Grossi como líder desde 
sua criação; no Rio de Janeiro, o Gemeg, que foi substituído 
pelo Gepem (Grupo de Estudos e Pesquisas em Educação 
Matemática), tendo como presidente Maria Laura Mouzinho 
Leite Lopes; desse grupo também participou José Carlos de 
Mello e Souza (Malba Tahan) e, posteriormente, em Rio Cla- 
ro (SP), o Sapo (Serviço Ativador em Pedagogia e Orientação), 
que foi o embrião do primeiro Mestrado em Educação 
Matemática do país. 

Segundo Fiorentini (1995), os principais propósitos do 
Movimento da Matemática moderna foram: 

e integrar os três campos fundamentais da Matemática com 
a introdução de elementos unificadores, como a teoria dos 
conjuntos, estruturas algébricas e relações e funções; 

e substituir o caráter mecanizado, não justificado e regrado 
presente na Matemática escolar por outro com mais ên- 
fase nos aspectos estruturais e lógicos da Matemática; 
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e fazer com que o ensino de 1º e 2º graus refletisse o espírito 
da Matemática contemporânea que, graças ao processo de 
algebrização, tornou-se mais poderosa, precisa e fundamen- 
tada logicamente. 

Com a aprovação, em 1961, da Lei de Diretrizes e Bases 
da Educação Nacional, esse movimento ganhou força nas 
décadas de 1960 e 1970. Os Parâmetros Curriculares Nacio- 
nais (PCN) de 1998 destacam que, com base nesse movi- 
mento, a Matemática era concebida como lógica e que de- 
veria ser compreendida a partir de suas estruturas, 
conferindo um papel fundamental à linguagem matemáti- 
ca. O ensino passou a ter excessiva preocupação com abs- 
trações internas à própria Matemática, em uma tentativa 
de aproximar a Matemática pura da Matemática escolar. 

Para Fiorentini (1995), esse movimento promovia o re- 
torno ao formalismo matemático, só que tendo como fun- 
damento as estruturas algébricas e a linguagem formal da 
Matemática contemporânea. Enfatizava o uso preciso da 
linguagem matemática, o rigor e as justificativas das trans- 
formações algébricas por meio das propriedades estruturais. 

No entanto, destaca esse autor, que não ocorreram mui- 
tas mudanças em relação ao ensino-aprendizagem, pois o 
ensino continuou sendo acentuadamente autoritário e cen- 
trado no professor, que permaneceu desenvolvendo sua aula 
na lousa, onde demonstrava tudo rigorosamente. O aluno 
continuou sendo considerado aquele que deve receber pas- 
sivamente o apresentado pelo professor, tendo de reprodu- 
zir a linguagem e os raciocínios lógico-estruturais ditados 
por ele. 

Nessa linha, as finalidades do ensino da Matemática 
estariam voltadas mais a formar um especialista em Mate- 
mática do que um cidadão, pois a Matemática escolar per- 
deu tanto seu papel de formadora da disciplina mental 
quanto seu emprego como ferramenta para a resolução de 
problemas. A formação matemática assumiu uma perspec- 
tiva em que era mais importante a apreensão da estrutura, 
que capacitaria o aluno a aplicar essas formas de pensa- 
mento aos mais variados domínios, do que a aprendizagem 
de conceitos e aplicações da Matemática. 

Fiorentini sintetiza dizendo que o ensino da Matemática 
nesse contexto pode ser considerado de tendência formalista 
moderna e, tal como a tendência formalista clássica,“pecou 
pelo reducionismo à forma de organização/sistematização 
dos conteúdos matemáticos, uma vez que em ambos se 
relega a segundo plano sua significação histórico-cultural e 
a essência das ideias e conceitos matemáticos”. Destaca, 
porém, que uma diferença fundamental entre essas duas 
tendências está no fato de que, enquanto a clássica enfatiza e 
valoriza o encadeamento lógico do raciocínio matemático 
e as formas perfeitas e absolutas das ideias matemáticas, 
a moderna busca os desdobramentos lógico-estruturais das 
ideias matemáticas, tendo por base as estruturações algé- 
bricas mais atuais, considerando estar aí expressada a qua- 
lidade do ensino. 
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De acordo com os PCN, em 1980, nos Estados Unidos, o 
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) divul- 
gou o documento “Agenda para Ação”, no qual apresentou 
recomendações para o ensino da Matemática, destacando a 
resolução de problemas como foco. Imprimiu novos rumos às 
discussões curriculares ao destacar a compreensão da relevância 
de aspectos sociais, antropológicos e linguísticos na aprendiza- 
gem da Matemática. As reformas educacionais foram fortemen- 
te influenciadas por esse documento, de modo que propostas 
elaboradas em diferentes países, nas décadas de 1980 e 1990, 
apresentam pontos em comum no que diz respeito a: 

e direcionamento do Ensino Fundamental para a aquisição 
de competências básicas necessárias ao cidadão e não 
apenas voltadas para a preparação de estudos posteriores; 

e importância do desempenho de um papel ativo do aluno 
na construção do seu conhecimento; 

e ênfase na resolução de problemas, na exploração da Ma- 
temática a partir dos problemas vividos no cotidiano e 
encontrados nas várias disciplinas; 

e importância de se trabalhar com um amplo espectro de 
conteúdos, incluindo-se, já no Ensino Fundamental, ele- 
mentos de Estatística, Probabilidade e Combinatória para 
atender à demanda social que indica a necessidade de 
abordagem desses assuntos; 

e necessidade de levar os alunos a compreender a impor- 
tância do uso da tecnologia e a acompanhar sua perma- 
nente renovação (PCN Matemática, 1998, p. 21). 

Esses aspectos apontados foram os norteadores das 
indicações e propostas apresentadas para o ensino da 
Matemática pelos PCN, válidas até hoje. 

Esse documento destaca a Etnomatemática com suas 
propostas alternativas para a ação pedagógica. Tal programa 
contrapõe-se às orientações que desconsideram qualquer 
relacionamento mais íntimo da Matemática com aspectos 
socioculturais e políticos — o que a mantém intocável por 
fatores outros a não ser sua própria dinâmica interna. Do 
ponto de vista educacional, procura compreender os pro- 
cessos de pensamento, os modos de explicar, de entender e 
de atuar na realidade, dentro do contexto cultural do próprio 
indivíduo. A Etnomatemática procura partir da realidade e 
chegar à ação pedagógica de maneira natural, mediante um 
enfoque cognitivo com forte fundamentação cultural. 

O mesmo documento, ao apresentar “caminhos para se 
fazer Matemática” em sala de aula”, dá ênfase à resolução 
de problemas como um recurso a ser utilizado em seu en- 
sino. Apoia-se na história da Matemática para justificar sua 
aplicação, considerando que a própria Matemática foi cons- 
truída como resposta a perguntas provenientes de diferen- 
tes origens e contextos, motivadas por problemas de ordem 
prática (divisão de terras, cálculo de créditos), por problemas 
vinculados a outras ciências (Física, Astronomia), bem como 
por problemas relacionados a investigações internas à pró- 
pria Matemática. Assim, defende uma proposta com os se- 
guintes princípios: 


e o ponto de partida da atividade matemática não é a defini- 
ção, mas o problema. No processo de ensino-aprendizagem, 
conceitos, ideias e métodos matemáticos devem ser abor- 
dados mediante a exploração de problemas, ou seja, de si- 
tuações em que os alunos precisem desenvolver algum tipo 
de estratégia para resolvê-las; 

e o problema certamente não é um exercício em que o alu- 
no aplica, de forma quase mecânica, uma fórmula ou um 
processo operatório. Só há problema se o aluno for levado 
a interpretar o enunciado da questão que lhe é posta e a 
estruturar a situação que lhe é apresentada; 

e aproximações sucessivas ao conceito são construídas 
para resolver certo tipo de problema; em outro momen- 
to, o aluno utiliza o que aprendeu para resolver outros, 
o que exige transferências, retificações, rupturas, segun- 
do um processo análogo ao que se observa na história 
da Matemática; 

e o aluno não constrói um conceito em resposta a um pro- 
blema, mas constrói um campo de conceitos que tomam 
sentido em um campo de problemas. Um conceito mate- 


mático se constrói articulado com outros conceitos, por 
meio de uma série de retificações e generalizações; 

e a resolução de problemas não é uma atividade para ser 
desenvolvida em paralelo ou como aplicação da aprendi- 
zagem, mas uma orientação para a aprendizagem, pois 
proporciona o contexto em que se pode apreender con- 
ceitos, procedimentos e atitudes matemáticas. (PCN Ma- 
temática, 1998, p. 32-33). 

A década de 1980 foi decisiva para a Educação Matemá- 
tica no Brasil, pelo início da expansão, em praticamente todo 
o país, de programas de pós-graduação em Educação Ma- 
temática. Em 1984, inicia-se formalmente o primeiro Mes- 
trado em Educação Matemática do país, na Unesp de Rio 
Claro. Em 1987 aconteceu o | Encontro Nacional de Educação 
Matemática, evento realizado, a partir dessa data, a cada 
três anos. Nesses encontros têm sido apresentados os últi- 
mos trabalhos e pesquisas em Educação Matemática, em 
um esforço de divulgar e socializar os conhecimentos sobre 
o tema, trocar experiências de ensino de Matemática em 
todos os níveis e promover o intercâmbio de ideias. 


4 Pressupostos teóricos e metodológicos 
para o ensino da Matemática 


Ensino Médio 


Na organização da educação escolar brasileira,determinada 
pela LDB, o Ensino Médio constitui a última etapa da Educação 
Básica, sendo considerado um momento de consolidação e 
aprofundamento dos conhecimentos básicos do Ensino Fun- 
damental. De acordo com ela, nessa fase promover-se-á uma 
preparação básica para o trabalho e a cidadania da pessoa, 
que permita que esta continue aprendendo e se adaptando a 
uma sociedade em constante mudança, isto é, nesse nível de 
escolaridade deve-se visar ao aprimoramento da ética, da 
autonomia intelectual e do pensamento crítico do estudante, 
promovendo o relacionamento entre teoria e prática, possibili- 
tando a compreensão dos fundamentos científicos e tecnoló- 
gicos que orientam os processos produtivos da sociedade. 

Mais detalhadamente, a Resolução n. 2, de 30 de janeiro 
de 2012, emitida pela Câmara de Educação Básica do Con- 
selho Nacional de Educação, ao definir as Diretrizes Curri- 
culares Nacionais para o Ensino Médio, agrega a essa etapa 
do processo educacional maior presença dos desenvolvi- 
mentos sociais e tecnológicos e enfoque interdisciplinar, 
com intuito de garantir uma relação mais ampla entre o 
aprendido na escola e os acontecimentos cotidianos da so- 
ciedade em que estão inseridos. Assim, são pensados como 
essenciais a participação e iniciativa dos alunos, que devem 
trazer seu mundo à escola para que possam compreendê-lo 
e mudá-lo com o exercício de sua cidadania. 

Para Angela Maria Martins (2000), estudiosa e pesquisa- 
dora de políticas de Educação Básica e Educação Profissional, 


essas resoluções oficiais estão promovendo um processo de 
modernização do Ensino Médio, que tem como principal mo- 
tivo a necessidade de readequação da educação brasileira para 
atender às mudanças do mercado de trabalho e da nova rea- 
lidade econômica que começou a se impor a partir da década 
de 1980, época da revolução tecnológica e início do declínio da 
concentração de capital nos meios de produção industriais. 


Segundo ela, essa modernização torna-se emergencial 
neste momento histórico de computadores conectados a 
redes globais, gerando um imenso volume de informação. 
Momento que mostra ser inegável a importância do conhe- 
cimento e raciocínio matemático. O próprio Ministério da 
Educação, em suas publicações recentes, reconhece que a 
Matemática deve ser hoje compreendida como uma parcela 
do conhecimento humano essencial para a formação de to- 
dos os jovens, capaz de contribuir para a construção de uma 
visão de mundo, essencial para ler e interpretar a realidade 
e para desenvolver capacidades que serão exigidas na vida 
social e profissional das pessoas. 


Nesse contexto, a Matemática supera o caráter instru- 
mental e deve passar a ser apresentada como ciência, com 
características próprias de investigação e de linguagem, e 
papel integrador importante ao lado das Ciências da Natu- 
reza. Essa nova percepção da Matemática como ciência deve 
permitir que o aluno perceba sua dimensão histórica e a 
estreita relação que possui com a sociedade e a cultura em 
diferentes épocas, ampliando e aprofundando o espaço de 
conhecimento que existe nessas inter-relações. 
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Sua inserção no Ensino Médio, no entanto, deve ser ade- 
quada ao desenvolvimento e à promoção de seu valor entre 
os alunos, tendo em mente que existem diferentes motiva- 
ções, interesses e capacidades. 

Levando em conta ainda as resoluções do governo fede- 
ral, há que se destacar a proposta do Ensino Médio Inovador, 
motivada, segundo a revista Educação de agosto de 2011, 
pela percepção em todo o mundo de um clima de desinte- 
resse dos adolescentes pela vida escolar. A partir daí, muitas 
reflexões têm sido feitas sobre os possíveis caminhos para 
que o Ensino Médio seja vivido e percebido como significa- 
tivo. Nessa perspectiva, o desafio dos sistemas de ensino 
nos últimos anos tem sido a busca da organização de um 
programa curricular que consiga, ao mesmo tempo, formar 
os jovens para continuar os estudos no Ensino Superior e 
prepará-los para o mercado de trabalho. 

No Brasil, para melhorar o cenário, o governo federal 
aposta, desde 2004, em propostas que apontem para um 
programa curricular mais flexível. Uma das principais me- 
didas foi a possibilidade de integrar o ensino regular e a 
educação profissional, sacramentada pelo Decreto 
n. 5154/04. A Portaria número 971, de outubro de 2009, ins- 
tituiu o Programa Ensino Médio Inovador (ProEMI), como 
parte das ações do Plano de Desenvolvimento da Educação, 
em uma tentativa de induzir, por meio de parcerias com 
municípios e estados, a reestruturação do currículo do En- 
sino Médio brasileiro. 

Essa iniciativa tem como preocupação os recentes nú- 
meros levantados por pesquisas oficiais que mostram o 
desaceleramento ou a queda no ingresso de alunos no 
Ensino Médio em todo o território brasileiro. No documen- 
to orientador (Disponível em: <http://portal.mec.gov.br/ 
dmdocuments/documento orientador.pdf>. Acesso em: 
28 jan. 2013), o Ministério da Educação reconhece que um 
dos fatores possíveis para essas estatísticas problemáticas, 
nessa etapa do sistema educacional, seja exatamente a 
falta de sensibilidade e objetivos para o currículo do Ensi- 
no Médio. 

Assim, o programa tem como objetivo oferecer aos alu- 
nos um currículo que esteja de acordo com sua proposta 
presente nos documentos legais que o definem: um mo- 
mento para aprofundar os conhecimentos adquiridos no 
Ensino Fundamental, usando-os como um instrumento para 
agir no mundo em que vive. É por meio da dinamização das 
atividades oferecidas, da atualização de temas que envol- 
vam mais diretamente ciência, tecnologia e cultura, da cria- 
ção de um currículo em sintonia com a realidade brasileira, 
que esse programa considera a possibilidade de sucesso do 
Ensino Médio. 

Essa implantação implicará um aumento de 600 horas 
na formação do aluno, passando a carga horária de 2400 
horas anuais para 3000 horas anuais. Esse aumento será 
gradativo, à razão de 200 horas por ano. A grade horária 
sofrerá uma flexibilização e o aluno terá a possibilidade de 
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escolher 20% da sua carga horária, a partir de um conjunto 

de atividades oferecidas pela escola. Além dessas mudanças, 

o Ensino Médio Inovador estabelece como referencial as 

seguintes proposições curriculares e condições básicas para 

os projetos das escolas: 

a) centralidade na leitura, como elemento básico de todas 
as disciplinas; utilização, elaboração de materiais moti- 
vadores e orientação docente voltadas para essa prática; 


b) estímulo a atividades teórico-práticas apoiadas em la- 
boratórios de Ciências, Matemática e outros que auxiliem 
os processos de aprendizagem nas diferentes áreas do 
conhecimento; 


c) fomento de atividades de Arte, com o objetivo de promo- 
ver a ampliação do universo cultural do aluno; 


a 
= 


atividade docente com dedicação exclusiva à escola; 


D 
< 


projeto político-pedagógico implementado com a parti- 
cipação efetiva da comunidade escolar e a organização 
curricular articulada com os exames do Sistema Nacional 
de Avaliação do Ensino Médio. 


Com a implantação do Ensino Médio Inovador, essa eta- 
pa de formação do jovem será mais interessante e terá um 
objetivo mais bem definido. Espera-se, pois, superar os que 
talvez sejam os maiores problemas da educação brasileira: 
a evasão, o baixo rendimento escolar e a superação das de- 
sigualdades de oportunidades educacionais, consolidando 
assim a identidade dessa etapa educacional e oferecendo 
um acesso universal e um ensino de qualidade a todos. 

Tendo esses elementos como pressupostos é que pode- 
mos agora considerar os objetivos específicos do ensino de 
Matemática no Ensino Médio. 


Objetivos gerais do ensino da 
Matemática no Ensino Médio 


Vivemos em uma sociedade tecnológica, informatizada, 
globalizada e é fundamental que se desenvolva nos alunos 
do Ensino Médio a capacidade de: comunicar-se em várias 
linguagens; investigar, resolver e elaborar problemas; tomar 
decisões, fazer conjecturas, hipóteses e inferências; criar 
estratégias e procedimentos; adquirir e aperfeiçoar conhe- 
cimentos e valores; trabalhar solidária e cooperativamente; 
e estar sempre aprendendo. 

No Ensino Fundamental os alunos tiveram um primeiro 
contato com vários campos da Matemática, como números 
e operações, formas geométricas planas e espaciais, gran- 
dezas e medidas, iniciação à álgebra, aos gráficos e às noções 
de probabilidade. Agora, no Ensino Médio, é o momento de 
ampliar e aprofundar tais conhecimentos, estudar outros 
temas, desenvolver ainda mais a capacidade de raciocinar, 
de resolver problemas, generalizar, abstrair e de analisar e 
interpretar a realidade que nos cerca, usando para isso o 
instrumental matemático. 

Mas a Matemática tem características próprias, tem uma 
beleza intrínseca que deve ser ressaltada na importância 


dos conceitos, das propriedades, das demonstrações dos 
encadeamentos lógicos, do seu aspecto dedutivo, funda- 
mentando seu caráter instrumental e validando ou não 
intuições e conjecturas. Assim, no Ensino Médio é impor- 
tante trabalhar gradativamente a Matemática também 
como um sistema abstrato de ideias. 


Objetivos específicos do ensino 
da Matemática no Ensino Médio 


As propostas e atividades matemáticas devem possibi- 
litar aos estudantes: 

e compreender os conceitos, procedimentos e estratégias 
matemáticos e planejar soluções para problemas novos, 
que exijam iniciativa e criatividade; 

e aplicar conhecimentos matemáticos para compreender, 
interpretar e resolver situações-problema do cotidiano ou 
do mundo tecnológico e científico; 

e desenvolver a capacidade de comunicação de ideias ma- 
temáticas por escrito ou oralmente, promovendo sua 
capacidade de argumentação; 

e estabelecer relações, conexões e integração entre os diferen- 
tes campos da Matemática para resolver problemas, interpre- 
tando-os de várias maneiras e sob diferentes pontos de vista; 

e interpretar e validar os resultados obtidos na solução de 
situações-problema; 

e fazer arredondamentos e estimativas mentais de resul- 
tados aproximados; 

e desenvolver atitudes positivas em relação à Matemá- 
tica, como autonomia, confiança em relação às suas 
capacidades matemáticas, perseverança na resolução 
de problemas, gosto pela Matemática e pelo trabalho 
cooperativo; 

e analisar e interpretar criticamente dados provenientes de 
problemas matemáticos, de outras áreas do conhecimento 
e do cotidiano. 

Em relação aos campos da Matemática, os objetivos espe- 
cíficos do ensino de Matemática devem ser os de capacitar o 
estudante para: 

e saber utilizar o sistema de numeração, as operações, suas 
propriedades e suas regularidades nos diversos conjuntos 
numéricos; 

e empregar corretamente os conceitos e procedimentos 
algébricos, incluindo o uso do importante conceito de 
função e de suas várias representações (gráficos, tabelas, 
fórmulas, etc.); 

e conhecer as propriedades geométricas das figuras planas 
e sólidas e suas representações gráfica e algébrica, bem 
como reconhecer regularidades nelas; 

* compreender os conceitos fundamentais de grandezas e 
medidas e saber usá-los na formulação e resolução de 
problemas; 

e utilizar os conceitos e procedimentos da Estatística e da Pro- 
babilidade, valendo-se para isso da Combinatória, entre ou- 
tros recursos. 


Temas transversais 
e a Matemática 


Na escola, professores e alunos muitas vezes são con- 
frontados por questões envolvendo assuntos atuais e ur- 
gentes que precisam ser tratados por toda a comunidade 
escolar, para atender às demandas da sociedade como um 
todo ou da própria escola. Os temas transversais trazem ao 
currículo escolar a possibilidade da abordagem dessas ques- 
tões por todas as áreas e disciplinas. 

É importante destacar que os temas transversais não 
são novas disciplinas ou novos componentes curriculares 
a serem acrescidos aos já existentes, mas sim objetos de 
conhecimento cuja complexidade demanda as perspec- 
tivas teóricas e práticas de todos os componentes curri- 
culares, além de incluir saberes extraescolares. 

É uma proposta que deve buscar construir uma articu- 
lação das diversas áreas de conhecimento, o envolvimento 
de toda a comunidade escolar, desenvolver as relações in- 
terpessoais democráticas, o pensamento crítico e a disposi- 
ção para intervir na realidade e transformá-la. 

Os PCN do Ensino Fundamental apresentam quatro crité- 
rios a serem adotados para a seleção de temas transversais: 
urgência social, abrangência nacional, possibilidade de ensino 
e aprendizagem e favorecimento da compreensão da realida- 
de e da participação social. 

O critério da urgência social aponta para a preocupação 
de se ter como tema transversal questões que se apresen- 
tem como obstáculos ao exercício pleno da cidadania, afron- 
tem a dignidade das pessoas e deteriorem sua qualidade 
de vida. 

O critério da abrangência nacional indica a necessidade 
de se tratar de questões pertinentes a todo o país. 

O critério da possibilidade de ensino e aprendizagem 
procura nortear a escolha de temas ao alcance da apren- 
dizagem, alicerçada nas experiências pedagógicas, no caso 
específico da Matemática, nas propostas da Educação 
Matemática. 

O último critério, favorecimento da compreensão da 
realidade e da participação social, aponta para a importân- 
cia de os temas transversais possibilitarem aos alunos uma 
visão ampla e consistente da realidade brasileira de modo 
que possam assumir atitudes responsáveis, sem excluir a 
possibilidade de que cada localidade apresente temas rele- 
vantes às suas necessidades específicas. 

A partir desses princípios, os PCN sugerem alguns temas 
amplos a serem considerados geradores de discussões na 
comunidade escolar. A Matemática tem muita contribuição 
a dar nesse trabalho conjunto e muitas delas já permeiam os 
assuntos desta coleção. 

Os temas transversais podem ser apresentados por meio 
de situações-problema e trabalhos em equipe. Esses temas 
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aparecem ao longo de toda a coleção, tendo um destaque 
especial na seção Outros contextos. O professor poderá en- 
riquecer suas atividades com esses temas seguindo as orien- 
tações dos PCN. 

A seguir, discutiremos algumas dessas orientações. 


Etica 
Com atividades apropriadas, é possível desenvolver no 
aluno atitudes como: 
e confiança na própria capacidade de construir e adquirir 
conhecimentos matemáticos e resolver problemas com eles; 
e empenho em participar ativamente das atividades na sala 
de aula; 
e respeito à maneira de pensar dos colegas. 
Para isso, é preciso que o professor: 
e valorize a troca de experiências entre os alunos; 
e promova intercâmbio de ideias; 
e respeite o pensamento, a produção e a maneira de se 
expressar do aluno; 
e deixe claro que a Matemática é para todos e não apenas 
para alguns mais talentosos; 
e estimule a solidariedade entre os alunos, superando o 
individualismo. 
O trabalho em duplas ou em equipes é próprio para o 
desenvolvimento de tais atitudes. 


Orientação Sexual 


Não cabe ao professor de Matemática dar orientação 
sexual aos alunos, mas, de modo transversal, poderá propor 
situações-problema, principalmente envolvendo tabelas e 
gráficos, a respeito de temas sobre os quais os alunos pos- 
sam refletir. 

Veja alguns exemplos que podem ser explorados: 

e estatísticas sobre a incidência de gravidez prematura en- 
tre jovens e adolescentes; 

e evolução da Aids nos diferentes grupos (jovens, homens, 
mulheres, homossexuais, etc.); 

e estatísticas sobre doenças sexualmente transmissíveis; 

e estatísticas sobre prevenção de doenças sexualmente 
transmissíveis. 

É possível também trabalhar com estatísticas e situa- 
ções-problema que não reafirmem preconceitos em relação 
à capacidade de aprendizagem de alunos de sexos diferen- 
tes, bem como mostrar a diferença de remuneração e cargos 
de chefia entre homens e mulheres. 


Meio Ambiente 


Este tema pode e deve ser trabalhado em vários mo- 
mentos na aula de Matemática. Veja alguns exemplos: 

Coleta, organização e interpretação de dados esta- 
tísticos, formulação de hipóteses, modelagem, prática 
da argumentação, etc. são procedimentos que auxiliam 
na tomada de decisões sobre a preservação do meio 
ambiente. 
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A quantificação permite tomar decisões e fazer investi- 
gações necessárias (por exemplo, reciclagem e aproveita- 
mento de materiais). 

Áreas, volumes, proporcionalidade e porcentagem são 
conceitos utilizados para abordar questões como poluição, 
desmatamento, camada de ozônio, etc. 


Saúde 


Dados estatísticos sobre vários fatores que interferem 
na saúde do cidadão, quando trabalhados adequadamente 
na sala de aula, podem conscientizar o aluno e, indiretamente, 
sua família. Alguns contextos apropriados para a aprendi- 
zagem de conteúdos matemáticos são: 

e índices da fome, da subnutrição e da mortalidade infantil 
em várias regiões do país e, em particular, naquela em que 
vive o aluno; 

e médias de desenvolvimento físico no Brasil e em outros 
países; 

e razão médico/população e suas consequências; 

e estatísticas sobre várias doenças (dengue, malária, etc.) e 
como preveni-las; 

e levantamento de dados sobre saneamento básico, condi- 
ções de trabalho, dieta básica, etc. 


Pluralidade Cultural 


A Matemática foi e é construída por todos os grupos 
sociais (e não apenas por matemáticos) que desenvolvem 
habilidades para contar, localizar, medir, desenhar, repre- 
sentar, jogar e explicar, em função de suas necessidades e 
interesses. Valorizar esse saber matemático-cultural e apro- 
ximá-lo do saber escolar em que o aluno está inserido é de 
fundamental importância para o processo de ensino-apren- 
dizagem. A Etnomatemática dá grande contribuição a esse 
tipo de trabalho. 

No estudo comparativo dos sistemas de numeração, 
por exemplo, os alunos poderão constatar a supremacia 
do sistema indo-arábico e concluir que a demora de sua 
adoção pelos europeus se deveu também ao preconceito 
contra os povos de tez mais escura e que não eram cris- 
tãos. Outros exemplos poderão ser encontrados ao se 
pesquisar a produção de conhecimento matemático em 
culturas como a chinesa, a maia e a romana. Nesse mo- 
mento entra o recurso da história da Matemática e da 
Etnomatemática. 


Trabalho e Consumo 


Situações ligadas ao tema trabalho podem se tornar 
contextos interessantes a ser explorados na sala de aula: o 
estudo de causas que determinam aumento/diminuição de 
empregos; pesquisa sobre oferta/procura de emprego; pre- 
visões sobre o futuro mercado de trabalho em função de 
indicadores atuais; pesquisas dos alunos dentro da escola 
ou na comunidade a respeito dos valores que os jovens de 
hoje atribuem ao trabalho. 


Às vezes o consumo é apresentado como forma e obje- 
tivo de vida, transformando bens supérfluos em vitais e 
levando ao consumismo. É preciso mostrar que o objeto de 
consumo — um tênis ou uma roupa “de marca”, um produto 
alimentício ou um aparelho eletrônico, etc. — é fruto de um 
tempo de trabalho. 

Aspectos ligados aos direitos do consumidor também 
necessitam da Matemática para serem mais bem compre- 
endidos. Por exemplo, para analisar a composição e a qua- 
lidade de produtos e avaliar seu impacto sobre a saúde e o 
meio ambiente, ou para analisar a razão entre menor preço/ 
maior quantidade. Nesse caso, situações de oferta como 
“compre 3 e pague 2” nem sempre são vantajosas, pois ge- 
ralmente são feitas para produtos que não estão com mui- 
ta saída — portanto, não há, muitas vezes, necessidade de 
comprá-los em grande quantidade — ou que estão com o 
prazo de validade próximo do vencimento. 


Interdisciplinaridade e 
contextualização 


O atual mundo globalizado apresenta muitos desafios 
ao ser humano, e a educação manifesta a necessidade de 
romper com modelos tradicionais para o ensino. Essa ne- 
cessidade foi expressa no relatório da Comissão Interna- 
cional sobre a Educação para o Século XXI, no texto “Edu- 
cação: um tesouro a descobrir”, publicado em 1998 por 
Edições Unesco Brasil. As considerações desse importante 
documento passaram a integrar os eixos norteadores da 
política educacional. Os quatro pilares da educação con- 
temporânea citados pela Unesco são: aprender a ser, 
aprender a fazer, aprender a viver juntos e aprender a 
conhecer. Esses eixos devem constituir ações permanentes 
que visem à formação do educando como pessoa e como 
cidadão. Na relação entre esses quatro pilares é que a inter- 
disciplinaridade e a contextualização se inserem na ousadia 
de novas abordagens de ensino na Educação Básica. 


Interdisciplinaridade 


Ainterdisciplinaridade, como a própria palavra recomen- 
da, não anula as disciplinas, mas sugere que elas dialoguem 
entre si. O caráter puramente disciplinar do ensino formal 
tem dificultado a aprendizagem do aluno e não tem esti- 
mulado o desenvolvimento de seu pensamento, a habilida- 
de de resolver problemas e de estabelecer conexões entre 
os fatos e conceitos, isto é, de “pensar” sobre o que está 
sendo estudado. De acordo com Edgar Morin (2001),“o par- 
celamento e a compartimentação dos saberes impedem o 
aluno de apreender o que está tecido junto”. 

É importante considerar que a interdisciplinaridade su- 
põe um eixo integrador com as disciplinas de um currículo 
para que os alunos aprendam a olhar o mesmo objeto sob 
diferentes perspectivas. Os PCN destacam que: 


O conceito de interdisciplinaridade fica mais claro quando 
se considera o fato trivial de que todo conhecimento mantém 


um diálogo permanente com os outros conhecimentos, que 
pode ser de questionamento, de confirmação, de complemen- 
tação, de negação, de ampliação, [...]. 


PCNEM (1999, p. 88). 


Dessa forma, trabalhando de modo interdisciplinar, 
propõe-se que a organização e o tratamento dos conteúdos 
do ensino e as situações de aprendizagem sejam feitos 
destacando-se as múltiplas interações entre as várias disci- 
plinas do currículo, superando sempre que possível a frag- 
mentação entre elas. É sabido que algumas disciplinas se 
identificam, se aproximam, têm muitas afinidades (como, 
por exemplo, a Matemática e a Física), enquanto outras se 
diferenciam em vários aspectos: pelos métodos e procedi- 
mentos que envolvem, pelo objeto que pretendem conhecer 
ou ainda pelo tipo de habilidade que mobilizam naquele 
que as investiga, conhece, ensina ou aprende. 

Os professores de uma mesma classe podem promover 
um ensino interdisciplinar por meio de um projeto de 
investigação, um plano de intervenção ou mesmo de uma 
atividade. Nesse caso, são identificados os conceitos e 
procedimentos de cada disciplina que podem contribuir 
nessa tarefa, descrevendo-a, explicando-a, prevendo solu- 
ções e executando-a. Os conceitos podem ser formalizados, 
sistematizados e registrados no âmbito das disciplinas que 
contribuem para o seu desenvolvimento, ou seja, a inter- 
disciplinaridade não pressupõe a diluição das disciplinas. 
A tarefa a ser executada é que é interdisciplinar na sua 
concepção, execução e avaliação. 

A linguagem matemática é comum às demais áreas do 
currículo. Por exemplo, os conceitos das Ciências Naturais 
(Física, Química e Biologia) e as leis naturais geralmente são 
expressos pela linguagem matemática. 

Esta coleção procura dar relevo a vários modelos ma- 
temáticos que favorecem a interdisciplinaridade, tais 
como: a função linear e as situações de proporcionalidade 
direta; a função quadrática e o movimento uniformemen- 
te variado; a função exponencial e vários fenômenos na- 
turais;a probabilidade e a genética; as grandezas e medi- 
das e as práticas científicas, tecnológicas e sociais; as 
funções trigonométricas e os fenômenos periódicos; etc. 


Contextualização 

Tratar os conteúdos de ensino de forma contextualizada 
significa aproveitar ao máximo as relações existentes entre 
esses conteúdos e o contexto pessoal ou social do aluno, 
dando significado ao que está sendo aprendido, levando-se 
em conta que todo conhecimento envolve uma relação ati- 
va entre o sujeito e o objeto do conhecimento. Assim, a con- 
textualização ajuda a desenvolver no aluno a capacidade 
de relacionar o aprendido com o observado e a teoria com 
suas consequências e aplicações práticas. Ajuda também a 
articular a Matemática com os temas atuais da ciência e da 
tecnologia, bem como a fazer conexões dentro da própria 
Matemática. 
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A história da Matemática é também uma importante 
ferramenta de contextualização ao enfocar a evolução e 
as crises pelas quais determinados conceitos matemáticos 
passaram ao longo da história. Grande parte das situações- 
-problema desta coleção é contextualizada. Como exemplo 
de contexto histórico citamos a crise dos pitagóricos na 
passagem dos números racionais para os reais, com a 
introdução dos irracionais, feita no capítulo 1 do volume 1. 

A contextualização é um instrumento bastante útil, des- 
de que interpretada em uma abordagem mais ampla e não 
empregada de modo artificial, forçado e restrito. Não se 
pode entender a contextualização como banalização do 
conteúdo, mas como recurso pedagógico para tornar a cons- 
tituição de conhecimentos um processo permanente de 
formação de capacidades intelectuais superiores. Capaci- 
dades que permitem transitar inteligentemente do mundo 
da experiência imediata e espontânea para o plano das 
abstrações. Assim, contextualizar é situar um fato dentro 
de uma teia de relações possíveis em que se encontram os 
elementos constituintes da própria relação considerada. 

Ao assumir essa concepção de contextualização, toma-se 
a posição de que um trabalho em Matemática, com esse pro- 
pósito, não tem sua ênfase apenas voltada a situações apli- 
cadas ao cotidiano ou a outras disciplinas, mas também a 
situações puramente matemáticas. Nesses casos, são propos- 
tas investigações que podem ser efetuadas a partir de conhe- 
cimentos mais simples que evoluem para situações e conhe- 
cimentos mais complexos. Esse tipo de contextualização 
atende às perspectivas de formação de alunos mais curiosos, 
estimulando a criatividade e o espírito inventivo. 


Etnhomatemática e modelagem 


O que é Etnomatemática? 


O prefixo etno tem significado muito amplo, referente 
ao contexto cultural e, portanto, inclui considerações como 
linguagem, jargão, códigos de comportamento, mitos e sím- 
bolos; matema é uma raiz difícil, que vai na direção de ex- 
plicar, de conhecer, de entender; tica, sem dúvida, vem de 
techne, que é a mesma raiz de arte e de técnica. Assim, 
Etnomatemática é a arte ou técnica de explicar, de conhecer, 
de entender nos diversos contextos culturais. Ela procura 
compreender o saber/fazer matemático ao longo da histó- 
ria da humanidade, contextualizando, em diferentes grupos 
de interesse, comunidades, povos e nações. 

As práticas matemáticas de feirantes, comerciantes, bor- 
racheiros, cirurgiões cardíacos, vendedores de suco de frutas, 
bicheiros, indígenas, grupos africanos enquadram-se, por 
exemplo, nos estudos e nas pesquisas da Etnomatemática. 

Para se inteirar sobre Etnomatemática, recomendamos 
a leitura dos livros: Etnomatemática: elo entre as tradições e 
a modernidade, de Ubiratan D'Ambrósio, editora Autêntica; 
e Etnomatemática, de Ubiratan D'Ambrósio, editora Ática; e 
da revista Educação Matemática em Revista, da SBEM, ano1, 
n.1,1993, inteiramente dedicada a esse tema. 
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O que é modelagem? 

Diante de uma realidade complexa, global, podemos 
reduzir esse grau de complexidade isolando algumas variá- 
veis. Temos, assim, uma representação da realidade sobre a 
qual refletimos e procuramos construir estratégias de ação. 
De posse dos resultados obtidos nessa representação, 
voltamos ao global. 

Esse processo de passagem do global para o local e do 
local para o global, a partir de representações, é geralmente 
chamado modelagem. 

Acompanhe esta explicação apresentada por Ubiratan 
DAmbrósio: 


O esforço de explicar, de entender, de manejar uma porção 
da realidade, um sistema, normalmente se faz isolando esse 
sistema e escolhendo alguns parâmetros nos quais concen- 
traremos nossa análise. Com isso, o sistema, com toda a com- 
plexidade que ele oferece, fica aproximado por um sistema 
artificial, no qual se destacam somente alguns parâmetros 
(algumas qualidades) e se ignoram suas interações com o 
todo. Dessa maneira considera-se um modelo e passa-se a 
analisar e refletir sobre o modelo. Este é o processo de mode- 
lagem, na sua essência, uma forma de abstração. São exem- 
plos históricos de modelagem em Matemática a Geometria 
euclidiana, a Mecânica newtoniana, a Óptica geométrica. 


A modelagem, visando aplicações, que é mais comum, faz 
sempre apelo à realidade na qual está inserido o sistema que 
deu origem ao modelo com o qual trabalhamos, sempre pro- 
curando verificar a adequação dos parâmetros selecionados 
e as implicações dessa seleção no inter-relacionamento desse 
sistema com a realidade como um todo, isto é, procurando 
recuperar o sentido holístico que permeia o matema. Não é 
possível explicar, conhecer, entender, manejar, lidar com a 
realidade fora do contexto holístico. Têm-se não mais que 
visões parciais e incompletas da realidade. 


A modelagem é eficiente a partir do momento em que 
nos conscientizamos de que estamos sempre trabalhando 
com aproximações da situação real, que, na verdade, estamos 
elaborando sobre representações. Assim, a modelagem pode 
ser uma metodologia de ensino muito útil e se enquadra no 
Programa Etnomatemática, que inclui a crítica, também de 
natureza histórica, sobre representações, que deve estar sub- 
jacente ao processo de modelagem. 


D'AMBRÓSIO, Ubiratan. Etnomatemática: um programa. 
Educação Matemática em Revista: Blumenau, n.1, p. 5-11. 1993. 


Para saber mais sobre modelagem, recomendamos a lei- 
tura de: Ensino-aprendizagem com modelagem matemática, 
de Rodney Carlos Bassanezi, editora Contexto; e Modelagem 
matemática & implicações no ensino-aprendizagem de Mate- 
mática, de Maria Salett Biembengut, Editora da Universidade 
Regional de Blumenau (Furb). Veja também um modelo para 
racionamento de energia elétrica na revista Educação Mate- 
mática em Revista, da SBEM, ano 8, n. 11, dez. 2001, p. 41-50. 


É: Características da coleção 


Nesta coleção procurou-se de forma ativa a recordação, 
a ampliação, o aprofundamento de conceitos e procedimen- 
tos já explorados durante o Ensino Fundamental, apresen- 
tando-os sob diversos pontos de vista e linguagens: natural, 
gráfica, em tabelas e simbólica. 

Deu-se preferência ao longo da obra para atividades 
realizadas em dupla ou em equipe, com o intuito de valori- 
zar a iniciativa e a capacidade de decisão dos estudantes, 
reforçando a ajuda mútua, a ética e a solidariedade. 

As situações e problemas apresentados ao longo da 
coleção têm como pressuposto que as discussões a serem 
realizadas em sala de aula e os recursos de que o professor 
pode lançar mão, a partir das resoluções propostas pelos 
alunos, são os geradores de uma visão de Matemática e 
de ensino e aprendizagem dessa disciplina como as con- 
sideradas até aqui, tanto do ponto de vista dos pesquisa- 
dores como das leis e propostas governamentais. 

As propostas da coleção visam possibilitar aos jovens alu- 
nos a compreensão e interpretação do mundo ao seu redor por 
meio da ampliação de suas capacidades analíticas e críticas, 
necessárias para que possam tomar decisões em benefício 
próprio, de sua comunidade e da sociedade, no complexo pro- 
cesso de participação e cidadania. 

Como qualquer outro material didático, o livro deve ser 
visto como mais um (e não o único) importante auxiliar do 
professor que busca ensinar Matemática de modo mais 
significativo para o aluno, com assuntos da vivência dele, 
desenvolvendo conceitos por meio da compreensão de si- 
tuações-problema interessantes, contextualizadas ou inter- 
disciplinares. 

Em geral, os conceitos são desencadeados a partir de 
uma situação-problema, como é recomendado hoje pelos 
educadores matemáticos que trabalham com resolução 
de problemas; a modelagem matemática é feita pela 
procura de modelos matemáticos a partir de problemas 
reais (por exemplo, os números reais como modelo para 
as medidas; a função linear como modelo dos problemas 
de proporcionalidade; a função quadrática como mode- 
lo do movimento uniformemente variado; a função ex- 
ponencial como modelo dos juros compostos, da desin- 
tegração radioativa, do aumento do número de bactérias 
em uma cultura, etc.); as abordagens da história da Ma- 
temática, ora feitas como introdução de um assunto, ora 
como leitura para complementação; e o uso da tecnolo- 
gia de informação, como calculadoras e softwares, é re- 
alizado em vários momentos da coleção, principalmente 
nos problemas envolvendo funções, Trigonometria e 
números reais. 

Procurou-se colocar em cada volume conteúdos de 
diferentes blocos curriculares, permitindo alternância 


de temas. A organização das atividades foi feita com o 
objetivo de proporcionar a construção de conceitos, pro- 
cedimentos e algoritmos, de modo equilibrado e sem 
descuidar das aplicações. 

Sempre que possível, valorizaram-se diferentes enfoques 
e articulações com diversos campos da Matemática e de 
outras ciências. 

Procurou-se um equilíbrio no emprego da linguagem 
usual e da linguagem matemática, evitando exacerbar esta 
última e tornando a comunicação clara e adequada ao nível 
do aluno a que se destina esta coleção. 

A tônica desta coleção é ajudar o aluno a construir e 
desenvolver conceitos e procedimentos matemáticos, sem- 
pre compreendendo e atribuindo significado ao que ele está 
fazendo, evitando a simples memorização e mecanização. 
E tudo isso valendo-se de situações-problema contextuali- 
zadas e, posteriormente, aplicando os conceitos em situa- 
ções cotidianas, na própria Matemática ou em outras áreas 
do conhecimento. 

As atividades propiciam, em muitos momentos, fazer a 
articulação entre os grandes campos temáticos, bem como 
entre o conhecimento novo e o já abordado. Para exempli- 
ficar, citamos funções e progressões, funções (afim e qua- 
drática) e Geometria analítica, sistemas lineares e Geome- 
tria analítica, etc. 

As retomadas frequentes de conceitos e procedimen- 
tos, seguidas de aprofundamento, são outra forma de 
articulação. 

Por exemplo, números reais e números complexos, a 
equação da reta na função afim e na Geometria analítica, 
idem para a parábola na função quadrática e na Geometria 
analítica, os sistemas lineares 2 X 2 estudados no Ensino 
Fundamental e os sistemas lineares 3 X 3 com suas inter- 
pretações geométricas, etc. 

Sempre que possível, o desencadeamento de novos con- 
ceitos e a apresentação de exercícios e problemas são feitos 
por meio de situações-problema contextualizadas. 

É grande o número de exercícios e problemas desta 
coleção em que se procurou aplicar conceitos matemáti- 
cos na solução de situações de outros componentes cur- 
riculares como Física, Química, Geografia, Biologia e outras 
áreas do conhecimento. Em especial na seção Outros 
contextos. 

O enfoque metodológico da coleção, em geral, foi feito 
por meio da formulação e resolução de problemas, quer 
desencadeando um novo conceito, quer aplicando os con- 
ceitos e procedimentos estudados em situações contextua- 
lizadas e/ou interdisciplinares ou mesmo em problemas da 
própria Matemática. 


Manual do Professor 


É 


Seções: definições e algumas 
sugestões de abordagem 


Conheça seu livro 


Seção destinada ao aluno, estimulando-o a conhecer os 
recursos disponíveis em seu material. 
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Sumário 


Enumeração dos capítulos e das demais seções do 
volume. Importante para uma visão geral da obra. 
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Abertura de unidade 


1 Números 
e funções 


Situação contextualizadora de algum assunto/conteúdo 


que será abordado na unidade. Essa situação é acompanhada 
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de duas questões que visam verificar os conhecimentos pré- 
vios do aluno sobre o assunto que será estudado e/ou aguçar 
a sua curiosidade. 


Abertura de capítulo 


RE 


A 


(z 


Texto introdutório cujo objetivo é apresentar o conteúdo 
a ser trabalhado, situando-o na história e ligando-o, sempre 
que possível, a algum contexto. No primeiro tópico de con- 
teúdo há uma atividade ou questões que visam permitir 
que o professor faça uma avaliação diagnóstica de saberes 
dos alunos se tratar a atividade de modo investigativo. 


Para refletir, Fique atento! e Você sabia? 


EE == j 


Seções que são dispostas nas laterais das páginas. 

Para refletir apresenta questões que visam destacar algo 
que merece reflexão. São indicadores de investigação a ser 
realizada de modo que os alunos percebam alguma proprie- 
dade ou fato, ou que constatem, descubram, ou provem algo. 
Pode representar uma complementação do estudo do tópi- 
co que está sendo abordado. 

Fique atento! apresenta conteúdos que o aluno já estudou 
e devem ser relembrados ou relacionados com o assunto que 
está sendo representado ou detalhes importantes que devem 
ser ressaltados. 

Você sabia? apresenta informações interessantes que 
ampliam o tema em estudo. 


Exercícios resolvidos 


Mostram as várias formas de resolução de uma questão 
ou problema. Não devem ser vistos como modelos que os alu- 
nos apenas imitam e dos quais repetem estratégias. Servem 
apenas para inspirar e indicar possíveis estratégias. 

Podem ser resolvidos pelo aluno, como experiência de 
verificação da compreensão do conteúdo já desenvolvido 
pelo professor, e comparados com a resolução apresentada 
no livro. Esse trabalho pode ser realizado em duplas, visan- 
do à discussão e ao intercâmbio de experiência. 

Também podem ser explorados como um momento de 
desenvolvimento da leitura e interpretação em Matemá- 
tica se for pedido ao aluno que explique, com suas próprias 
palavras, o que está expresso ali, tanto do ponto de vista 
da solução dada como do ponto de vista da linguagem 
matemática empregada e do tratamento dado a ela. 

Em alguns exercícios resolvidos, explicitamos as fases da 
resolução de um problema (compreender, planejar, executar, 
verificar e emitir a resposta); eles são destacados como passo 
a passo. Também mostramos em que direções a questão pode 
ser ampliada, apresentando em geral uma proposta de discus- 
são em eguipe sobre o assunto. 


Exercícios 


Grande variedade de exercícios e situações-problema 
para o aluno checar, consolidar e aplicar os conhecimentos 
recentes. Eles são apresentados com dificuldades graduadas 
e, sempre que possível, contextualizados com exploração 
interdisciplinar. 


Podem ser trabalhados em sala de aula, dando conti- 
nuidade ao processo de fixação dos conceitos, ou podem 
ser distribuídos de forma que sejam resolvidos depois, 
como tarefa de casa, para sedimentação da aprendizagem. 

Alguns exercícios são classificados como desafios. A pro- 
posição desse tipo de exercício deve ser feita de modo cuida- 
doso pelo professor, considerando que nem todo aluno tem 
pela Matemática um interesse que o leve a sentir atração por 
esse tipo de atividade. 

Também temos exercícios com indicação para serem re- 
alizados em duplas ou em equipe, por terem um grau de 
complexidade maior ou cuja discussão ajudará no entendi- 
mento do conceito em estudo. 


Leitura(s) 


E 


Textos que ampliam e enriquecem o conteúdo. Podem 
ter uma abordagem interdisciplinar. 


Matemática e tecnologia 

Nesta seção apresentamos atividades em que o recurso 
do computador é utilizado para auxiliar na manipulação e 
visualização de gráficos e tabelas. 


Ga: 


Outros contextos 


O foco da seção é colocar o aluno em contato com 
vários tipos de textos favorecendo a interdisciplinaridade, 
a experimentação de conteúdos matemáticos e o 
desenvolvimento da competência leitora. Ela destaca os 
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assuntos ao relacioná-los com situações em que a Mate- 
mática estudada tem presença significativa. Embora es- 
sas discussões sejam muito mais proveitosas quando 
feitas em conjunto pela comunidade escolar, o professor 
poderá promover interessantes investigações matemáti- 
cas nos contextos considerados. 
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Pensando no Enem 

Questões direcionadas ao desenvolvimento das habili- 
dades da Matriz de Referência desse exame. As questões 
propostas são contextualizadas, muitas vezes tratando de 
fenômenos naturais ou sociais. 


Um pouco mais... 


Esta seção que aparece no final de alguns capítulos apre- 
senta assuntos adicionais, ou seja, que não são essenciais 
para a formação do aluno de Ensino Médio. Então, fica a 
critério do professor abordá-la ou não. 

Ao longo dos capítulos indicaremos ao professor, por 
meio do ícone , alguns outros assuntos que acreditamos 
ser opcionais, muitos deles não estão relacionados à Matriz 
do Enem. 

A opção de manter esses assuntos no livro se faz neces- 
sária para atender alunos que desejem aprofundar conteúdos 
matemáticos ou se preparar para algum exame específico de 
acesso ao Ensino Superior. 

Ao professor, cabe a responsabilidade de adequar o 
conteúdo disponível no livro didático à sua realidade. 
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Algumas vezes, “pular” assuntos que não serão obstácu- 
los na aprendizagem do aluno e dedicar o tempo ao 
trabalho com temas que serão fundamentais na 
formação do estudante pode ser mais proveitoso. Além 
disso, nem todos os alunos precisam de um alto grau de 
aprofundamento, visto que não seguirão carreiras asso- 
ciadas à Matemática. 


Um pouco 
man- 


Vestibulares de Norte a Sul 


Questões de vestibular, relacionadas ao conteúdo da 
unidade, separadas por região geográfica. 


Caiu no Enem 


Questões do Enem classificadas de acordo com as uni- 
dades de cada livro. 
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É: Orientações metodológicas e o conteúdo 
digital na prática pedagógica 


Orientações metodológicas 


Os avanços conguistados pela Educação Matemática 
indicam que, para que o aluno aprenda Matemática com 
significado, é fundamental: 

e trabalhar as ideias, os conceitos matemáticos intuitiva- 
mente, antes da simbologia, antes da linguagem mate- 
mática. Por exemplo, antes de ser apresentada em 
linguagem matemática, a ideia de função deve ser 
trabalhada de forma intuitiva com o aluno. Uma situação- 
-problema que torna isso possível é:“Considere a quanti- 
dade de litros de gasolina e o respectivo preço a pagar: 


Quantidade de litros (£) Preço a pagar 


125,00 


O preço a pagar é dado em função da quantidade de litros 
que se coloca no tanque, ou seja, o preço a pagar depende 
do número de litros comprados”. 
Depois desse trabalho intuitivo calcado na elaboração de 
conceitos é que, pouco a pouco, vamos introduzindo a 
linguagem matemática: 

A B 


fASB 
x flo) 

e “A cada x de A corresponde um único f(x) de B, levado 
pela função f.” 

e que o aluno aprenda por compreensão. O aluno deve 
atribuir significado ao que aprende. Para isso, deve saber 
o porquê das coisas, e não simplesmente mecanizar pro- 
cedimentos e regras. Por exemplo, não basta dizer que 


o número racional 0,3333... é igual a & ou 1; é preciso, 


para a sua compreensão, saber por que isso ocorre, 
fazendo, por exemplo: 
x = 0,3333... => 10x = 3,333... = 3 + 0,333... = 


=> 10x =3 + 9x=3 >x 


e estimular o aluno a pensar, raciocinar, criar, relacionar 
ideias, descobrir e ter autonomia de pensamento. Em 
lugar de simplesmente imitar, repetir e seguir o que o 
professor fez e ensinou, o próprio aluno pode e deve fazer 
Matemática, descobrindo ou redescobrindo por si só uma 
ideia, uma propriedade, uma maneira diferente de resol- 
ver uma questão, etc. Para que isso ocorra, é preciso que 
o professor crie oportunidades e condições para o aluno 
descobrir e expressar suas descobertas. Por exemplo, de- 
safios, jogos, quebra-cabeças, problemas curiosos, etc. 
ajudam o aluno a pensar logicamente, a relacionar ideias 
e a realizar descobertas; 


e trabalhar a Matemática por meio de situações-problema 
que o façam realmente pensar, analisar, julgar e decidir-se 
pela melhor solução. 

Vamos destacar o que consideramos ser um problema 
matemático. Para alguns autores é toda situação que 
requer a descoberta de informações matemáticas 
desconhecidas para a pessoa que tenta resolvê-lo e/ 
ou a invenção de uma demonstração de um resultado 
matemático dado. Outros o definem como uma situa- 
ção na qual um indivíduo deseja fazer algo, porém 
desconhece o caminho das ações necessárias para 
concretizar a sua ação. Outros ainda destacam que 
problema é uma situação na qual um indivíduo atua 
com o propósito de alcançar uma meta utilizando 
para tal alguma estratégia em particular. De modo 
geral, podemos afirmar que existe um problema 
quando há um objetivo a ser alcançado e não sabe- 
mos como atingir esse objetivo, isto é, existe um pro- 
blema quando há um resultado — conhecido ou não 
— a ser demonstrado utilizando conhecimentos 
matemáticos. 

No plano didático, faz-se a hipótese que existem problemas 
adequados que permitem a aquisição de conceitos novos 
e se inscrevem em uma organização de ensino-aprendiza- 
gem eficaz para a maioria dos alunos. Uma organização 
assim foi apresentada por Douady (1984) em sua teoria 
conhecida como Dialética Ferramenta-Objeto. Para ela, em 
atividades matemáticas, ao resolvermos um problema, 
podemos considerá-lo resolvido se pudermos fundamentar 
suas explicações de acordo com um sistema de validação 
próprio dos matemáticos. Nessa tentativa, criamos concei- 
tos que exercem o papel de ferramentas que servirão à 
resolução do problema. Quando os descontextualizamos 
de modo que possam ser reutilizados, tornamo-los um 
objeto do saber. 
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Douady chama de dialética ferramenta-objeto ao proces- 
so de resolução de problemas, no qual temos as fases: 
Fase 1: Antigo — Mobilização de conhecimentos antigos, 
que funcionam como ferramentas, para resolver, ao me- 
nos em parte, o problema. 

Fase 2: Pesquisa — Dificuldade em resolver o problema por 
completo, e novas questões acabam sendo colocadas em 
jogo. Essas novas questões levam à procura de novos 
meios para a resolução do problema. 

Fase 3: Explicitação — Exposição dos trabalhos realizados, 
das dificuldades e dos resultados obtidos, sendo as pro- 
duções discutidas coletivamente com a classe. Essa ex- 
plicitação possibilita ao professor criar debates sobre 
os conhecimentos antigos, que estão sendo mobilizados, 
e sobre os novos, que estão sendo gerados implicita- 
mente, sem que se crie uma situação de bloqueio. Esses 
debates servem para validar alguns conhecimentos 
produzidos nessa fase, e permitem aos alunos reconhe- 
cer procedimentos corretos ou refletir sobre procedi- 
mentos incorretos. 

Fase 4: Institucionalização — Institucionalizam-se os novos 
conhecimentos como objetos de saber matemático. O 
professor ressalta os conhecimentos que devem ser reti- 
dos e explicita as convenções de uso. Trata-se de um meio 
de constituição de um saber da classe. Para cada aluno, 
constitui uma maneira de estabelecer pontos de referên- 
cia para seu próprio saber e, dessa forma, assegurar o 
progresso de seus conhecimentos. 

Fase 5: Familiarização — É o momento de resolver exer- 
cícios utilizando as noções recentemente instituciona- 
lizadas como ferramentas explícitas. Esses exercícios, 
simples ou complexos, colocam em jogo apenas o que 
é conhecido. Os problemas propostos nessa fase desti- 
nam-se, segundo Douady, a desenvolver hábitos e prá- 
ticas, a integrar o saber social com o saber do aluno, 
pois o aluno ainda precisa colocar à prova em novas 
experiências, eventualmente sozinho, os conhecimentos 
que julga ter alcançado e esclarecer para si mesmo 
o que realmente sabe. 

Fase 6: Novo problema — Os alunos são colocados à 
prova para utilizarem os novos conhecimentos em 
situações mais complexas que envolvam outros con- 
ceitos, sejam eles conhecidos, sejam visados pela 
aprendizagem. Os conhecimentos novos adquirem, 
agora, o estatuto de antigos, em um novo ciclo da dia- 
lética ferramenta-objeto. De acordo com Douady, para 
a aprendizagem de um conceito ou propriedade, mui- 
tos ciclos podem ser necessários. 

Por exemplo, a seguinte situação-problema poderá de- 
sencadear o estudo da função quadrática: “Se quisermos 
cercar um terreno de forma retangular com uma tela de 
40 m de comprimento, de modo a cercar a maior área 
possível, quais devem ser as dimensões do terreno?”. 
Como o perímetro é de 40 m, as dimensões do terreno são: 
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20 — x 
perímetro = 40 m 
Área: 
A(x) = x(20 — x) = 20x — x? = —x? + 20x => 
= A(x) = —x? + 20x (modelo matemático para esta situação) 
Nesse caso, temos a função quadrática f(x) = 2x? + 20x, 
cujo gráfico é dado a seguir. 
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O ponto de máximo da parábola (10, 100) dará a solução 
do problema. Assim, o terreno que satisfaz às condições 
do problema é de forma quadrada (o quadrado é um caso 
particular de retângulo), de lado iguala 10 m e área igual 
a 100 m?. É consenso entre os educadores matemáticos 
que a capacidade de pensar, de raciocinar e de resolver 
problemas deve constituir um dos principais objetivos do 
estudo da Matemática; 

trabalhar o conteúdo com significado, levando o aluno a 
sentir que é importante saber aquilo para sua vida em 
sociedade ou que o conteúdo trabalhado lhe será útil para 
entender o mundo em que vive. Por exemplo, ao trabalhar 
as diversas funções e seus gráficos relacionando-os com 
a vivência e com os fenômenos das Ciências Naturais, ao 
resolver problemas de juros compostos usando logarit- 
mos, ao coletar dados, fazer tabelas, gráficos e interpretá- 
-los, ao estudar Probabilidade com a Genética da Biologia, 
etc., o aluno percebe que tudo isso tem sentido em sua 
vida presente e futura. Para que o aluno veja a Matemá- 
tica como um assunto útil e prático e possa apreciar o seu 
poder, precisa perceber que ela está presente em pratica- 
mente tudo e é aplicada para resolver problemas do mun- 
do real e entender uma grande variedade de fenômenos; 
valorizar a experiência acumulada pelo aluno dentro e 
fora da escola. É preciso lembrar que, quando o aluno che- 
ga ao Ensino Médio, ele já viveu intensamente pelo menos 
até seus 14 anos de idade. A partir dessa vivência, o pro- 
fessor deve iniciar o trabalho de construir e aplicar novos 
conceitos e procedimentos matemáticos, dando continui- 
dade ao que o aluno já aprendeu no Ensino Fundamental 
e na vida. Detectar os conhecimentos prévios dos alunos 
para, com base neles, desenvolver novos conhecimentos 
contribui para uma aprendizagem significativa; 


e estimular o aluno a fazer cálculo mental, estimativas e 
arredondamentos, obtendo resultados aproximados. Por 
exemplo, quando o aluno efetua a divisão 306 + 3 e coloca 
12 como resultado, ele evidencia que não tem sentido nu- 
mérico, não sabe arredondar (300 + 3 = 100;6 + 3 = 2e, 
portanto, 306 + 3 = 102), enfim, falta-lhe a habilidade de 
cálculo mental. Muitas vezes, em situações cotidianas, mais 
vale saber qual é o resultado aproximado do que o resul- 
tado correto propriamente dito; 

e considerar mais o processo do que o produto da aprendiza- 
gem — “aprender a aprender” mais do que levar em conta 
resultados prontos e acabados. É muito mais importante 
valorizar a maneira como o aluno resolveu um problema, 
principalmente se ele o fez de maneira autônoma, original, 
em vez de simplesmente verificar se acertou a resposta. O 
mesmo se pode dizer sobre o modo de realizar operações, 
medições, resolver equações e sobre as maneiras de observar 
e descobrir propriedades e regularidades em algumas for- 
mas geométricas. Sempre que possível, devemos analisar 
diferentes resoluções de um mesmo problema; 

e compreender a aprendizagem da Matemática como um 
processo ativo. Os alunos são pessoas ativas que observam, 
constroem, modificam e relacionam ideias, interagindo com 
outros alunos e outras pessoas, com materiais diversos e 
com o mundo físico. O professor precisa criar um ambiente 
de busca, de construção e de descoberta e encorajar os alu- 
nos a explorar, desenvolver, levantar hipóteses, testar, dis- 
cutir e aplicar ideias matemáticas. As salas de aula deveriam 
ser verdadeiras salas-ambiente de Matemática, equipadas 
com grande diversidade de materiais instrucionais que fa- 
vorecessem a curiosidade, a aprendizagem matemática e o 
“fazer Matemática”. Esse “fazer Matemática” pode ser esti- 
mulado apresentando-se atividades investigativas ao aluno. 
Uma atividade de investigação matemática diferencia-se 
das demais por ser uma situação-problema desafiadora e 
aberta, possibilitando aos alunos mobilizarem sua intuição 
e conhecimentos antigos em alternativas diversas de ex- 
ploração. Esse tipo de atividade de ensino e aprendizagem: 


[...] ajuda a trazer para a sala de aula o espírito da ativi- 
dade matemática genuina, constituindo, por isso, uma pode- 
rosa metáfora educativa. O aluno é chamado a agir como um 
matemático, não só na formulação de questões e conjecturas 
e na realização de provas e refutações, mas também na apre- 
sentação de resultados e na discussão e argumentação com 
os seus colegas e o professor [...] 

PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2003, p. 23. 


Tendo como pressuposto que todos podem produzir Ma- 
temática, nas suas diferentes expressões, as atividades 
de investigação podem estar presentes em todos os eixos 
de conteúdos, contribuindo para um trabalho mais dinã- 
mico e significativo. Chamar o aluno a agir como um 
matemático não implica obrigatoriamente trabalhar com 
problemas muito difíceis. Ponte, Brocardo e Oliveira 


(2003) destacam que, pelo contrário, investigar significa 
trabalhar com questões que nos rodeiam e, por isso, cons- 
titui uma poderosa forma de construir conhecimento. 
Assim, é em torno de um ou mais problemas que uma 
investigação matemática se desenvolve, porém, as des- 
cobertas que ocorrem durante a busca da solução podem 
ser tão ou mais importantes que ela. 

Em toda atividade de investigação deve ser dado tempo 
e oportunidade ao aluno para organizar e desenvolver 
seus modos de pensar, expressá-los aos colegas e ao pro- 
fessor e registrá-los utilizando linguagem matemática 
adequada. Dessa forma, o aluno deve adquirir confiança 
na sua capacidade de “fazer Matemática” e tornar-se apto 
a resolver problemas matemáticos, isso porque aprendeu 
a pensar e a se comunicar matematicamente. 

No entanto, isso não quer dizer que as atividades mate- 
máticas dos alunos se restrinjam apenas às investigativas; 
as fases da dialética ferramenta-objeto de Douady já in- 
dicam que depois dos problemas de investigação o pro- 
fessor deve abordar problemas de familiarização do novo 
conhecimento, em diferentes domínios matemáticos e 
contextos. Assim, o tempo didático do professor acaba 
por se tornar pequeno, exigindo que outras atividades e 
problemas sejam desenvolvidos como tarefa de casa, de 
modo que ocorra a fixação e a manutenção dos conheci- 
mentos construídos; 

utilizar a história da Matemática como um excelente recur- 
so didático. Comparar a Matemática de diferentes períodos 
da história ou de diferentes culturas (Etnomatemática). Por 
exemplo, pode-se contar a época na qual os pitagóricos só 
conheciam os números racionais e acreditavam apenas na 
existência dos segmentos comensuráveis (um pode ser 
medido pelo outro e a medida é expressa por um núme- 
ro racional). Ao medir a diagonal do quadrado de lado igual 
a uma unidade, usando esse lado como unidade de medida, 


surgem os números irracionais (2 no caso) e os segmen- 


tos incomensuráveis:d?= 2 +2=2>d= 2 

O lado do quadrado e a diagonal desse quadrado são seg- 
mentos incomensuráveis entre si; 

trabalhar o desenvolvimento de uma atitude positiva em 
relação à Matemática. Reforçar a autoconfiança do aluno 
na resolução de problemas; aumentar o interesse por di- 
ferentes maneiras de solucionar um problema; levar o 
aluno à observação de características e regularidades de 
números, funções, figuras geométricas, etc. Sensibilizar o 
aluno para organizar, argumentar logicamente e perceber 
a beleza intrínseca da Matemática (simetrias, regularida- 
des, logicidade, encadeamentos lógicos, etc.); 

utilizar jogos. Os jogos constituem outro excelente recurso 
didático, pois podem possibilitar a compreensão de regras, 
promover interesses, satisfação e prazer, formar hábitos e 
gerar a identificação de regularidades. Além disso, facilitam 
o trabalho com símbolos e o raciocínio por analogias; 
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e enfatizar igualmente os grandes eixos temáticos da Mate- 
mática - Números e Funções (Álgebra), Espaço e Forma (Geo- 
metria), Grandezas e Medidas e Tratamento da Informação 
(Estatística e Probabilidade) — e, de preferência, trabalhá-los 
de modo integrado; 

e trabalhar os temas transversais (Ética, Orientação Sexual, 
Meio Ambiente, Saúde, Pluralidade Cultural, Trabalho e 
Consumo) de modo integrado com as atividades de 
Matemática, por meio de situações-problema. 


Recursos digitais na prática 
aa 
pedagógica 

Atualmente já não há dúvidas sobre a necessidade do 
uso das novas tecnologias em sala de aula. Novas que já 
estão ficando velhas, de acordo com o pesquisador de pro- 
cessos de ensino-aprendizagem por meio do computador, 
José Armando Valente. Para ele, a possibilidade de junção 
de diferentes mídias em um só artefato: TV, vídeo, compu- 
tador, internet, poderá ter um impacto ainda maior no pro- 
cesso de ensino-aprendizagem, causando uma revolução a 
ser enfrentada pelos educadores. 

Nessa revolução, ele considera que dois aspectos de- 
vem ser considerados na implantação desses recursos na 
educação, O primeiro é que os conhecimentos técnicos e 
pedagógicos devem crescer simultaneamente, um de- 
mandando novas ideias do outro. O outro é que o educa- 
dor precisa ponderar sobre o que cada uma dessas faci- 
lidades tecnológicas tem a oferecer e como pode ser 
explorada em diferentes situações educacionais. Ora a 
televisão pode ser mais apropriada, ora o computador 
pode ser mais interessante, dependendo dos objetivos 
que se deseja atingir ou do que esteja sendo explorado. 
Mesmo o uso do computador permite uma grande varia- 
ção nas atividades que professores e alunos podem rea- 
lizar. No entanto, ressalta que: 


[...] essa ampla gama de atividades pode ou não estar 
contribuindo para o processo de construção de conhecimen- 
to. O aluno pode estar fazendo coisas fantásticas, porém o 
conhecimento usado nessas atividades pode ser o mesmo que 
o exigido em uma outra atividade menos espetacular. O pro- 
duto pode ser sofisticado, mas não ser efetivo na construção 
de novos conhecimentos. (VALENTE, [s.d.], p. 23.) 


Esse mesmo autor destaca que situações vividas com o 
emprego de recursos digitais contribuem para que o coti- 
diano escolar não seja visto como espaço de rotina e de 
repetição, mas como espaço da reflexão, da crítica e da au- 
toexpressão, promovendo assim um novo sentido para a 
aprendizagem escolar. 

Considerando como um dos objetivos finais do ensino 
o de preparar estudantes para que se tornem futuros 
profissionais competentes e aprendizes autônomos, existe 
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um argumento bastante convincente a favor do uso de 
tecnologias. Cada vez mais, cientistas e outros profissio- 
nais estão implantando sistemas colaborativos baseados 
em conexões via internet. Este meio de comunicação vem 
ganhando força e importância no mundo profissional. 
O trabalho cooperativo é fundamental para a conquista 
de solução de problemas complexos, por conseguinte, a 
aprendizagem colaborativa é um passo determinante no 
sentido de preparar o jovem estudante para a futura re- 
alidade profissional. 

O contraponto deste argumento se situa no fato aceito 
em educação que diz que, no ensino, diferentemente do que 
se poderia esperar em outras áreas, o “algo a mais” pode 
representar “algo a menos”. No caso dos recursos digitais, 
este “a mais” pode estar na forma de sobrecarga de infor- 
mação, o que atrapalharia o processo de conexões de que a 
aprendizagem carece para se estabelecer, se transformando, 
portanto, em “a menos”. 

A facilidade pela qual o aluno se desvia de seu obje- 
tivo e se distrai em relação às suas metas quando navega 
na internet ou manipula alguma ferramenta tecnológica 
pode ser um problema para alguns professores. A auto- 
disciplina é qualidade indispensável nessas ocasiões e 
evita a perda de foco, contudo, não há como assegurar 
que o aluno já tenha se apropriado desta qualidade. Sen- 
do assim, o uso dos recursos digitais em ensino deve ser 
mediado por um profissional da educação que exercerá 
o papel de orientar, chamar atenção, discutir, enfim, dire- 
cionar o rumo da aprendizagem obtida por intermédio 
desses recursos. 

A exploração proveitosa de recursos tecnológicos conec- 
tados à rede exige a mobilização de habilidades relacionadas 
à pesquisa que, talvez, o estudante ainda não seja capaz de 
demonstrar. Isso porque as informações disponíveis deverão 
ser analisadas pelo sujeito que a acessa: se são confiáveis 
ou não, relevantes ou irrelevantes, claras ou obscuras, sufi- 
cientes ou não suficientes, etc. Para uma análise como essa, 
ele deverá lançar mão de habilidades como identificar, se- 
lecionar, comparar, relacionar, enfim, tomar ações e decisões 
que o capacitem a navegar no “mar” de possibilidades re- 
presentado pela internet. 

Importa destacar que a utilização de recursos digitais 
na educação não prescinde da necessidade de colocar o 
aluno como o sujeito de seu processo de aprendizagem, 
isto é, em procedimentos de investigação de modo que 
de fato ocorram atos criadores de conhecimento. E o pro- 
fessor de sala é quem pode observar no aluno indicativos 
que vão além das possibilidades virtuais de interação. 
Ele fica atento aos sinais de motivação ou indiferença, 
de entendimento ou dúvida, de simpatia ou antipatia 
para, a partir daí, criar vínculos intelectuais por meio dos 
quais a relação dialógica, essencial à aprendizagem, se 
estabelecerá. 


Assim tratado, o uso de recursos digitais passa a ser 
parte integrante do trabalho de investigação, pois muitos 
dos problemas podem ser abordados com o apoio de sof- 
twares e objetos educacionais digitais especialmente ela- 
borados para isso. A seguir indicamos alguns softwares que 
estão sendo alvo de pesquisas bem-sucedidas em Educação 
Matemática com respectivos sites em que há exemplos de 
utilização em sala de aula. 

e Cabri Geometre II 
Este é um software educacional desenvolvido na Uni- 
versidade Joseph Fourier de Grenoble (França) por Jean- 
-Marie Laborde e Franck Bellemain. Trata-se de um 
programa que facilita o estudo da Geometria plana, da 
Geometria analítica e da Geometria espacial. Por se 
tratar de um software interativo de interface amigável, 
permite, com pouco esforço, a construção precisa de 
modelos que exigiriam grande perícia se desenhados 
na lousa ou em papel. Além da precisão e da beleza, 
as construções realizadas no Cabri, embora visuais, 
obedecem às relações matemáticas que as disciplinam, 
possibilitando a transformação do visual da página, 
apresentando um dinamismo que muitas vezes con- 
vence mais do que qualquer demonstração de resulta- 
dos. As normas que gerenciam o Cabri são fáceis e suas 
ferramentas básicas estão à disposição do usuário na 
tela de trabalho: basta escolher a ferramenta clicando 
sobre o ícone desejado. 
Exemplos de utilização desse software podem ser encontra- 
dos em: <www.cabri.com.br/atividades/atividades.htm> 
e <www.ime.unicamp.br/erpm2005/anais/cl5.pdf>. Aces- 
sos em: 8 jan. 2013. 

e Geogebra 
Criado por Markus Hohenwarter, é um software de Ma- 
temática dinâmica gratuito e desenvolvido para o en- 
sino-aprendizagem da Matemática nos vários níveis de 
ensino. Ele reúne recursos de Geometria, Álgebra, ta- 
belas, gráficos, Probabilidade, Estatística e cálculos 
simbólicos em um único ambiente. Assim, ele permite 
apresentar, ao mesmo tempo, representações diferen- 
tes de um mesmo objeto que interagem entre si. Dis- 
ponível em português, o GeoGebra é multiplataforma 
e, portanto, pode ser instalado em computadores com 
Windows, Linux ou Mac OS. No livro do aluno apresen- 
tamos algumas atividades com esse software. 
Os sites <www.pucsp.br/geogebrasp/>, do Instituto Geo- 
Gebra de São Paulo, e <«www.geogebra.im-uff.mat.br/bib. 
html>, do Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro, fornecem 
os links para downloads tanto do software como dos tuto- 
riais de uso, além de exemplos de aplicações para sala de 
aula. Acessos em: 8 jan. 2013. 
Outros exemplos de uso podem ser encontrados em: 
<http://ptwikibooks.org/wiki/Aplicações do GeoGe- 
bra ao ensino de Matemática/Atividades>. Acesso em: 
8 jan. 2013. 


Outros softwares, não tão estudados por pesquisadores, 
mas de que você poderá fazer download ou sugerir aos 
alunos que o façam para realizarem alguma investigação 
sobre gráficos (3D Grapher) ou cálculo de áreas de figuras 
planas e áreas e volumes de sólidos (Cavo), são encontrados 
no site <«www.cienciamao.usp.br>. Acesso em: 8 jan. 2013. 
Nesse site você poderá encontrar também atividades en- 
volvendo temas interdisciplinares à Física e à Química. 


Linguagem digital 

A linguagem digital voltada ao ensino utiliza três ter- 
mos correntes, apesar de não haver muito rigor a respei- 
to de seus significados, convém fazer a distinção entre 
eles: conteúdo digital, ferramenta digital e tecnologia 
digital. Conteúdo digital é o correspondente ao conteúdo 
escolar, mas que pode ser disponibilizado na rede, como 
textos, hipertextos, figuras, gráficos, entre outros. Ferra- 
menta digital é o meio pelo qual o conteúdo digital é 
disponibilizado na rede, como, filmes, áudios, jogos, ani- 
mações, simuladores, hipertextos, sites, redes sociais, fó- 
runs, blogs, entre outros. Tecnologia digital é o instrumento 
que permite a conexão dessas ferramentas e o respectivo 
acesso ao conteúdo digital, como computadores, tablets, 
telefones, lousas digitais, entre outras. 

A utilização de todos estes recursos digitais no ensino é 
cada vez mais frequente e facilita a comunicação entre os 
agentes do processo didático, além de ampliar as possibili- 
dades pedagógicas podem permitir ou não a interação com 
o usuário. 

Animação, por exemplo, é uma representação dinâmica 
de um processo qualquer, como um fenômeno natural ou 
outro evento, mas que não admite a interação com o usuá- 
rio, ela funciona como um filme feito em linguagem com- 
putacional.Já os simuladores admitem a interatividade com 
o usuário, que pode alterar parâmetros e então modificar a 
dinâmica em curso. 

Vídeo-aulas não interativas, dirigidas tanto a alunos 
do ensino básico quanto à formação docente, também 
ajudam a compor o conteúdo digital voltado ao ensino que 
pode ser encontrado na rede. Grandes universidades, na- 
cionais e internacionais, disponibilizam gratuitamente, ou 
não, cursos inteiros pela internet. Alguns deles são oficiais 
e atribuem titulação de graduação para o aluno, os conhe- 
cidos cursos de EAD (Ensino à Distância). Universidades 
públicas e outras instituições públicas e privadas ainda se 
valem dos ambientes virtuais de aprendizagem (AVA) para 
divulgar calendários, disponibilizar recursos didáticos di- 
gitais, além de organizar debates e discussões via fóruns 
síncronos ou assíncronos para seus alunos. Além disso, 
professores e alunos contam com um grande acervo de 
demonstrações experimentais gravadas em vídeo e dispo- 
nibilizadas de forma gratuita pelos canais da rede, além 
de enciclopédias virtuais, dicionários on-line, entre tantos 
outros recursos. 
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As vantagens e prejuízos dos recursos digitais são causa- 
dos pelo uso que se faz deles, ou seja, devemos evitar a noção 
ilusória de que a simples presença do recurso digital garante 
melhores resultados de aprendizagem. Em contrapartida, o 
seu uso planejado e apropriado tem se mostrado eficiente 
em melhorar o ensino em vários cenários educacionais. 


O uso da calculadora 


A presença de telefones celulares na sala de aula, princi- 
palmente no Ensino Médio, tem se tornado um problema para 
as escolas, mesmo considerando sua proibição por leis estadu- 
ais. No entanto, em vez de lutarmos contra eles podemos bus- 
car desenvolver propostas em que eles sejam usados pelos 
alunos em suas atividades investigativas. É preciso considerar 
que os celulares estão cada vez mais equipados, contando com 
recursos como câmeras, que fotografam e filmam com boa 
qualidade de som e imagem; gravadores de áudio; calendários; 
comunicadores instantâneos; calculadoras e tantas outras 
ferramentas que precisam ser aproveitadas na escola. 

Não existem ainda modelos de sua utilização, mas ati- 
vidades geralmente propostas com calculadoras podem ser 
realizadas pelas presentes nos celulares. Exemplos de utili- 
zação de calculadoras no Ensino Médio: 

* Quando os cálculos numéricos são apenas auxiliares. 

A calculadora é recomendada quando os cálculos numé- 
ricos são apenas auxiliares na questão a ser resolvida, li- 
berando mais tempo para o aluno pensar, criar, investigar, 
conjecturar, relacionar ideias, descobrir regularidades, etc. 
O tempo gasto desnecessariamente com cálculos longos 
e enfadonhos pode ser usado na busca de novas estraté- 
gias para a resolução de problemas, na busca de soluções 
de um desafio, de um jogo, etc. 

e Para melhorar a estimativa dos alunos por meio de jogos. 
A calculadora é recomendada também para aguçar a capa- 
cidade de estimativa do aluno. Há várias possibilidades de 
jogos do tipo “estime e confira”. Por exemplo, de um conjun- 
to de 15 a 20 números de três algarismos, um aluno escolhe 
três deles e estima sua soma. Outro aluno escolhe mais três 
e também estima sua soma. Em seguida, conferem seus cál- 
culos com a calculadora. Quem se aproximar mais do resulta- 
do correto marca um ponto.Vence quem fizer 5 pontos primei- 
ro. Algo semelhante pode ser feito com as demais operações, 
usando números naturais inteiros, racionais e irracionais. 

e Para investigar propriedades matemáticas. 

Analisando padrões ou regularidades que ocorrem em 
situações ou em tabelas com muitos dados, o aluno pode 
levantar hipóteses, fazer conjecturas, testá-las e descobrir 
propriedades. Por exemplo, ao preencher tabelas usando 
calculadora, os alunos podem descobrir propriedades da 
multiplicação e da divisão, que, depois, o professor poderá 
provar para eles, generalizando. 


Assim: 
Fator 15 15 15 
Fator 12 24 48 
Produto ? ? ? 
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Dividendo 13 26 52 
Divisor 5 10 20 
Quociente ? ? ? 


“Quando se dobra um fator, o produto também dobra.” 
“Quando se dobram o dividendo e o divisor, o quociente 
permanece o mesmo.” 

Outro exemplo é quando os alunos trabalham com ope- 
rações de radicais usando calculadora: 


a | o | vave | Job |% | fe 
Vb b 
5 3 ? ? ? ? 
7 |0 ? ? > ? 
3 |a ? ? ? ? 
a | b | Xa +Ẹxb | Va+b |Jla-vb | Ja-b 
5 3 ? ? ? ? 
7110 ? ? ? ? 
3 1 ? ? ? ? 


Eles poderão conjecturar que, por exemplo, 


va -~b =NVa-b e Ja +vb £a-b. Depois, 
o professor poderá demonstrar que essas conjecturas 
estão corretas. 
e Para trabalhar com problemas da realidade. 
Ao trabalhar com problemas que apresentam dados 
reais, em geral os números são muito “grandes” ou 
“pequenos” e, às vezes, são muitos itens e muitas ope- 
rações a realizar com eles. Isso faz com que a calculadora 
se torne um instrumento fundamental para aliviar o 
aluno do trabalho manual, mecânico, e permitir que ele 
se concentre mais no essencial, que são o raciocínio, as 
estratégias e as descobertas. Por exemplo, o índice de 
massa corpórea (IMC) de uma pessoa é dado pela fór- 
mula IMC = BUN em que m é a massa (em quilogramas) 
h 
e h é a altura (em metros). Outro exemplo: Gastam-se 
11,2 cm de arame de aço galvanizado para fabricar um 
clipe de papel. Com 100 m desse arame, quantos clipes 
serão fabricados aproximadamente? 

Mais alguns exemplos poderão ser encontrados em: 
<http://www.univates.br/ppgece/docs/PT leda.pdf> e 
<http://educacao.uol.com.br/planos-de-aula/medio/ 
matematica-atividades-com-calculadoras.htm>. Acessos em: 
8 jan. 2013. 

Outras ideias de emprego dos celulares podem ser consi- 
deradas, por exemplo, o uso de fotografia para explorar aspec- 
tos geométricos de vistas possíveis de sólidos (é possível foto- 
grafar um cubo de modo que a vista seja um hexágono?), no 
uso de torpedos para a troca de informações entre grupos de 
trabalho para compartilhamento de pesquisas pela internet 
ou no acesso a vídeos disponíveis na internet. 


É» O novo Enem 


As exigências presentes no Exame Nacional do Ensino 
Médio (Enem) se constituem em uma das demandas de 
nossa sociedade para a continuidade dos estudos. 

O Enem foi criado em 1998 com o objetivo de avaliar o 
desempenho do estudante ao fim da escolaridade básica, cuja 
ideia central considera os princípios da LDB (Lei n.9 394/96), 
que preconiza, dentre as funções do Ensino Médio, o domínio 
dos princípios científicos, tecnológicos que orientam a produ- 
ção moderna, bem como a compreensão do conhecimento das 
formas contemporâneas de uso e aplicação das linguagens, da 
utilização dos códigos e o domínio e a aquisição da organização 
da reflexão filosófica e sociológica para a vida em sociedade. 

O pressuposto desse modelo de avaliação representa 
uma tentativa de análise da qualidade da oferta de Ensino 
Médio, considerando as expectativas presentes na LDB. Des- 
se modo, a princípio, podiam participar do exame os alunos 
que estavam cursando ou que tinham concluído o Ensino 
Médio em anos anteriores, independentemente da idade 
ou do ano de término do curso. Já nos primeiros anos de 
aplicação, diversas instituições de Ensino Superior começa- 
ram a utilizar o Enem como uma alavanca para a pontuação 
obtida por aqueles que prestavam vestibular. 

Em 2009, o Ministério da Educação alterou de forma 
significativa a proposta do exame: ele passou a ser um ins- 
trumento de política pública para conduzir e alinhar o cur- 
rículo de Ensino Médio em todo o país. 

O Ministério da Educação considera que os vestibulares 
de ingresso para a maioria das instituições de Ensino 
Superior, apesar de bem-sucedidos na seleção dos melhores 
para ingressar em seus quadros discentes, acabam por criar 
disparidades no sistema de Ensino Médio nacional e na 
sociedade. As exigências feitas por esses concursos de mé- 
rito exercem uma influência indesejada sobre os currículos 
das instituições de Ensino Médio, que acabam por submeter- 
-se a esses requisitos, sem oferecer sentido ao que se ensina. 

Outro fator negativo apontado pelo Ministério foi a 
falta de mobilidade de estudantes que resulta da descen- 
tralização dos vestibulares das diversas instituições pú- 
blicas de Ensino Superior. A mudança realizada no Enem 
visa corrigir algumas dessas deficiências, oferecendo um 
vestibular unificado criado pelo governo federal e obede- 
cendo a suas diretrizes e parâmetros curriculares. 

O novo Enem tem como fim avaliar o aspecto cognitivo, 
mas enfatizando a capacidade de autonomia intelectual e 
o pensamento crítico dos alunos. 

As instituições de Ensino Superior podem usar esse novo 
exame de diferentes modos, seja considerando-o uma fase 
única de avaliação, como uma primeira fase do processo de 
ingresso, utilizando sua nota em conjunto com um exame 
da própria instituição, seja como critério de seleção para 
vagas remanescentes. 

Com a adoção do Sistema de Seleção Unificado (Sisu), o 
exame passa a proporcionar aos alunos a possibilidade de es- 
colha da instituição em que desejam estudar, sem terem de 
prestar vestibular em vários lugares, favorecendo assim a mo- 
bilidade estudantil e o intercâmbio entre jovens de todo o país. 


Por fim, o Enem se propõe a melhorar a qualidade do En- 
sino Médio, uma vez que avalia o desenvolvimento de certas 
competências e habilidades dos alunos, não isoladamente, 
mas de forma conjunta. Assim, o conteúdo ministrado no En- 
sino Médio passa a ser determinado pelos professores, coor- 
denadores e diretores e não exclusivamente ditado pelas 
universidades. Desse modo, é importante que os docentes 
compreendam e discutam a proposta integralmente, pois a 
execução desses pressupostos em sala de aula poderá contri- 
buir para uma reorientação nas concepções e nas práticas, já 
que não se trata de mera revisão de conteúdos a ensinar, mas 
de redimensionar o papel da escola e seus atores. 

Características do novo Enem: 

e 180 questões divididas em 4 áreas de conhecimento e 
uma redação; 

e a prova é realizada em 2 dias; 

e além da contextualização e interdisciplinaridade, é exigi- 

do praticamente todo o conteúdo do Ensino Médio; 

e serve também como forma de ingresso em diversas ins- 

tituições de Ensino Superior. 

As questões do novo Enem são elaboradas com base na 
Matriz de Referência divulgada pelo MEC. 

Nessa matriz estão descritas as competências e habili- 
dades que se esperam do aluno do Ensino Médio e que estão 
fundamentadas em cinco eixos cognitivos: 
|. Domínio das linguagens (DL): dominar a norma culta 

da Língua Portuguesa e fazer uso das linguagens ma- 
temática, artística e científica e das línguas espanhola 
e inglesa. 

Il. Compreensão dos fenômenos (CF): construir e aplicar 
conceitos das várias áreas do conhecimento para a com- 
preensão de fenômenos naturais, de processos histórico- 
-geográficos, da produção tecnológica e das manifesta- 
ções artísticas. 

. Enfrentamento das situações-problema (SP): selecio- 
nar, organizar, relacionar, interpretar dados e informa- 
ções representados de diferentes formas para tomar 
decisões e enfrentar situações-problema. 

IV. Construção da argumentação (CA): relacionar informa- 
ções, representadas em diferentes formas, e conheci- 
mentos disponíveis em situações concretas, para cons- 
truir argumentação consistente. 

V. Elaboração de propostas (EP): recorrer aos conhecimen- 
tos desenvolvidos na escola para elaboração de propos- 
tas de intervenção solidária na realidade, respeitando 
os valores humanos e considerando a diversidade 
sociocultural. 

A prova do novo Enem abrange uma redação e 180 ques- 
tões objetivas, sendo 45 questões para cada uma das áreas 
de conhecimento em que está dividido o exame: 

e Linguagens, Códigos e suas Tecnologias (Língua Portuguesa, 
Literatura e Língua Estrangeira). 

e Matemática e suas Tecnologias (Álgebra e Geometria). 

e Ciências da Natureza e suas Tecnologias (Física, Química 

e Biologia). 

e Ciências Humanas e suas Tecnologias (Geografia, História, 

Filosofia e Sociologia). 
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As competências e as habilidades (indicadas por H) da 
Matriz de Referência para a prova de Matemática e suas 
Tecnologias são: 


e Competência de área 1 — Construir significados para os 
números naturais, inteiros, racionais e reais. 
H1- Reconhecer, no contexto social, diferentes significa- 
dos e representações dos números e operações — naturais, 
inteiros, racionais ou reais. 
H2 — Identificar padrões numéricos ou princípios de 
contagem. 
H3 -Resolver situação-problema envolvendo conhecimen- 
tos numéricos. 
H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico 
na construção de argumentos sobre afirmações quan- 
titativas. 
H5 — Avaliar propostas de intervenção na realidade utili- 
zando conhecimentos numéricos. 


e Competência de área 2 — Utilizar o conhecimento geo- 
métrico para realizar a leitura e a representação da rea- 
lidade e agir sobre ela. 

H6 — Interpretar a localização e a movimentação de pes- 
soas/objetos no espaço tridimensionale sua representação 
no espaço bidimensional. 

H7 — Identificar características de figuras planas ou 
espaciais. 

H8 — Resolver situação-problema que envolva conheci- 
mentos geométricos de espaço e forma. 

H9 — Utilizar conhecimentos geométricos de espaço e 
forma na seleção de argumentos propostos como solução 
de problemas do cotidiano. 


e Competência de área 3 — Construir noções de grandezas 
e medidas para a compreensão da realidade e a solução 
de problemas do cotidiano. 

H10 - Identificar relações entre grandezas e unidades de 
medida. 

H11- Utilizar a noção de escalas na leitura de representa- 
ção de situação do cotidiano. 

H12 - Resolver situação-problema que envolva medidas 
de grandezas. 

H13 — Avaliar o resultado de uma medição na construção 
de um argumento consistente. 

H14 — Avaliar proposta de intervenção na realidade uti- 
lizando conhecimentos geométricos relacionados a 
grandezas e medidas. 


e Competência de área 4 — Construir noções de variação de 
grandezas para a compreensão da realidade e a solução 
de problemas do cotidiano. 

H15 — Identificar a relação de dependência entre grande- 
zas. 

H16 - Resolver situação-problema envolvendo a variação 
de grandezas, direta ou inversamente proporcionais. 
H17- Analisar informações envolvendo a variação de gran- 
dezas como recurso para a construção de argumentação. 
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H18 — Avaliar propostas de intervenção na realidade en- 
volvendo variação de grandezas. 

e Competência de área 5 — Modelar e resolver problemas 
que envolvem variáveis socioeconômicas ou técnico- 
-científicas, usando representações algébricas. 

H19 - Identificar representações algébricas que expressem 
a relação entre grandezas. 

H20 -Interpretar gráfico cartesiano que represente rela- 
ções entre grandezas. 

H21 - Resolver situação-problema cuja modelagem en- 
volva conhecimentos algébricos. 

H22 — Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos 
como recurso para a construção de argumentação. 

H23 — Avaliar propostas de intervenção na realidade uti- 
lizando conhecimentos algébricos. 

e Competência de área 6 — Interpretar informações de na- 
tureza científica e social obtidas da leitura de gráficos e 
tabelas, realizando previsão de tendência, extrapolação, 
interpolação e interpretação. 

H24 — Utilizar informações expressas em gráficos ou ta- 
belas para fazer inferências. 

H25 — Resolver problema com dados apresentados em 
tabelas ou gráficos. 

H26 — Analisar informações expressas em gráficos ou ta- 
belas como recurso para a construção de argumentos. 

e Competência de área 7- Compreender caráter aleatório 
e não determinístico dos fenômenos naturais e sociais e 
utilizar instrumentos adequados para medidas, determi- 
nação de amostras e cálculos de probabilidade para in- 
terpretar informações de variáveis apresentadas em uma 
distribuição estatística. 

H27 — Calcular medidas de tendência central ou de dis- 
persão de um conjunto de dados expressos em uma ta- 
bela de frequências de dados agrupados (não em classes) 
ou em gráficos. 
H28 - Resolver situação-problema que envolva conheci- 
mentos de Estatística e Probabilidade. 
H29 — Utilizar conhecimentos de Estatística e Probabili- 
dade como recurso para a construção de argumentação. 
H30 — Avaliar propostas de intervenção na realidade uti- 
lizando conhecimentos de Estatística e Probabilidade. 
Além disso, cada área possui objetos de conhecimento 
que fazem parte do currículo do Ensino Médio atual e que 
o aluno precisa dominar. 


Esta coleção e o Enem 


Na seção 11. Observações e sugestões para as unidades 
e os capítulos deste Manual, em que comentamos cada 
capítulo, apresentamos uma tabela que relaciona os obje- 
tos de conhecimento associados às Matrizes de Referência 
para Matemática e suas Tecnologias aos conteúdos abor- 
dados no capítulo. 

É importante ressaltar que não são todos os assuntos da 
nossa coleção que estão relacionados com a Matriz do Enem. 


É: Avaliação em Matemática 


A avaliação é um instrumento fundamental para for- 
necer informações sobre como está se realizando o pro- 
cesso de ensino-aprendizagem como um todo — tanto para 
o professor e a equipe escolar conhecerem e analisarem 
os resultados de seu trabalho, como para o aluno verificar 
seu desempenho. Ela não deve simplesmente focalizar o 
aluno, seu desempenho cognitivo e o acúmulo de conteú- 
dos para classificá-lo em “aprovado” ou “reprovado”. 

Uma função crucial da avaliação é a de desencadear 
ações que promovam tanto a evolução do aluno como a 
do professor para que ambos possam superar os desafios 
pedagógicos que enfrentam. 

Nessa visão, a avaliação é concebida como um pro- 
cesso que implica uma reflexão crítica sobre a prática, no 
sentido de captar seus avanços, suas resistências, suas 
dificuldades e possibilitar a tomada de decisão sobre o 
que fazer para superar os obstáculos. 

Esse movimento traz consigo a necessidade de o pro- 
fessor dominar o que ensina para reconhecer qual a rele- 
vância social e cognitiva do ensinado e, então, definir o que 
vai se tornar material a ser avaliado. 

A mudança das práticas de avaliação é então acompa- 
nhada por uma transformação do ensino, uma vez que essa 
tomada de posição em relação ao que é realmente impor- 
tante é que vai orientar a organização do tempo didático 
em sala de aula e definir o que deve ser avaliado e as formas 
a serem adotadas para avaliar. 

Na busca de exercer a educação de modo justo e eficien- 
te é preciso garantir a coerência entre as metas planejadas, 
o que se ensina e o que se avalia. 

Assim, a definição clara sobre o que ensinar permitirá, 
em cada etapa ou nível de ensino, delimitar as expectativas 
de aprendizagem, das quais dependem tanto os critérios de 
avaliação quanto o nível de exigência. 

A clareza sobre o que ensinar e o que avaliar deve estar 
explicitada em objetivos observáveis que “traduzem” os 
conteúdos formulados, geralmente de modo muito amplo, 
nos documentos curriculares ou planos de curso. Tendo isso 
em mente, a avaliação deve ser considerada em seus três 
aspectos: diagnóstico, formativo ou processual e acredita- 
tivo ou certificativo. 

e Em seu aspecto diagnóstico, a avaliação permite detectar 
os conhecimentos, formais ou informais, que os alunos 
já possuem, contribuindo para a estruturação do proces- 
so de ensino-aprendizagem, pois esses conhecimentos 
são tomados como base. 

Com a avaliação diagnóstica inicial o professor pode obter 
evidências sobre as formas de aprender dos alunos, seus 
conhecimentos e experiências prévios, seus erros e con- 
cepções. A interpretação dessas evidências deve ser feita, 


se possível, em conjunto com o aluno, buscando perceber 
seu ponto de vista, o significado de suas respostas, as pos- 
sibilidades de estabelecimento de relações e os níveis de 
compreensão que possui dos objetos a serem estudados. 
Os instrumentos utilizados nesse tipo de avaliação, con- 
jugados entre si ou não, podem ser: perguntas orais, rea- 
lização de um microprojeto ou tarefa. 

e Em seu aspecto formativo, a avaliação permite acompa- 
nhar a evolução dos alunos em seu processo de aprendi- 
zagem, por isso também é chamada avaliação processual. 
Os resultados sobre essa evolução implicam, para os 
professores, em tarefa de ajuste entre o processo de en- 
sino e o de aprendizagem, a fim de se adequar à evolução 
dos alunos e estabelecer novos esquemas de atuação. 

e Para diagnosticar os avanços, assim como as lacunas na 
aprendizagem, pode-se tomar para análise tanto as pro- 
duções escritas e orais diárias dos estudantes quanto 
alguns instrumentos específicos, como tarefas, fichas, etc., 
que forneçam dados mais controlados e sistemáticos so- 
bre o domínio dos saberes a que se referem os objetivos 
e as metas de ensino. A análise dos trabalhos pode ser 
feita levando-se em conta a exigência cognitiva das tare- 
fas propostas, a detenção de erros conceituais observados 
e as relações não previstas. Dessa forma, são levantados 
subsídios para o professor e para o aluno que podem aju- 
dar no progresso do processo de apreensão dos conheci- 
mentos, desenvolvimento e aprimoramento de destrezas, 
construção de valores e qualidades pessoais. 

e Oaspecto acreditativo ou certificativo da avaliação é o de 
obter dados que permitam determinar se os estudantes 
desenvolveram as capacidades esperadas ao final de um 
processo. Esses dados devem possibilitar que se conclua, 
em conjunto com os resultados das avaliações processuais, 
as condições de desempenho do aluno segundo as normas 
especificadas, tanto internamente à escola como as reque- 
ridas em avaliações externas. 

Aelaboração de escalas indicando as capacidades espe- 
radas de desenvolvimento no processo de aprendizagem, 
graduadas em diferentes níveis, de acordo com aspectos 
observáveis nas produções orais e escritas dos alunos, são 
instrumentos essenciais tanto para o aspecto formativo 
como para o certificativo da avaliação. 

Os alunos devem ter conhecimento da escala utilizada 
pelo professor, por uma questão de transparência na ava- 
liação, e também para apoiar-se nela ao fazerem sua autoa- 
valiação. 

Atabela da página seguinte é um exemplo de escala! que 
pode ser empregada para avaliação em Matemática. 


1 Adaptada de: PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA (2006), p. 121-123. 
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Nível 


Conhecimento matemático 


Mostra compreender os con- 
ceitos e princípios matemáti- 
cos envolvidos no problema. 


Executa completa e adequa- 


Estratégias, processos e modos de pensar 


Usa informação exterior relevante de 
natureza formal ou informal. 


Identifica todos os elementos importan- 
tes do problema e mostra compreensão 


Comunicação matemática 
Usa terminologia e notação apropriadas. 


Apresenta resposta completa e não 
ambígua. 


: A Inclui diagramas ou representações apro- 
= damente os algoritmos. da relação entre eles. ; 8 P à P 
priados, exemplos ou contraexemplos. 
Indica estratégia apropriada e sistemáti- A t + t 
3 resenta como suporte argumentos 
ca para a resolução do problema e mostra Re e aaa 8 
adequadamente o processo de solução. P i 
Mostra compreender, quase | Usa informação exterior relevante de Usa terminologia e notação parcialmen- 
completamente, os concei- natureza formal ou informal. te corretas. 
tos e princípios matemáticos aa J . 
da Identifica todos os elementos importan- | Apresenta resposta completa com expli- 
envolvidos no problema. = E ; 
tes do problema e mostra compreensão | cação razoável. 
3 Executa completamente os | da relação entre eles. ra z 
; Inclui diagramas ou representações, 
algoritmos. E ? 
O processo de solução é completo ou exemplos ou contraexemplos de modo 
Os cálculos em geral estão quase completo. ainda incompleto. 
correios comendo eventual; Apresenta como suporte argumentos 
mente pequenos erros. pr p BuUMEN 
logicamente corretos, mas insuficientes. 
Mostra compreender alguns | Identifica alguns elementos importantes | Mostra progresso significativo na dire- 
dos conceitos e princípios do problema e mostra compreensão limi- | ção de completar o problema, mas a 
matemáticos envolvidos no | tada da relação entre eles. explicação é ambígua. 
roblema. Ra Er y 
3 P Mostra alguma evidência do processo de | Inclui diagramas ou representações 
A resposta tem erros de solução, mas ele está incompleto ou pouco claras e imprecisas. 
cálculo. pouco sistematizado. 
Apresenta como suporte argumentos 
incompletos ou baseados em premissas 
pouco importantes. 
Mostra compreensão muito | Usa informação exterior irrelevante. Falha no uso dos termos matemáticos. 
limitada dos conceitos e : PRET PER 
princípios matemáticos Falha na identificação, quase por completo, | Apresenta alguns elementos satisfató- 
: de aspectos importantes ou coloca muita | rios, mas omite partes significativas do 
envolvidos no problema. R : 
ênfase em elementos pouco importantes. | problema. 
A resposta tem graves erros A sita Ed E 
1 dé E 8 Reflete uma estratégia inadequada para | Inclui diagramas ou representações de 
i resolver o problema. forma incorreta. 
O processo de solução não existe, é de Não apresenta argumentos logicamente 
difícil identificação ou não está sistema- | corretos. 
tizado. 
Mostra não compreender Tenta usar informação exterior irrelevante. | Comunica de forma ineficaz. 
os conceitos e princípios aeei a f E 
Ri P P Falha na identificação de quais elemen- | Integra desenhos que não representam 
matematicosenvolvidosTo tos do problema são apropriados paraa | a situação 
0 problema. p prop P ap 


Indicadores para a avaliação 


resolução. 


Copia partes do problema, sem procurar 
a solução. 


do aluno 


As palavras que emprega não refletem o 
problema. 


Avaliando a capacidade matemática 


em Matemática 


Como já dissemos, esta coleção contemplou algumas 
das atuais tendências em Educação Matemática. Elas dizem 
respeito ao desenvolvimento de um ensino que aumente a 
capacidade matemática do aluno por intermédio da reso- 
lução de problemas, valorizando a comunicação matemáti- 
ca, a construção e a compreensão de conceitos e procedi- 
mentos. Passamos, então, a exemplificar como avaliar tais 
capacidades. 


É preciso avaliar a capacidade matemática do aluno, ou 
seja, a sua capacidade de usar a informação para raciocinar, 
pensar criativamente e para formular problemas, resolvê-los 
e refletir criticamente sobre eles. 

A avaliação deve analisar até que ponto os alunos integra- 
ram e deram sentido à informação, se conseguem aplicá-la em 
situações que requeiram raciocínio e pensamento criativo e se 
são capazes de utilizar a Matemática para comunicar ideias. 
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Além disso, a avaliação deve analisar a predisposição dos 
alunos em face dessa ciência, em particular a sua confiança 
em fazer Matemática e o modo como a valorizam. 

Por exemplo, em uma situação-problema aberta como 
esta:“Elabore a maquete da escola com base na sua planta”, 
os alunos podem revelar a sua capacidade matemática. 


Avaliando a resolução de problemas 


Como a resolução de problemas deve constituir o eixo 
fundamental da Matemática escolar,o mesmo deve ocorrer 
com a avaliação. A capacidade dos alunos para resolver pro- 
blemas desenvolve-se ao longo do tempo, como resultado 
de um ensino prolongado, de várias oportunidades para a 
resolução de muitos tipos de problemas e do confronto com 
situações do mundo real. 

Ao avaliar essa capacidade dos alunos, é importante 
verificar se eles são capazes de resolver problemas não 
padronizados, de formular problemas a partir de certos 
dados, de empregar várias estratégias de resolução e de 
fazer a verificação dos resultados, bem como a generaliza- 
ção deles. Identificar lacunas é muito importante na ela- 
boração de problemas. Por exemplo, em um problema do 
tipo: “Você vai comprar 10 itens no supermercado. Na fila 
do caixa rápido (para 10 itens ou menos) estão 6 pessoas. 
O caixa 1 tem uma pessoa na fila e o caixa 3 tem 2. 

Os outros caixas estão fechados. Para qual dos caixas 
você se dirigirá?”, qual é a informação necessária para 
responder à pergunta? (É preciso saber o número de mer- 
cadorias que cada pessoa está comprando e a velocidade 
dos caixas.) Generalizar soluções de problemas é outro 
ponto fundamental. Por exemplo, peça aos alunos que 
determinem qual é o valor de 1 + 3 + 5 + 7 + 9 (é 25); 
depois, proponha que eles formulem uma expressão que 
forneça a soma dos n primeiros números ímpares. A so- 


lução seria: 

1 parcela: 1 

2 parcelas:1 + 3 = 4 (2?) 

3 parcelas:1+ 3 + 5 = 9 (3?) 

4 parcelas:1 + 3 +5 +7 = 16 (4?) 

5 parcelas:1+ 3 +5 +7 + 9 = 25 (5?) 


n parcelas: n? 


Avaliando a comunicação do aluno 

Na sala de aula discutem-se ideias e conceitos matemá- 
ticos, partilham-se descobertas, confirmam-se hipóteses e 
adquire-se conhecimento matemático pela escrita, pela fala 
e pela leitura. O próprio ato de comunicar clareia e organiza 
o pensamento e leva os alunos a se envolver na construção 


da Matemática. Como a Matemática utiliza símbolos e, por- 
tanto, tem uma linguagem própria, específica, às vezes a 
comunicação fica dificultada. 

Ao avaliar a comunicação de ideias matemáticas pelos 
alunos, é preciso verificar se eles são capazes de expres- 
sar-se oralmente, por escrito, de forma visual ou por 
demonstrações com materiais pedagógicos; se compreen- 
dem e interpretam corretamente ideias matemáticas 
apresentadas de forma escrita, oral ou visual e se utilizam 
corretamente o vocabulário matemático e a linguagem 
matemática para representar ideias, descrever relações e 
construir modelos da realidade. Veja a seguir um proble- 
ma que envolve esses aspectos: 

“Suponha que você esteja ao telefone falando com 
um colega de turma e quer que ele desenhe algumas fi- 
guras. Escreva as instruções de modo que seu colega con- 
siga desenhar a figura e o gráfico exatamente como estão 
desenhados abaixo.” 


Avaliando o raciocínio do aluno 

Para avaliar a capacidade de raciocínio matemático 
do aluno, é preciso verificar se ele identifica padrões, for- 
mula hipóteses e faz conjecturas. Por exemplo, peça a ele 
que descubra como começaram e como continuam as 
sequências: 


O, 3, 8,15, 24, (35), (48), (63) > (n2 — 1;n =1, 2,3, ...) 


trava le) aa) [6a] 
"2" 4" 86/32/64 


É preciso verificar ainda se ele analisa situações para 
identificar propriedades comuns. Por exemplo, o que há 
de comum entre o losango e o quadrado? E no que eles 
diferem? 
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É 


quadrado 


losango 


E se ele utiliza o raciocínio espacial ou proporcional para 
resolver problemas. 

Por exemplo, peça ao aluno que desenhe um cubo 
planificado, ou que desenhe um cone montado a partir 
de um planificado. Para verificar o uso do raciocínio pro- 
porcional, pergunte: “Quantos alunos da escola usam 
óculos?”. Isso leva os alunos a desenvolver um processo 
que permita identificar os que usam óculos de uma amos- 
tra de alunos e a utilizar raciocínio proporcional para 
determinar o número de alunos que usam óculos em toda 
a escola. Para aferir o raciocínio dedutivo, peça aos alunos 
que justifiquem por que, se somarmos o mesmo número 
de pontos à porcentagem de acertos no teste de cada 
aluno, a média das classificações aumentará na mesma 
quantidade. 


Avaliando a compreensão 
de conceitos 


A essência do conhecimento matemático são os concei- 
tos. Os alunos só podem dar significado à Matemática se 
compreenderem os seus conceitos e significados. 

A avaliação do conhecimento de conceitos e da com- 
preensão deles pelos alunos deve indicar se são capazes 
de verbalizá-los e defini-los; identificá-los e produzir exem- 
plos e contraexemplos; utilizar modelos, diagramas e sím- 
bolos para representar conceitos; passar de uma forma de 
representação para outra; reconhecer vários significados 
e interpretações de um conceito; comparar conceitos e 
integrá-los. 

Para identificar exemplos e contraexemplos de concei- 
tos, apresente uma questão como esta: 

“Quais das seguintes expressões representam números 
racionais?” 


13434  —5,6 1121021112... 


—16 Z6 25% 
6 
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Para reconhecer condições que determinam um con- 
ceito, proponha ao aluno que faça uma classificação dos 
quadriláteros (4 lados). Ao separar os paralelogramos 
(2 pares de lados paralelos) dos trapézios (apenas 1 par 
de lados paralelos), o aluno demonstra que sabe identi- 
ficar essas formas geométricas pelas suas propriedades. 
Na continuação, pode separar os retângulos (4 ângulos 
retos) dos losangos (4 lados de mesma medida) e incluir 
os quadrados (4 ângulos retos e 4 lados de mesma me- 
dida) nos losangos, demonstrando compreensão dos 
conceitos de quadrado, losango, retângulo, paralelogramo 
e quadrilátero. 

Para passar de uma representação de um conceito para 
outra, peça, por exemplo, que o aluno escreva a equação 
da reta: 


Ay 


yx 


A integração de conceitos pode ser trabalhada com ati- 
vidades do tipo: “Una os pontos médios dos lados de um 
trapézio isósceles. Qual figura se obtém? Justifique sua 
resposta.”. 


Avaliando procedimentos 
matemáticos 


Procedimentos matemáticos são, por exemplo, os algo- 
ritmos ou as técnicas de cálculo, são as maneiras de traçar 
retas paralelas, perpendiculares, ângulos, etc. 

A avaliação do conhecimento de procedimentos dos 
alunos deve indicar se são capazes de executar uma ativi- 
dade matemática com confiança e eficiência; de justificar 
os passos de um procedimento, reconhecer se ele é adequa- 
do ou não a determinada situação e se funciona ou não; e, 
sobretudo, se são capazes de criar novos procedimentos 
corretos e simples. 

Para verificar se o aluno conhece as razões dos passos 
de um procedimento, peça, por exemplo, que ele justifique 
cada passagem da multiplicação (x + 3)(x + 2): 

(x + 3)(x + 2) = x(x + 2) + 3(x + 2) = x + 2x +3x+ 6 = 
=x% + (2 +3)xx+6=xX+5x+6 

Para verificar se o resultado de um procedimento está 
correto, proponha, por exemplo, que o aluno inverta a matriz 


A= F. e verifique se o resultado é realmente a inver- 


sa dela. 


É. Texto complementar: Leitura e 
Matemática no Ensino Médio 


Angela B. Kleiman (Ph.D. em Linguística pela University of Illinois, 
Estados Unidos, desenvolve pesquisas sobre leitura e ensino. É professora 
titular colaboradora do Instituto de Estudos da Linguagem da Unicamp). 


A leitura é uma atividade essencial para o estudo da dis- 
ciplina de Matemática. Ela é condição para a aprendizagem 
e aquisição de conceitos e, nesse sentido, faz parte do currí- 
culo de Matemática também e, em decorrência, o professor 
de Matemática é também um professor de leitura. De fato, o 
professor de Matemática é o leitor que atua como modelo na 
interpretação dos textos matemáticos. Se considerarmos a 
leitura como uma prática social, diferente de acordo com 
quem lê, o que, para quem e com que propósitos, a exatidão 
e a precisão na leitura de um problema por um matemático, 
sem as inferências e visualizações que outros textos na lin- 
guagem natural permitem, é mais bem interpretada por 
aquele que tem essa prática social, porque faz parte de sua 
identidade profissional, a de professor de Matemática? 

Há, no entanto, uma outra faceta da relação entre a lei- 
tura e a Matemática, que inverte a relação entre ambas: a 
Matemática é essencial para a leitura, para interpretar mui- 
tos dos textos com que deparamos na vida social. A Mate- 
mática está na vida de todos, no nosso dia a dia, e pode ser 
um instrumento essencial para fazer uma leitura crítica dos 
textos do cotidiano. Saber como realizar uma leitura que 
envolve dados matemáticos faz parte do conjunto de estra- 
tégias de um leitor e ensinar a fazer tal leitura pode ajudar 
na formação do leitor. 

O exemplo a seguir, retirado de um teste de Matemática, 
ilustra a importância desse saber matemático na vida coti- 
diana, como mostra a contextualização do problema. O item, 
que requer o cálculo de porcentagem com base na leitura 
de gráficos, começa da seguinte forma:“Nos últimos anos, 
o aumento da população, aliado ao crescente consumo de 
água, tem gerado inúmeras preocupações, incluindo o uso 
desta na produção de alimentos...” Na leitura do matemá- 
tico não interessam as inferências de cunho crítico que o 
aluno possa vir a fazer em relação ao controle populacional, 
ao uso das energias não renováveis, às omissões dos 
governos no esforço de preservação do planeta, enfim, qual- 
quer e toda inferência própria de um leitor crítico, inclusive 
do matemático, quando lê um texto da área social. Assim, 
na avaliação, interessa que o estudante leia como matemá- 
tico para resolver o problema: sem ambiguidades, sem pres- 
supostos nas entrelinhas, de forma precisa, rigorosa, a fim 
de pôr em funcionamento as capacidades de raciocínio 
lógico de um leitor que traduz o enunciado verbal em 


2 Segundo A. Kleiman e E. Moraes, Leitura e interdisciplinaridade. Campinas: 
Mercado de Letras, 1998. 


problemas bem definidos, na linguagem matemática, que 
têm apenas uma solução. 

Já em uma leitura crítica do cotidiano pode interessar 
que o leitor entenda o uso da porcentagem para apresentar 
um determinado problema, questionando, por exemplo, 
como o uso desse sistema de representação pode influenciar 
a percepção do leitor: em Matemática não há diferença en- 
tre dizer 50%, ou metade, ou um meio, ou 5 em cada 10, mas 
em um texto não matemático as opções que estabelecem 
o que será dito e o que deixará de ser dito (ou escrito) podem 
ser relevantes. Assim, por exemplo, quando lemos que o 
especulador Ponzi tomava dinheiro emprestado prometen- 
do um retorno de 50% em 45 dias, interpretamos que o uso 
de porcentagens (“retorno de 50%”, não “retorno da meta- 
de”) era crucial para criar a ilusão de enriquecimento rápido 
nos investidores no seu esquema. 

Se o jovem ou adolescente ainda tem dificuldades de 
leitura quando chega ao Ensino Médio, será mais difícil para 
ele aprender os conceitos matemáticos que lhe permitem 
mobilizar suas capacidades de raciocínio matemático. Re- 
solver uma equação é uma habilidade muito importante 
em Matemática, mas é com base no raciocínio matemático 
que acompanha a leitura do problema que o aluno pode 
decidir como montar a equação, que dados ignorar, quais 
os dados desconhecidos, etc. Resolver problemas é a essên- 
cia da Matemática. Para montar uma equação o estudante 
precisa do raciocínio matemático e, para raciocinar, ele antes 
precisa ler e interpretar enunciados. 

Tanto a linguagem matemática como a língua natural são 
essenciais: habilidade sem compreensão não vai longe, e o 
mesmo acontece com compreensão sem a habilidade mate- 
mática. Há estudos que confirmam, com base na observação 
da prática docente, que se o aluno não consegue interpretar a 
linguagem natural, é muito difícil que ele chegue a entender 
a linguagem matemática e saiba contextualizar conceitos. 

Assim sendo, fica difícil para o professor, preocupado 
com a aprendizagem de seu aluno, ignorar e passar por 
cima de seus problemas de leitura. As dificuldades encon- 
tradas pelos jovens e adolescentes para aprender conhe- 
cimentos e conceitos matemáticos NÃO estão fora do 
campo da Matemática. Limitar-se a apontar que o jovem 
ou adolescente vai mal porque tem problemas de leitura 
não é suficiente, mesmo considerando que a leitura seja 
apenas um recurso, nunca o “essencial da aula” (como pro- 
põem os PCNEM)). Se outros recursos tecnológicos são 
ensinados pelo professor, como o uso da calculadora, por 


3 BRASIL. Ministério da Educação. Secretaria de Educação Fundamental. 
Parâmetros Curriculares Nacionais. Ensino Médio. Brasília, 2000. p. 53. 
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que não o uso da língua escrita — especificamente a leitura 
— uma tecnologia, recurso, instrumento central para a con- 
tínua aprendizagem? 

Além disso, se de fato a educação matemática deve 
ter, como os PCNEM sugerem, uma função formativa, po- 
dendo ajudar o aluno “a estruturar o pensamento e o ra- 
ciocínio dedutivo”, transcendendo seu papel instrumental 
e assim “gerando hábitos de investigação, proporcionando 
confiança e desprendimento para analisar e enfrentar si- 
tuações novas, propiciando a formação de uma visão am- 
pla e científica da realidade, a percepção da beleza e da 
harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras 
capacidades pessoais”, é difícil pensar em alguma prática 
formativa que venha a ser mais enriquecedora e mais via- 
bilizadora para essa formação do que a leitura. 

No entanto, é importante lembrar que o professor de 
Matemática não foi formado para ensinar a ler. Todavia, 
sua atuação pode ser, como já indicamos, a de um profes- 
sor que modela os modos de ler nas práticas matemáticas. 
E isso pode ser feito com base em uma reflexão sobre seus 
hábitos e suas estratégias de leitura específicas, como 
profissional da área da Matemática, aliado a uma compre- 
ensão das dificuldades características do leitor escolar no 
Ensino Médio. 

Levando essas restrições em consideração, é possível 
encontrar pelo menos três áreas de atuação do professor 
de Matemática para contribuir para a formação de leitores 
de textos matemáticos: desenvolvimento da leitura crítica, 
do vocabulário e de estratégias de estudo. 


Desenvolvimento da leitura 
crítica 

A Matemática está relacionada intimamente com o 
desenvolvimento da capacidade de interpretar, analisar, 
sintetizar, abstrair, projetar, e todas essas atividades se 
apoiam no uso da linguagem natural, ou seja, da lingua- 
gem verbal. Se tomamos como exemplo uma das compe- 
tências matemáticas exigidas na prova do Enem, como a 
competência de “Interpretar informações de natureza 
científica e social obtidas da leitura de gráficos e tabelas, 
realizando previsão de tendência, extrapolação, interpola- 
ção e interpretação” e retiramos a especificidade do tex- 
to matemático (ou seja, gráficos e tabelas), vemos que o 
trecho poderia estar descrevendo uma competência de 
leitura, pois prever, extrapolar, interpolar e interpretar são 


4 BRASIL. Ministério da Educação. Secretaria de Educação Fundamental. 
Parâmetros Curriculares Nacionais. Ensino Médio. Brasília, 2000. p. 40. 


* Segundo Mateus Prado, em: 
<http://ultimosegundo.ig.com.br/colunistas/mateusprado/aprenda+a+ 
ler+graficos+para+a+prova+de+matematica+do+enem/c1597173830927. 
html>. Acesso em: 11 fev. 2013. 
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também competências absolutamente indispensáveis 
para a leitura de todo e qualquer texto verbal. E, além dis- 
so, as habilidades necessárias para demonstrar a compe- 
tência são, de fato, habilidades de leitura, se, novamente, 
retiramos as referências aos gráficos e às tabelas: utilizar 
informações [expressas em gráficos ou tabelas] para fazer 
inferências; resolver problemas com dados [apresentados 
em tabelas ou gráficos]; analisar informações [expressas 
em gráficos ou tabelas] como recurso para a construção 
de argumentos. 

Um dos atributos importantes da Matemática é sua 
natureza abstrata. O jovem ou adolescente que consegue 
transformar um enunciado (uma história, uma descrição 
em palavras) em um problema matemático está de fato 
retirando o contexto, ou abstraindo dele a Matemática, de 
tal forma que o problema básico passa a ser entendido in- 
dependentemente da situação em que foi apresentado, da 
sua aplicação. A abstração matemática está baseada nas 
capacidades de deduzir, inferir, prever, extrapolar, ou seja, 
no pensamento crítico. 

A extração de um problema matemático de um enun- 
ciado da linguagem natural é um processo complexo. Cada 
conceito novo e cada habilidade aprendida pode ser incor- 
porada em problemas de complexidade crescente e a tra- 
dução, ou retextualização, da palavra da linguagem natural 
em linguagem matemática para resolver problemas mais 
elaborados é uma forma de raciocínio crítico. Para ensinar 
o processo, o professor pode iniciar com problemas simples, 
aos poucos aumentando a complexidade. Ao engajar o alu- 
no, com suas perguntas, na resolução desses problemas, 
desde o mais simples até o mais complexo, ele está propi- 
ciando a mobilização do pensamento crítico do aluno, o que 
exige as mesmas habilidades usadas na leitura de outros 
textos — e de outras situações da vida cotidiana — que de- 
mandam o engajamento intelectual do aluno. Portanto, ele 
está ensinando a ler criticamente os textos de sua área de 
especialização. 


Aprendizagem de vocabulário 
especializado 


O conhecimento do uso preciso de termos, operações, 
símbolos é essencial para o domínio da matéria (assim 
como em toda disciplina). A Matemática é precisa: os sig- 
nificados de termos e conceitos devem ser completamen- 
te unívocos, sem ambiguidades, sob pena de o jovem ou 
adolescente falhar na comunicação e na resolução de pro- 
blemas. Professor e alunos devem estar completamente 
de acordo sobre os significados das palavras que usam 
para poder se comunicar. 


Muitas vezes, um termo matemático é também utili- 
zado na linguagem cotidiana com outro sentido. Os estu- 
dos realizados com a aquisição de vocabulário mostram 
que, quando uma criança se depara com uma palavra que 
já conhece, com um significado diferente, o primeiro sig- 
nificado, o significado primário, se impõe, mesmo que não 
faça sentido no contexto. Com os jovens, essa dificuldade 
de descartar o significado também pode acontecer. Há 
probabilidade bem maior de que perceba os dois sentidos 
quando sua atenção é dirigida para o fato. Em uma pes- 
quisa sobre conhecimentos matemáticos, Oliveira & Lopes 
mostram que, em um primeiro contato com o tema, os 
alunos não conseguem entender o significado matemáti- 
co de um termo da linguagem natural: questionados sobre 
o significado de “arranjo” na unidade, respondiam: 


“Pode ser flores, arranjo de conseguir, por exemplo: eu 
arranjo para você um livro novo”. 


“Um tipo de arrumar as coisas.” 


“Me lembra música, mas não tem nada a ver.” (p. 527) 

Uma atividade proposta nesse mesmo estudo consistia 
na elaboração de um glossário por aluno, com base em um 
levantamento dos termos que os alunos consideravam mais 
importantes: os alunos davam sua definição nas suas pró- 
prias palavras, fornecendo um exemplo, uma aplicação ou 
uma relação com algum outro termo. Quando os termos 
tinham significados diferentes na Matemática e na lingua- 
gem cotidiana, os dois significados eram registrados. 

Certamente, o conhecimento vocabular é essencial para a 
aprendizagem dos novos conceitos que são apresentados todo 
ano aos alunos; a pesquisa mostra que a focalização no termo, 
no decorrer da aula, por exemplo, propicia no aluno a conscien- 
tização que o leva a procurar as diferenças com a linguagem 
cotidiana, e a construir uma nova definição, dessa vez Mate- 
mática, para o termo em questão. 


Desenvolvimento de 
estratégias de estudo 


Muitas vezes os estudantes do Ensino Médio ainda não 
desenvolveram as estratégias de estudo independentes 
esperadas nesse segmento escolar, em que já teriam práticas 
de leitura (e de escrita, ou seja, práticas de letramento) mais 
autônomas. Em relação a qualquer texto, mas muito mais em 
relação ao texto matemático, o estudante parece depender 
do auxílio constante do professor. 


6 OLIVEIRA, Roberto Alves; LOPES, Celi E. O ler e o escrever na construção do 
conhecimento matemático no Ensino Médio. Bolema, Rio Claro (SP), v. 26, n. 42B, 
p.513-534, abr. 2012. 


Pesquisadores? têm observado que os alunos solicitam 
auxílio diante da primeira dificuldade na leitura do problema, 
sem tentar resolvê-la por si sós, por exemplo, relendo, anotan- 
do, sublinhando. Entretanto, esses estudos também mostram 
que, se o professor orienta os jovens a fazer uma segunda 
leitura, eles conseguem resolver a dificuldade. Essas práticas 
mostram que o aluno não tem estratégias de leitura adequa- 
das e, em decorrência, não têm estratégias de estudo que lhe 
permitam aprender autonomamente. 

Uma forma de ensinar ao jovem ou adolescente estraté- 
gias de estudo adequadas envolve ensiná-lo a usar o livro 
didático. Os livros didáticos podem ser um auxiliar valioso 
para o estudo, pois bem usados fornecem uma oportunidade 
para o aluno revisar a matéria, refletir sobre os conceitos 
aprendidos na aula, enfim, para reaprender e praticar. O livro 
didático de Matemática pode propiciar a consulta de concei- 
tos que ainda não estão claros, a leitura para a aprendizagem, 
a releitura. O aluno pode determinar seu ritmo de leitura e 
de aprendizagem (pode até solicitar ajuda a algum membro 
da família, e este pode ajudar, desde que seja um leitor e o 
material esteja apresentado de forma clara e explícita). 

Para que o aluno possa estudar independentemente, 
ele deve entender como o texto está estruturado. Saber 
usar a estrutura do texto, utilizando estratégias que aju- 
dam a explorar todo o capítulo ou a unidade, a lê-lo de 
modo global, para entender que parte da informação é 
mais importante, qual informação depende de outras, o 
que é detalhe, é um saber que precisa ser ensinado. Esse 
conteúdo pode fazer parte de uma aula cujo objetivo é 
conhecer o livro didático: ler o sumário, analisar como são 
sinalizados os títulos e os subtítulos (tamanho das letras, 
cores, uso de números); descoberta das partes do texto e 
suas relações (o que os subtítulos indicam; o número de 
subseções em uma seção, hierarquia entre seções e sub- 
seções); elaboração de um diagrama mostrando essas re- 
lações. Também com o objetivo de adquirir estratégias de 
leitura e estudo independentes, o aluno pode ser orienta- 
do a fazer um resumo da unidade/capítulo contendo o 
conceito mais importante abordado, com algum exemplo 
ou aplicação. 

Os documentos oficiais defendem que a Matemática no 
Ensino Médio tem um valor formativo e um valor instru- 
mental. O foco na leitura contribui para ambos objetivos, 
pois, por um lado, a leitura desenvolve o raciocínio e o pen- 
samento crítico e, por outro, constitui-se ferramenta para 
interpretar e resolver problemas, menos precisamente de- 
finidos, da vida cotidiana. 


7 Segundo Vânia G. da Silva Ribeiro; Carmen T. Kaiber. Leitura e interpre- 
tação de textos matemáticos: construindo competências no Ensino Médio. 
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1 Sugestões complementares: cursos, 
leituras, recursos digitais e passeios 


A importância da atualização 


Já falamos anteriormente sobre as mudanças que 
estão revolucionando a economia e a sociedade, e como 
a Matemática tem um importante papel a desempenhar 
na formação e preparação dos alunos para as novas de- 
mandas que os esperam. É importante que o professor 
esteja devidamente informado e seja capaz de lidar com 
essas expectativas e novos anseios dos alunos. 

Além das novas exigências que são trazidas para a sala 
de aula pela sociedade, teorias e práticas de Educação Ma- 
temática passam por debates, discussões, atualizações e 
alterações que são fruto do trabalho de grupos de estudo 
e de aplicação. O professor é parte integral desse processo 
de renovação, sendo ele o responsável por apresentar si- 
tuações aos alunos, debater alternativas e soluções para 
os problemas que surgirem e, finalmente, aplicar o que foi 
proposto em seu espaço de trabalho, chegando a novos 
resultados. 

É importante ressaltar que o próprio curso de Licencia- 
tura em Matemática não é suficiente para oferecer ao pro- 
fessor todos os recursos necessários para ministrar uma boa 
aula de Matemática. Sérgio Lorenzato (2004) analisa pro- 
fundamente esse assunto e conclui que a graduação em si 
não ensina a atividade de docência, observando que, na 
maioria dos casos, ela é aprendida por meio das próprias 
experiências adquiridas ao longo da carreira. Cabe ao pro- 
fessor complementar esse aprendizado inicial participando 
de discussões em encontros e congressos, consultando gru- 
pos de estudo e publicações. 

Atualmente temos a facilidade da internet, que é capaz 
de reunir em portais, fóruns de discussão, blogs, artigos e 
listas de e-mails, uma comunidade de profissionais compe- 
tentes e dispostos a manter ativo o debate entre professores 
e pesquisadores. 

Também não faltam oportunidades de cursos oferecidos 
por instituições de ensino, centros de pesquisa, e até mesmo 
pelo poder público, que podem aprofundar certos aspectos 
da atividade de docência e oferecer a chance de troca de 
conhecimentos e experiências com outros professores e 
pesquisadores. 

Tudo isso é o que podemos chamar de formação conti- 
nuada do professor, esse aperfeiçoamento constante que 
coloca o docente no tempo presente, pronto para atender 
às demandas sociais que são impostas sobre eles e seus 
alunos. 

Nas próximas páginas oferecemos informações de 
locais onde os professores poderão encontrar recursos 
para dar continuidade à sua formação e orientações para 
o dia a dia do seu trabalho. 
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Com quem se comunicar? 


Há no país grupos estudando e pesquisando o ensino e 
a aprendizagem da Matemática (Educação Matemática) sob 
diversas ópticas e metodologias. Esses grupos oferecem cur- 
sos, palestras e orientações técnicas para professores. Na 
internet também há publicações e recursos disponíveis que 
podem auxiliar o trabalho diário do professor em sala de aula. 

Indicamos algumas instituições, grupos, publicações e 
sites pelos quais você pode se integrar a comunidades regio- 
nais e nacionais interessadas na melhoria da qualidade do 
ensino de Matemática e dividir suas experiências e opiniões, 
tomando consciência de que não está só na difícil, mas gra- 
tificante, tarefa de trabalhar ideias matemáticas, de forma 
prazerosa e interessante, com os jovens. 


Alguns grupos e instituições? 

Centro de Aperfeiçoamento do Ensino de Matemática (Caem) 
Instituto de Matemática e Estatística — Universidade de 
São Paulo (USP) 

Telefax: (11) 3091-6160 

e-mail: caem ime.usp.br 

site: <www.ime.usp.br/-caem/> 


Centro de Ciências Exatas, Ambientais e de Tecnologias 
Pontifícia Universidade Católica de Campinas (PUCC-SP) 
Tels.: (19) 3343-7314 e 3343-7315 

e-mail: secretaria.ceatecQ puc-campinas.edu.br 

site: <www.puc-campinas.edu.br/institucional/centros/ 
ceatec/> 


Centro de Ciências Exatas e da Terra (CCET) — Departa- 
mento de Matemática 

Universidade Federal do Rio Grande do Norte (UFRN) 
Tels.: (84) 3215-3819 e 3215-3522 

e-mail: secret-matOccet.ufrn.br 

site: <www.matematica.ccet.ufrn.br/> 


Centro de Ciências Exatas e de Tecnologia — Departamento 
de Matemática 

Fundação Universidade Federal de São Carlos (Ufscar-SP) 
Tel.: (16) 3351-8219 

e-mail: secretaria dm.ufscar.br 

site: <www.dm.ufscar.br/dm/> 


Centro de Ciências Físicas e Matemáticas 
Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) 
Tel.: (48) 3331-9317/Fax: (48) 3331-9688 

e-mail: direcao cfm.ufsc.br 

site: <www.cfm.ufsc.br/> 
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Centro de Ciências Naturais e Exatas (CCNE) 
Universidade Federal de Santa Maria (UFSM) 
Tel.: (55) 3220-8337 

e-mail: ccne13@ gmail.com 

site: <http://w3.ufsm.br/ccne/> 


Centro de Ciências Exatas 

Universidade Federal do Espírito Santo (Ufes) 
Tel.: (27) 4009-2820 

e-mail: faleconoscocce O gmail.com 

site: <www.cce.ufes.br/> 


Centro de Estudos, Memória e Pesquisa em Educação 
Matemática (Cempem) 

Faculdade de Educação — Universidade Estadual de 
Campinas (Unicamp) 

Tel.: (19) 3788-5587 

e-mail: cempem grupos.com.br 

site: <www.cempem .fae.unicamp.br/> 


Departamento de Matemática da Universidade Estadual 
de Londrina (UEL) 

Tel.: (43) 3371-4000/Fax: (43) 3371-4236 

e-mail: matQuel.br 

site: <www.mat.uel.br/> 


Faculdade de Ciências Exatas e Tecnologia (FCET) 
Programa de Estudos Pós-Graduados em Educação 
Matemática 

Pontifícia Universidade Católica de São Paulo (PUC-SP) 
Tel.: (11) 3124-7200 — ramal 7210/Fax: (11) 3159-0189 
e-mail: edmate pucsp.br 

site: <www.pucsp.br/pos/edmat/> 


Faculdade de Educação 

Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG) 
Tel.: (31) 3409-5320/Fax: (31) 3409-5311 

e-mail: secgeralDfae.ufmg.br 

site: <«www.fae.ufmg.br/> 


Faculdade de Educação 

Universidade Estadual de Campinas (Unicamp) 
Tel.: (19) 3521-6701 

e-mail: dirfeWunicamp.br 

site: <www.fe.unicamp.br/> 


Faculdade de Educação da Universidade de São Paulo 
(Feusp) 

Tels.: (11) 3091-3517 e 3032-1530 

e-mail: feQusp.br 

site: <http://www4 fe.usp.br/> 


Fundação Universidade Regional de Blumenau (Furb) 
Departamento de Matemática — Sala S-224 

Tel.: (47) 3321-0275 

site: <www.furb.br> 


Grupo de Estudos e Pesquisas em Educação Matemática 
(Gepem) 

Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro (UFRRJ) 
Telefax: (21) 2682-1841 

e-mail: gepemQufrrj.br 

site: <«www.gepem.ufrrj.br/> 


Instituto de Ciências Exatas e da Terra (Icet) — 
Departamento de Matemática 

Universidade Federal do Mato Grosso (UFMT) — Campus 
Cuiabá 

Tel.: (65) 3615-8713/Fax: (65) 3615-8704 

site: <http://www.ufmt.br/icet/matematica/> 


Instituto de Geociências e Ciências Exatas (IGCE) 
Universidade Estadual Paulista (Unesp) — 
Campus Rio Claro 

Tel.: (19) 3526-9000 

site: <www.rc.unesp.br/igce> 


Instituto de Matemática 

Universidade Federal da Bahia (UFBA) 
Tel.: (71) 3283-6258/Fax: (71) 3283-6276 
e-mail: matOufba.br 

site: <«www.im.ufba.br> 


Instituto Nacional de Matemática Pura e Aplicada (Impa) 
Tel.: (21) 2529-5000 

e-mail: ensinoWimpa.br 

site: <www.impa.br> 


Laboratório de Educação Matemática — Faculdade de 
Educação 

Universidade Federal do Ceará (UFC) 

Tels.: (85) 3366-7674 e 3366-7675 

e-mail: ledum Qufc.br 

site: <www.ledum.ufc.br/> 


Laboratório de Educação Matemática “Zaíra da Cunha 
Melo Varizo” (Lemat) 

Instituto de Matemática e Estatística (IME) — Universidade 
Federal de Goiás (UFG) 

Tel.: (62) 3521-1124/Fax: (62) 3521-1180 

site: <http://lemat.mat.ufg.br/> 


Laboratório de Ensino de Matemática (LEM) 

Instituto de Matemática, Estatística e Computação Cienti- 
fica (Imecc) 

Universidade Estadual de Campinas (Unicamp) 

Tel.: (19) 3521-6017 

e-mail: lEmBime.unicamp.br 

site: <www.ime.unicamp.br/lem/> 


Laboratório de Ensino de Matemática (Lemat) — Departa- 
mento de Matemática 

Universidade Federal de Pernambuco (UFPE) 

Tel.: (81) 2126-7660 

site: <www.dmat.ufpe.br> 
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Núcleo de Educação Matemática Omar Catunda (Nemoc) 
Universidade Estadual de Feira de Santana (UEFS) — Cam- 
pus Universitário 

Tel.: (75) 3161-8115/Fax.: (75) 3161-8086 

e-mail: nemocQ uefs.br 

site: <www2.uefs.br/nemoc/> 


Projeto Fundão — Matemática — Instituto de Matemática 
Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) 

Telefax: (21) 2562-7511 

e-mail: pfundaoBim.ufrj.br 

site: <«www.projetofundao.ufr.br/matematica> 


Sociedade Brasileira de Educação Matemática (SBEM) 
Universidade de Brasília (UnB) 

Telefax: (61) 3307-2562 — ramal 146 

e-mail: sbemEsbembrasil.org.br 

site: <http://www.sbembrasil.org.br/sbembrasil/> 


Sociedade Brasileira de Matemática (SBM) 
Tel.: (21) 2529-5065/Fax: (21) 2259-4143 
e-mail: secretariaEsbm.org.br 

site: <www.sbm.org.br> 


Universidade de Brasília (Unb) — Departamento de Matemática 
Tels.: (61) 3107-6480 e 3107-6481 
site: <«www.mat.unb.br> 


Universidade Estadual de Maringá (UEM) 
Departamento de Matemática 

Tel.: (44) 3011-4933 

e-mail: sec-dmaQVuem.br 

site: <«www.dma.uem.br> 


Universidade Federal do Paraná (UFPR) 
Departamento de Matemática — Centro Politécnico 
Tel.: (41) 3361-3041/Fax: (41) 3361-3019 

site: <«www.mat.ufpr.br> 


Sites 

e <http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com content 
&view=article&id=12583%3Aensino-medio&ltemid=859>. 
Acesso em: 4 jan. 2013. 
Coleção Explorando o Ensino - Matemática - Ensino Mé- 
dio: coletânea de artigos extraídos da Revista do Professor 
de Matemática (RPM) — uma publicação da Sociedade 
Brasileira de Matemática (SBM), com apoio da Universi- 
dade de São Paulo. 

e <http://matematica.com.br/site/index.php>. Acesso em: 
4 jan. 2013. 
Portal Matemática: provas de vestibulares e concursos, 
simulados on-line, curiosidades matemáticas, dicas, bio- 
grafia de matemáticos, dicionário da Matemática, vídeos 
e desafios, link das maiores universidades e faculdades 
do Brasil. 

e <http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/ 
medio.htm>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
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Matemática essencial: conteúdos de Matemática para o 
Ensino Fundamental, Médio e Superior. 
<www.aprendiz.com.br>. Acesso em: 4 jan. 2013. 

Site do Projeto Aprendiz, destinado a professores e alunos. 
<www.inep.gov.br/>. Acesso em: 4 jan. 2013. 

No site do Inep (Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas 
Educacionais Anísio Teixeira), que responde pelas avalia- 
ções do Sistema Educacional Brasileiro (todos os níveis e 
modalidades), estão todas as informações relativas ao 
Enem (Exame Nacional de Ensino Médio). 
<wwwfc.up.pt/cmup/polya/polya home.html>. Acesso 
em: 4 jan. 2013. 

Projeto Polya: site especializado na resolução de proble- 
mas matemáticos. 

<www.obm.org.br/>. Acesso em: 4 jan. 2013. 

Olimpíada Brasileira de Matemática (OBM): informações, 
provas e gabaritos. 
<http://cmais.com.br/educacao>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Cmais: site da TV Cultura com informações e notícias sobre 
educação. 

<www.uol.com.br/cienciahoje>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Publicações como: revista Ciência Hoje das Crianças, Alô, 
Professor, etc. 

<http://revistaescola.abril.com.br/>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Revista Escola: apresenta diversos materiais sobre educa- 
ção e mantém blogs e fóruns de discussão. 
<www.laboratoriodematematica.org>. Acesso em: 4 jan. 
2013. 

Laboratório de Matemática: oferece cursos a distância gra- 
tuitos sobre Ensino de Matemática da Educação Básica. 
<www2.mat.ufrgs.br/edumatec/>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Educação Matemática e Tecnologia (Edumatec): site man- 
tido pelo Instituto de Matemática da Universidade Fede- 
ral do Rio Grande do Sul, com informações sobre softwa- 
res e recursos digitais a serem usados em sala de aula. 
<www.planetaeducacao.com.br>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Planeta Educação: portal educacional que tem como ob- 
jetivo disseminar o uso pedagógico e administrativo das 
novas tecnologias da informação e da comunicação nas 
escolas públicas brasileiras de Educação Infantil, Ensino 
Fundamental e Médio. 
<http://educador.brasilescola.com/>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Orientações para pais e educadores sobre vários aspectos 
do Ensino. 

<www.somatematica.com.br/>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
O Portal Só Matemática apresenta conteúdos matemáti- 
cos e sugestões de uso de tecnologias e jogos em sala de 
aula. 

<www.edsurge.com/math>. Acesso em: 4 jan. 2013. 

Site em inglês que lista novidades da tecnologia da infor- 
mação no ensino. 
<http://fazereaprender.blogspot.com.br/2008/10/dimen- 
sions-um-passeio-matemtico.ntml>. Acesso em: 4 jan. 
2013. 


Possibilita o download do filme Dimensions, que propõe uma 
viagem à quarta dimensão e opções de áudio em inglês e 
espanhol. 
Alguns desses sites podem ser trabalhados com os alunos; 
fica a seu critério selecioná-los. 


Revistas e boletins de Educação 
Matemática 

e Bolema — Boletim de Educação Matemática Publicado pelo 
Departamento de Matemática, IGCE — Unesp -Rio Claro (SP). 
site: <www.periodicos.rc.biblioteca.unesp.br/index.php/ 
bolema>. Acesso em: 4 jan. 2013. 

Boletim Gepem — Série Reflexão em Educação Matemática. 
Publicações do Grupo de Estudos e Pesquisas em Educação 
Matemática e do Mestrado em Educação Matemática da 
Universidade de Santa Úrsula (RJ). 

site: <www.ufrrj.br/SEER/index.php?journal=gepem>. 
Acesso em: 4 jan. 2013. 

Educação Matemática em Revista — Temas e Debates 
Publicações da Sociedade Brasileira de Educação Mate- 
mática (SBEM). 

site: <«www.sbembrasil.org.br/sbembrasil/index.php/pu- 
blicacoes/emr>. Acesso em: 4 jan. 2013. 

Educação Matemática Pesquisa 

Revista do Programa de Estudos Pós-graduados em Edu- 
cação Matemática da PUC (SP). 

site: <http://revistas.pucsp.br/index.php/emp/login>. 
Acesso em: 4 jan. 2013. 

Revista Brasileira de História da Matemática (SBHMat) 
site: <www.sbhmat.com.br>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Revista do Professor de Matemática 

Revista da Sociedade Brasileira de Matemática (SBM). 
site: <www.rpm.org.br>. Acesso em: 4 jan. 2013. 

Revista Pró-Posições 

Publicada pela Faculdade de Educação da Universidade 
Estadual de Campinas (Unicamp) e editora Cortez. 

site: <mail.fae.unicamp.br/-proposicoes>. Acesso em: 4 
jan. 2013. 

Zetetiké 

Publicações do Cempem — Unicamp. 

site: <«www.cempem.fae.unicamp.br/zetetike.htm>. 
Acesso em: 4 jan. 2013. 


Alguns órgãos governamentais 

e Fundação Nacional de Desenvolvimento da Educação (FNDE) 
Tel.: 0800-616161 
site: <www.fnde.gov.br>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
O FNDE mantém o Programa Nacional do Livro Didático 
(PNLD). 

e Secretaria de Educação Básica (SEB) 
Tel.: 0800-616161 
site: <http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_ 
content&view=article&id=293&Itemid=809>. Acesso 
em: 4 jan. 2013. 


Informações sobre os Parâmetros Curriculares Nacionais 
(PCN) de Matemática, sobre o Guia do Livro Didático e 
todas as questões relacionadas ao Ensino Médio. 

e Secretaria de Educação Continuada, Alfabetização, Diver- 
sidade e Inclusão (Secadi) 

Tel.: 0800-616161 

site: <http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_ 
content&view=article&id=290&Itemid=816>. Acesso em: 
4 jan. 2013. 

Implementa políticas educacionais nas áreas de alfabeti- 
zação e educação de jovens e adultos, educação ambien- 
tal, educação em direitos humanos, educação especial, do 
campo, escolar indígena, quilombola e educação para as 
relações étnico-raciais. 

e Secretarias de Educação estaduais e municipais 
Provavelmente a Secretaria de Educação do estado em que 
você mora e também a do seu município mantenham 
equipes pedagógicas, publicações e ofereçam cursos de 
Matemática a professores. Procure se informar e participar. 


Programas de acesso ao Ensino 
Superior 

Com o intuito de auxiliar o ingresso de jovens ao Ensino 
Superior, o Ministério da Educação (MEC) oferece programas 
como o Fies, o Prouni e o Sisu. 

O Fundo de Financiamento Estudantil (Fies) é um pro- 
grama que financia a graduação de estudantes em insti- 
tuições privadas de Ensino Superior. Os estudantes que 
pretendem ingressar em cursos superiores particulares 
cadastrados no programa e os que tenham avaliação po- 
sitiva nos processos conduzidos pelo MEC podem recorrer 
ao financiamento. É obrigatória a participação no Exame 
Nacional do Ensino Médio (Enem) e os candidatos 
precisam, após se inscreverem, ser aprovados por uma 
Comissão Permanente de Seleção, conforme cronograma 
definido pelo MEC. O pagamento do financiamento deve 
ser iniciado um ano e meio depois da graduação do 
estudante, e o prazo final dependerá do curso escolhido. 

O Programa Universidade para Todos (Prouni) tem como 
finalidade a concessão de bolsas de estudos integrais e par- 
ciais (50%) a estudantes de cursos de graduação e de cursos 
sequenciais de formação específica em instituições privadas. 

Essas bolsas são destinadas a alunos selecionados com 
base nas notas do Enem e também em critérios e condições 
estabelecidos em regulamentação específica. Para os estu- 
dantes que receberem bolsas parciais, há a possibilidade de 
acesso ao Fies para financiar o restante do estudo. 

O Sistema de Seleção Unificada (Sisu) é gerenciado pelo 
MEC. Nesse sistema são oferecidas vagas em instituições pú- 
blicas de Ensino Superior para candidatos participantes do 
Enem. A seleção dos candidatos é realizada de acordo com a 
nota obtida no exame, dentro do número de vagas em cada 
curso, por modalidade de concorrência. 

Para maiores informações sobre esses programas, aces- 
se o portal do Ministério da Educação: <http://portal.mec. 
gov.br/index.php> (Acesso em: 7 fev. 2013). 


Manual do Professor 


Referências bibliográficas e 
outros sites para o professor 


Aprofundando os conhecimentos 
matemáticos 


A primeira regra do ensino é saber o que se deve ensinar. 

A segunda é saber um pouco mais do que aquilo que se deve 
ensinar. 

George Polya. 


e BARBOSA, Ruy Madsen. Descobrindo a Geometria fractal 
para a sala de aula. Belo Horizonte: Autêntica, 2005. 
Estudo dos fractais voltado para a utilização em sala 
de aula. 

e CARAÇA, Bento de Jesus. Conceitos fundamentais de 

Matemática. Lisboa: Sá da Costa, 1989. 
É um clássico sobre o desenvolvimento da Matemática. 
Vale a pena estudá-lo, pois apresenta o desenvolvimento 
das ideias matemáticas ao longo da História com base 
nas necessidades do ser humano. 

e COLEÇÃO do Professor de Matemática. Sociedade Brasi- 
leira de Matemática (SBM). Vários autores. 12 volumes, 
2006. 

Livros temáticos rigorosos e excelentes fontes de pesquisa 
para o professor. 

e KALEFF, Ana Maria M. R. Vendo e entendendo poliedros. 
Niterói: Eduff, 2003. 

Um texto ideal para o professor que deseja aprofundar 
seus conhecimentos sobre poliedros. 

e LIMA, Elon Lages et al.A Matemática do Ensino Médio. Rio 
de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matemática (SBM), 
2006. 3 v. (Coleção do Professor de Matemática). 
Coleção rigorosa e ideal para o professor aprofundar seus 
conhecimentos matemáticos. 

e TINOCO, Lúcia A. A. A Geometria euclidiana por meio de 
resolução de problemas. Rio de Janeiro: UFRJ (Instituto de 
Matemática), Projeto Fundão, 1999. 

Ótimo livro para o professor aprofundar seus conhecimen- 
tos em Geometria por meio de análise e resolução de pro- 
blemas. 

e WEYL, Herman. Simetria. São Paulo: Edusp, 1997. 

Enfoca a simetria nas artes, nos cristais, na Física e na 
Matemática. 


História da Matemática 

e BENTLEY, Peter J. O livro dos números: uma história ilustra- 
da da Matemática. Rio de Janeiro: Zahar, 2009. 
Livro ilustrado que visa desvendar alguns segredos e temo- 
res que cercam a Matemática, revelando sua natureza fas- 
cinante e sua presença em todos os aspectos da nossa vida, 
da ciência às artes. 
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BOYER, Carl B. História da Matemática. 3. ed. Tradução de 
Elza F. Gomide. São Paulo: Edgard Blücher, 2010. 

Enfatiza detalhes sobre o desenvolvimento histórico das 
ideias matemáticas, desde suas origens até o início do 
século XX. 

CARVALHO, Dione Lucchesi de; MIGUEL, Antonio; MENDES, 
Iran Abreu; BRITO, Arlete de Jesus. História da Matemática 
em atividades didáticas. São Paulo: Livraria da Física, 2009. 
Por meio de atividades nas quais a história da Matemá- 
tica exerce um papel central, os autores discutem três 
tópicos distintos da Matemática escolar: Geometria, Tri- 
gonometria e Números Irracionais. 

CARVALHO, João Bosco Pitombeira de et al. Euclides Roxo 
e o movimento de reforma do ensino de Matemática na 
década de 30. Revista Brasileira de Estudos Pedagógicos, 
Brasília, v. 81,n.199, p. 415-424, set./dez. 2000. Disponível 
em: <http://emaberto.inep.gov.br/index.php/RBEP/arti- 
cle/view/130>. Acesso em: 5 jan. 2013. 

COLEÇÃO Tópicos de História da Matemática para uso em 
sala de aula. Vários autores. São Paulo: Atual, 1993. 
Aborda aspectos da evolução histórica das ideias mate- 
máticas e auxilia no enriquecimento das aulas. Cada livro 
focaliza um destes temas: Álgebra, Cálculo, Computação, 
Geometria, Números e Numerais e Trigonometria. 
DASSIE, Bruno Alves; ROCHA, José Lourenço da. O ensino de 
Matemática no Brasil nas primeiras décadas do século XX. 
Caderno Dá-Licença, n. 4, ano 5, p. 65-73, dez. 2003. Dispo- 
nível em: <www.uff.br/dalicenca/images/stories/caderno/ 
volume4/da Licena Bruno.pdf>. Acesso em: 8 jan. 2013. 
EVES, Howard. Introdução à história da Matemática. Tra- 
dução de Hygino H. Domingues. Campinas: Unicamp, 2004. 
Aborda a história da Matemática em duas partes: antes 
do século XVII e depois do século XVII. Com este livro é 
possível aprender muita Matemática, além de História. 
FERNANDES, George Pimentel; MENEZES, Josinalva Estácio. 
O movimento da Educação Matemática no Brasil: cinco dé- 
cadas de existência. In: CONGRESSO BRASILEIRO DE HISTÓ- 
RIA DA EDUCAÇÃO, Il, 2002, Natal. Disponível em: <www. 
sbhe.org.br/novo/congressos/cbhe2/pdfs/Tema2/0204. 
pdf>. Acesso em: 8 jan. 2013. 

Apresenta uma análise do movimento da Educação Ma- 
temática no Brasil. 

FIORENTINI, Dario. Alguns modos de ver e conceber o en- 
sino da Matemática no Brasil. Zetetiké, Campinas, ano 3, 
n.4, p.1-16,1995. 

Nesse artigo são descritos alguns pontos de vista histó- 
ricos sobre o ensino da Matemática no Brasil. 

GARBI, Gilberto Geraldo. O romance das equações algébri- 
cas. São Paulo: Makron Books, 2007. 

Episódios históricos verdadeiros são narrados por meio 
de um romance. Além disso, aprendemos muita Matemá- 
tica com sua leitura. 

GUELLI, Oscar. Coleção Contando a História da Matemáti- 
ca. São Paulo: Ática. Vários volumes, 1998. 


Apresenta questões matemáticas que despertaram o in- 
teresse do ser humano ao longo das civilizações. 

e MIGUEL, Antônio; MIORIM, Maria Ângela. História na Edu- 
cação Matemática: propostas e desafios. Belo Horizonte: 
Autêntica, 2005. 

Aborda história da Matemática, história da Educação Ma- 
temática e como essas duas regiões de inquérito podem 
se relacionar com a Educação Matemática. 

e SINGH, Simon. O enigma de Fermat. Rio de Janeiro: Record, 
1998. 

Um livro acessível que conta a evolução histórica da so- 
lução de um dos mais famosos e clássicos problemas da 
Matemática. 

e TENÓRIO, R. M. (Org.). Aprendendo pelas raizes. Alguns ca- 
minhos da Matemática na História. Salvador: Centro Edi- 
torial e Didático da Universidade Federal da Bahia, 1995. 
Estudo de autores nacionais sobre Filosofia da Matemática, 
Geometria, etc. 

e VALENTE, Wagner Rodrigues. Uma história da Matemática 
escolar do Brasil, 1730-1930. São Paulo: Annablume, 1999. 
Abordagem sobre a importância e a rapidez da circulação 
das ideias, dos métodos e das publicações em Matemática 
no decorrer dos séculos XVIII a XIX. 


Educação Matemática 


e BICUDO, Maria A. V.; GARNICA, Antonio V. M. Filosofia da 
educação matemática. Belo Horizonte: Autêntica, 2006. 
BIEMBENGUT, Maria Salett. Modelagem matemática & 
implicações no ensino-aprendizagem de Matemática. Blu- 
menau: Editora da Universidade Regional de Blumenau 
(Furb), 2004. 

BORBA, Marcelo de Carvalho. Tendências internacionais em 
formação de professores de Matemática. Belo Horizonte: 
Autêntica, 2006. 

Resultados de trabalhos desenvolvidos em diferentes pa- 
íses por pesquisadores renomados na área de Educação 
Matemática. O autor relaciona esses resultados com as 
experiências vividas por professores no Brasil. 

BRASIL. Ministério da Educação. Secretaria de Educação 


Fundamental. Parâmetros Curriculares Nacionais — Mate- 
mática. Brasília, 1998. 
BROUSSEAU, G. Os diferentes papéis do professor. In: PAR- 
RA, C.; Saiz, |. et al. Didática da Matemática; reflexões psi- 
copedagógicas. Porto Alegre: Artes Médicas, 1996. 
CARRAHER, Terezinha N. (Org.). Aprender pensando. Con- 
tribuição da Psicologia cognitiva para a educação. Petró- 
polis: Vozes, 2008. 
Aborda a relevância do processo ensino/aprendizagem 
para a educação através do ensinar e do aprender pen- 
sando e propõe um novo método de ensino. 
° . et al. Na vida dez, na escola zero. 16 ed. São 
Paulo: Cortez, 2011. 
A partir de situações cotidianas é analisado o contraste 
da matemática aprendida em sala de aula e a utilizada 
na “rua”. 


CHEVALLARD, Yves; BOSCH, Marianna; GASCÓN, Josep. 
Estudar matemáticas: o elo perdido entre o ensino e a 
aprendizagem. Porto Alegre: Artmed, 2001. 

Traz questionamentos para a reflexão do professor sobre 
a Educação Matemática e procura contribuir na reformu- 
lação do contrato que une a escola e a sociedade. 

CURY, Helena Noronha. Análise de erros: o que podemos 
aprender com as respostas dos alunos. Belo Horizonte: 
Autêntica, 2007. 

Apresenta uma visão geral sobre a análise de erros e de- 
fende a ideia de que essa análise é uma abordagem de 
pesquisa e também uma metodologia de ensino. 
D'AMBRÓSIO, Ubiratan. Da realidade à ação: reflexões sobre 
educação e Matemática. São Paulo/Campinas: Summus/ 
Unicamp, 1986. 

. Educação Matemática: da teoria à prática. 
Campinas: Papirus, 2002. 

. Etnomatemática. São Paulo: Ática, 1998. 

. Etnomatemática: elo entre as tradições e a 
modernidade. Belo Horizonte: Autêntica, 2001. 

DANTE, Luiz Roberto. Criatividade e resolução de proble- 
mas. São Paulo: Unesp (mimeog.). Tese de Livre-Docência, 
1998. 

-Incentivando a criatividade através da educa- 
ção matemática. São Paulo: PUC-SP (mimeog.). Tese de 
Doutorado, 1980. 

«Formulação e resolução de problemas de Mate- 
mática: teoria e prática. São Paulo: Ática, 2011. 

INEP/MEC. Melhores práticas em escolas de Ensino Médio 
no Brasil. Brasília, 2010. 

KRULIK, Stephen; REYS, Robert E. (Org.). A resolução de 
problemas na Matemática escolar. Tradução de Hygino H. 
Domingues e Olga Corbo. São Paulo: Atual, 1997. 

LINS, Romulo C.; GIMENEZ, Joaquim. Perspectivas em Arit- 
mética e Álgebra para o século XXI. Campinas: Papirus, 1997. 
LORENZATO, Sérgio. Formação inicial e continuada do pro- 
fessor de Matemática. Anais do VII Encontro Paulista de 
Educação Matemática. São Paulo: USP, 2004. 

LOVELL, Kurt. Desenvolvimento dos conceitos matemáticos 
e científicos na criança. Porto Alegre: Artmed, 1998. 
MACHADO, Silvia A. (Org.). Educação Matemática: uma 
introdução. São Paulo: Educ, 1999. 

. Aprendizagem em Matemática: registros de 
representação semiótica. Campinas: Papirus, 2007. 
MARANHÃO, Maria Cristina S. de A. Dialética ferramenta- 
-objeto. In: MACHADO, Silvia D. A. Educação Matemática: 
uma introdução. São Paulo: Educ, 1999. p. 115-134. 

. Aprendizagem em Matemática: registros de 
representação semiótica. Campinas: Papirus, 2007. 
MARANHÃO, Cristina (Org.). Educação matemática nos 
anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio. São 
Paulo: Musa, 2009. 

MOREIRA, Plínio Cavalcanti; DAVID, Maria M. M. S. A for- 
mação matemática do professor: licenciatura e prática 
docente escolar. Belo Horizonte: Autêntica, 2007. 
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E 


e MOYSÉS, Lúcia M. M. Aplicações de Vygotsky à Educação 


Matemática. Campinas: Papirus, 2003. 

e NACARATO, Adair Mendes; PAIVA, Maria Auxiliadora Vile- 
la (Org.). A formação do professor que ensina Matemática: 
perspectivas e pesquisas. Belo Horizonte: Autêntica, 2008. 

e POLYA, George. A arte de resolver problemas. Tradução de 
Heitor Lisboa de Araújo. Rio de Janeiro: Interciência, 1995. 

e PONTE,J.Petal. Investigações matemáticas na sala de aula. 
Belo Horizonte: Autêntica (Coleção Tendências em Educa- 
ção Matemática), 2006. 

. .A escrita e o pensamento matemático: intera- 
ções e potencialidades. Campinas: Papirus, 2006. 

e POWELL, Arthur; BAIRRAL, Marcelo. A escrita e o pensamento 
matemático: interações e potencialidades. Campinas: 
Papirus, 2006. 

e POZO, Juan Ignácio. A solução de problemas: aprender a 
resolver, resolver para aprender. Tradução de Beatriz Affon- 
so Neves. Porto Alegre: Artmed, 1998. 

e PUBLICAÇÕES do Centro de Aperfeiçoamento do Ensino 
de Matemática (Caem) do IME/USP. SPEC/PADCT/Capes. 

e PUBLICAÇÕES do Gepem — Grupo de Estudos e Pesquisas 
em Educação Matemática. Série Reflexão em Educação 
Matemática. 

e PUBLICAÇÕES do Projeto Fundão do Instituto de Mate- 
mática da UFRJ: 

— Geometria segundo a teoria de Van Hiele, de Lilian 
Nasser (Coord.) 

— Construindo o conceito de função do 1º grau, de Lucia 
A. A. Tinoco (Coord.) 

— Tratamento da informação — Explorando dados esta- 
tísticos e noções de Probabilidade a partir das séries ini- 
ciais, de Maria Laura M. Leite (Coord.) 

— Geometria — Na era da imagem e do movimento, de 
Maria Laura M. Leite e Lilian Nasser (Coord.) 

— Razões e proporções, de Lucia A. A. Tinoco (Coord.) 
— A Geometria euclidiana por meio de resolução de pro- 
blemas, de Lucia A. A. Tinoco (Coord.) 

— Números: linguagem universal, de Vânia Maria P. Santos 
(Coord.) 

— Avaliação de aprendizagem e raciocínio em Matemáti- 
ca: métodos alternativos, de Vânia Maria P.Santos (Coord.) 


Metodologia do ensino de Matemática 

e AEBLI, Hans. Didática psicológica: aplicação à didática da 
psicologia de Jean Piaget. São Paulo: Nacional, 1978. 

e BASSANEZI, Rodney Carlos. Ensino-aprendizagem com mo- 
delagem matemática. São Paulo: Contexto, 2006. 

e BIEMBENGUT, Maria Salett; SILVA, Viviane Clotilde da; HEIN, 
Nelson. Ornamentos X criatividade: uma alternativa para 
ensinar Geometria plana. Blumenau: Universidade Regional 
de Blumenau, 1996. 

e BRASIL. Ministério da Educação. Secretaria de Educação 
Fundamental. Parâmetros Curriculares Nacionais: Matemá- 
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tica. Brasília, 1997. Disponível em: <http://portal.mec.gov. 
br/seb/arquivos/pdf/livroO3.pdf>. Acesso em: 8 jan. 2013. 

. Ministério da Educação. Parâmetros Curricu- 
lares Nacionais para o Ensino Médio: Matemática. Brasília, 
2000. Disponível em: <http://portal.mec.gov.br/seb/ar- 
quivos/pdf/ciencian.pdf>. Acesso em: 8 jan. 2013. 

BUCK INSTITUTE FOR EDUCATION. Aprendizagem baseada 
em projetos: guia para professores de Ensino Fundamental 
e Médio. 2. Ed.Porto Alegre: Artmed, 2008. 

CARVALHO, Dione Lucchesi de. Metodologia do ensino da 
Matemática. São Paulo: Cortez, 2000. 

CHEVALLARD, Y.; BOSCH, M; GASCÓN, J. Estudar matemá- 
ticas: o elo perdido entre o ensino e a aprendizagem. 
Porto Alegre: Artes Médicas, 2001. 

CYRINO, Hélio. Diálogo geométrico. Campinas: Átomo, 
2001. 

DANTE, Luiz Roberto. Uma proposta para mudanças nas 
ênfases ora dominantes no ensino da Matemática. Revis- 
ta do Professor de Matemática, n. 6. São Paulo: Sociedade 
Brasileira de Matemática (SBM). 

LIMA, Elon Lages. Matemática e ensino. Rio de Janeiro: 
Sociedade Brasileira de Matemática (SBM), 2001. Capítu- 
los 1,15,16,17 e 18. (Coleção do Professor de Matemática). 
LINDQUIST, Mary Montgomery; SHULTE, Albert P. (Org.). 
Aprendendo e ensinando Geometria. São Paulo: Atual, 1994. 
MARANHÃO, M. Cristina S. de A. Matemática. Coleção Ma- 
gistério 2º grau. São Paulo: Cortez, 1991. 

MONTEIRO, Alexandria; POMPEU JUNIOR, Geraldo. A Ma- 
temática e os temas transversais. São Paulo: Moderna, 2001. 
PAIS, Luiz Carlos. Didática da Matemática: uma análise da 
influência francesa. Belo Horizonte: Autêntica, 2001. 
PARRA, C.; SAIZ, |. (Org.). Didática da Matemática: reflexões 
psicopedagógicas. Porto Alegre: Artmed, 2001. 

ROSA NETO, Ernesto. Didática da Matemática. São Paulo: 
Ática, 1998. 

TOLEDO, Marília; TOLEDO, Mauro. Didática de Matemática: 
como dois e dois. A construção da Matemática. São Paulo: 
FTD, 1997. 

TOMAZ, Vanessa Sena; DAVID, Maria M. M. S. Interdiscipli- 
naridade e aprendizagem da Matemática em sala de aula. 
Belo Horizonte: Autêntica, 2008. 


Matemática recreativa 


CHEMALE, Elena Hass; KRUSE, Fábio. Curiosidades mate- 
máticas. Novo Hamburgo: Centro Universitário Feevale, 
1999. 

COLEÇÃO Ciência Hoje na Escola. Matemática. São Paulo: 
Instituto Ciência Hoje, 1999. v. 8. 

COLEÇÃO O Prazer da Matemática. Vários autores. Lisboa: 
Gradiva. Diversos volumes. 

ENZENSBERGER, Hans Magnus. O diabo dos números. São 
Paulo: Companhia das Letras, 2000. 

GONICK, Túlio. Truques e quebra-cabeças com números. 
Rio de Janeiro: Ediouro, [s.d.). 


e KALEFF Ana Maria M. R.; REI, Dulce Monteiro; GARCIA, Si- 
mone dos Santos. Quebra-cabeças geométricos e formas 
planas. Niterói: Eduff, 2002. 

e OBERMAIR, Gilbert. Quebra-cabeças, truques e jogos com 
palitos de fósforos. Rio de Janeiro: Ediouro, 1981. 

e PERELMANN, J. Aprenda Álgebra brincando. Tradução de 
Milton da Silva Rodrigues. São Paulo: Hemus, 1970. 

e SBPC. Matemática: por que, para quê? Ciência Hoje na 
Escola, n. 8. São Paulo: Global, 1999. 

e TAHAN, Malba. As maravilhas da Matemática. Rio de Ja- 
neiro: Bloch, 1987. 

° .O homem que calculava. Rio de Janeiro: Record, 
1998. 

° . Os números governam o mundo. Folclore da 
Matemática. Rio de Janeiro: Ediouro, 1998. 

. . Matemática divertida e curiosa. Rio de Janeiro: 
Record, 1991. 


Informática e Educação Matemática 

e BONGIOVANNI Vincenzo et al. Descobrindo o Cabri-Géometre. 
Caderno de Atividades. São Paulo: FTD, 1997. 

e BORBA, Marcelo de Carvalho; PENTEADO, Miriam Godoy. 
Informática e Educação Matemática. Belo Horizonte: 
Autêntica, 2007. 

e CARVALHO, Luiz Mariano e outros (Org.). História e tec- 
nologia no ensino da Matemática. Rio de Janeiro: Ciência 
Moderna, 2008. V. 2. 

e PAIVA, Maria Auxiliadora V. et al. Cabri: descobrindo a Geo- 
metria no computador. Vitória: Leacim-Ufes, 1997. 

e PONTE, João Pedro da; OLIVEIRA, Hélia; VARANDAS, José 
Manuel. O contributo das tecnologias de informação e co- 
municação para o desenvolvimento do conhecimento e da 
identidade profissional. Departamento de Educação e 
Centro de Investigação em Educação da Faculdade de 
Ciências da Universidade de Lisboa. Disponível em: <www. 
educ.fc.ul.pt/docentes/jponte/curso rio claro.htm>. 
Acesso em: 8 jan. 2013. 

e RÊGO, Rogéria Gaudêncio do; RÊGO, Rômulo Marinho do. 
Matematicativa. João Pessoa: Editora Universitária da 
UFPB, 1997. 

. - Matematicativa Il. João Pessoa: Editora Univer- 
sitária da UFPB, 2004. 

e RODRIGUES, Claudina |.; REZENDE, Eliane Q. F. Cabri- 
-Géomètre e a Geometria plana. Campinas: Editora da 
Unicamp, 1999. 

e SANGIACOMO, Lígia et al. Explorando Geometria elemen- 
tar com o dinamismo do Cabri-Géomètre. São Paulo: 
Proem-PUC. 

. . Geometria plana com o Cabri-Géomêtre: dife- 
rentes metodologias. São Paulo: Proem-PUC. 

e VALENTE, José Armando. Pesquisa, comunicação e apren- 
dizagem com o computador: o papel do computador no 
processo ensino-aprendizagem. In: Tecnologia, currículo e 


projetos. Disponível em: <http://portal.mec.gov.br/seed/ 
arquivos/pdf/1sf.pdf>. Acesso em: 11 jan. 2013. 

e <www.nied.unicamp.br> : Acesso em: 4 jan. 2013. 
Centro virtual interamericano de cooperação solidária 
para formação de educadores — possui várias publicações, 
para download, sobre Informática na educação. 

e <www.br-ie.org/pub/index.php/index>. Acesso em: 4 jan. 

2013. 
Portal de publicações da Ceie, comissão especial de Infor- 
mática na educação — Sociedade Brasileira de Computação. 
Publicam a revista brasileira de Informática na educação e 
anais de congressos. 

e <www.suapesquisa.com/educacaoesportes/livros infor- 
matica educacao.htm>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Bibliografia de publicações recentes sobre Informática na 
educação. 

e <www.rc.unesp.br/gpimem/downloads/livro/infoacao. 
pdf>. Acesso em: 4 jan. 2013. 

Site da Unesp de Rio Claro que apresenta o livro A Infor- 
mática em ação: formação de professores, pesquisa e ex- 
tensão, de vários autores, para download. 


Educação 

Professor, seria interessante que você pudesse ler alguns 
(ou todos) estes importantes livros, que tratam da formação 
e da vida profissional do professor. 


e BROUSSEAU, Guy. Os diferentes papéis do professor. In: 
PARRA, Cecília; SAIZ, Irma (Org.). Didática da Matemática: 
reflexões psicopedagógicas. Porto Alegre: Artmed, 2001. 

e DELORS, Jacques (Org.). Educação: um tesouro a descobrir. 
São Paulo/Brasília: Cortez/MEC/Unesco, 1999. 

e EGAN, Kieran. Por que a imaginação é importante na edu- 
cação? Anais do | Seminário Educação, Imaginação e as 
Linguagens Artístico-Culturais. Criciúma: Unesc, 2005. Dis- 
ponível em: <www.gedest.unesc.net/seilacs/iseilac.pdf>. 
Acesso em: 8 jan. 2013. 

e ESTRELA, Maria Teresa (Org.). Viver e construir a profissão 
docente. Porto: Porto Editora, 1997. 

e GARCÍA, Carlos Marcelo. Formação de professores: para 
uma mudança educativa. Porto: Porto Editora, 1999. 

e HERNÁNDEZ, Fernando. Transgressão e mudança na edu- 
cação. Os projetos de trabalho. Porto Alegre: Artmed, 1998. 

e MARTINS, Angela Maria. Diretrizes curriculares nacionais 
para o Ensino Médio: avaliação de documento. Cadernos 
de Pesquisa, n.109, p. 67-87, 2000. Disponível em: <www. 
scielo.br/pdf/%0D/cp/n109/n109a04.pdf>. Acesso em: 
24 jan. 2013. 

e MORIN, Edgar. Os sete saberes necessários à educação do 

futuro. Brasília/São Paulo: Unesco/Cortez, 2001. 

e NÓVOA, Antonio. Profissão: professor. Porto: Porto Editora, 
1999. 

e PERRENOUD, Philippe. Construir as competências desde a 
escola. Porto Alegre: Artmed, 1999. 

. . Dez novas competências para ensinar. Porto 
Alegre: Artmed, 2001. 
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° . Ensinar: agir com urgência, decidir na incerte- 
za. Porto Alegre: Artmed, 2001. 

. ; PAQUAY, Léopold; ALTET, Marguerite; CHARLIER, 
Évelyne (Org.). Formando professores profissionais: quais 
estratégias? Quais competências?. Porto Alegre: Artmed, 
2001. 

e RATZ, Louis E.; ROTHSTEIN, Arnold M. Ensinar a pensar: 
teoria e aplicação. Tradução de Dante Moreira Leite. São 
Paulo: EPU, 1977. 

e TEDESCO, Juan Carlos. O novo pacto educativo. Tradução 
de Otacílio Nunes. São Paulo: Ática, 2001. 

e ZABALA, Antoni. A prática educativa: como ensinar. Porto 
Alegre: Artmed, 1998. 


Sobre o Enem 

e ÉTICO Sistema de Ensino. Novo Enem. São Paulo: Saraiva, 
2009. 

e Explicando o Enem. São Paulo: Abril Educação, 2009. 

e Guia do Estudante 2 -O novo Enem 2009. São Paulo: Abril, 
2009. 

e <www.infoenem.com.br/>. Acesso em: 4 jan. 2013. Infor- 
mações sobre Sisu, Prouni, provas e gabaritos. 


Curso para a formação do professor 

e <www.profmat-sbm.org.br/>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Pós-graduação stricto sensu para aprimoramento da 
formação profissional de professores da Educação Básica, 
da Sociedade Brasileira de Matemática. 
Programa semipresencial, com bolsas Capes para profes- 
sores em exercício na rede pública. 


Sugestões de sites para 
os alunos 


Os sites relacionados a seguir podem ser utilizados pelos 
alunos de qualquer ano do Ensino Médio, pois tratam de 
assuntos envolvidos nos 3 volumes desta coleção. 

e <www.bussolaescolar.com.br/matematica> Acesso em: 4 

jan. 2013. 
Bússola Escolar: apresenta links para as mais variadas dis- 
ciplinas. Em Matemática apresenta resumo dos conteúdos 
que fazem parte do currículo. Conforme o assunto, ele 
encaminha para diferentes endereços. 

e <www.diadematematica.com>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Dia de Matemática: apresenta questões em forma de tes- 
tes sobre Álgebra e Números, Geometria e Tratamento da 
Informação e, ao final, fornece as respostas, mas não as 
resoluções. 

e <www.matematica.br>. Acesso em: 4 jan. 2013. 

IMática: matemática interativa na internet, site criado e 
alimentado por professores do IME-USP. 

e <www.obmep.org.br>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Olimpíada Brasileira de Matemática das Escolas Públicas 
(Obmep): apresenta as provas e a resolução das questões, 
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assim como um banco de questões, para que os alunos 
possam se preparar para as provas. 

e <www.sobresites.com/pesquisa>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Pesquisa escolar: apresenta links para sites sobre educação 
com comentários para cada um deles. 

e <www.tooantonioreis.seed.pr.gov.br/>. Acesso em: 4 jan. 

2013. 
Apresenta resumo de conteúdos trabalhados no Ensino 
Médio e traz vários exercícios sobre esses temas. O tema 
Funções aparece no item Cálculo Diferencial e Integral e 
é adequado para alunos do Ensino Médio. 

e <www.khanacademy.org/>. Acesso em: 5 jan. 2013. 
Khan Academy: site em inglês com aulas em vídeo e ex- 
plicações divertidas e simples para diversos tópicos da 
Matemática. A maioria do material se encontra hospeda- 
do no Youtube e já possui legendas para diversas línguas, 
incluindo o português. 

Nos links a seguir temos algumas sugestões de vídeos 
relacionados com a Matemática que podem ser vistos pelos 
alunos: 

e Donald no país da Matemática — 12 parte 
<http://bryoutube.com/watch?v=NclvulpH31E&feature=r 
elated>; 

e Donald no país da Matemática — 22 parte 
<http://bryoutube.com/watch?v=9IxAQrCjvko&feature= 
related>; 

e Donald no país da Matemática — 32 parte 
<http://bryoutube.com/watch?v=Ofi- 
-Mk2FYOw&rfeature=related>; 

e Número áureo — 2 parte — (Prof. Luiz Barco) 
<http://bryoutube.com/watch?v=w2NagfHM9 8>; 

e Número áureo — 22 parte — (Prof. Luiz Barco) 
<http://bryoutube.com/watch?v=TOCA6OXXYpO>; 

e Matemática e Música — Parte 1 (Prof. Luiz Barco) 
<http://bryoutube.com/watch?v=jy8KGaXxG4U>; 

e Matemática e Música — Parte 2 (Prof. Luiz Barco) 
<http://wwwyoutube.com/watch?v=rK9xPVB5S308hl= 
pt&gl=BR>; 

e Matemática e Música — Parte 3 (Prof. Luiz Barco) 
<http://bryoutube.com/watch?v=6XCKgXxcftO>; 

e Matemática e Música — Parte 4 (Prof. Luiz Barco) 
<http://bryoutube.com/watch?v=nylquiAd6nM»>; 

e Matemática e Música — Parte 5 (Prof. Luiz Barco) 
<http://bryoutube.com/watch?v=TtWkiQ4NxSw>; 

e Matemática e Música — Parte 6 (Prof. Luiz Barco) 
<http://bryoutube.com/watch?v=|gUsAmUnFko>; 

e Matemática e Música — Parte 7 (Prof. Luiz Barco) 
<http://bryoutube.com/watch?v=|V8q5mNa62M>; 

e Funções de 12 e 2º graus (funções polinomiais) 
<http://bryoutube.com/watch?v=WNKOSOxFnwMp>; 

e Teorema de Pitágoras 
<http://bryoutube.com/watch?v=gjvy2jcbv8w>. Acessos 
em: 8 jan. 2013. 


Jogos 


Os jogos são ótimos recursos para o ensino de Matemáti- 
ca. Tanto os conhecidos jogos de tabuleiro ou cartas como os 
eletrônicos que podem ser propostos no laboratório de Infor- 
mática ou para serem explorados em casa, com roteiros de 
observação, para serem discutidos depois em sala de aula. Na 
bibliografia sugerida apresentamos livros que discutem o uso 
de jogos para o ensino da Matemática. 

Existem poucos jogos eletrônicos voltados para os temas 
de Matemática do Ensino Médio. Abaixo seguem links para 
jogos que podem ajudar com a familiaridade dos alunos 
com a disciplina, mas também encorajamos os professores 
a desvendar os processos matemáticos que estão contidos 
nos diversos contatos que os estudantes possuem com os 
jogos. Entre os jogos eletrônicos adequados para o Ensino 
Médio sugerimos os que se encontram em: 

* Jogos de Matemática no Racha Cuca <http://rachacuca. 
com.br/jogos/tags/matematica/>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
Este site contém uma ampla gama de jogos de Matemá- 
tica e desafios lógicos que podem ser usados no Ensino 
Médio. Ele apresenta uma interface de navegação simples 
que permite ao professor filtrar os jogos que deseja utili- 
zar em sala de aula. 

e MathPlayground <www.mathplayground.com/game di- 

rectory.html>. Acesso em: 4 jan. 2013. 
O site em inglês que contém uma série de jogos matemá- 
ticos que abarcam diferentes disciplinas. Os jogos são sim- 
ples e trabalham com conhecimentos específicos. Para o 
professor de Ensino Médio recomendamos explorar as 
sessões de Geometria (Geometry), jogos lógicos (Logic Ga- 
mes) e de contextualização do uso da Matemática no mun- 
do real (Real World Math Connections). 

e Power My Learning <http://powermylearning.com/>. 

Acesso em: 4 jan. 2013. 
Site em inglês criado pela organização americana CFY. 
Dedicada à modernização do ensino, oferece jogos e ati- 
vidades em diversas áreas, como Tecnologia, Matemática, 
Ciências e Arte, possuindo conteúdo específico para En- 
sino Médio. 


Softwares 


Existem softwares que podem ser usados especificamen- 
te para explorar determinados conceitos matemáticos. Abai- 
xo listamos algumas sugestões de aplicativos e repositórios 
que podem ser explorados. 

e Wolfram Alpha <wwwavolframalpha.com/>. Acesso em: 
4 jan. 2013. 
Similar a uma ferramenta de busca, o site oferece um 
campo de entrada simples que deve ser preenchido com 
o “nome” do que se pretende encontrar. O que embasa 
esse sistema é o Matemathica, de Stephen Wolfram. O 
site é capaz de oferecer soluções para problemas mate- 
máticos complexos, porém toda a linguagem é em inglês. 


e TINAFAD <http://www.tinafad.com/>. Acesso em: 7 jan. 

2013. 
Site em inglês que permite ao aluno compreender os 
conceitos matemáticos por meio de sua exploração em 
simuladores de Matemática e Física. Com conteúdo 
focado especialmente para o Ensino Médio, ele oferece 
visualizações envolvendo Trigonometria e Geometria, 
investigações da aproximação de v e construção de grá- 
ficos de funções. 

e Lista de softwares do portal Só Matemática <«www.soma- 
tematica.com.br/softwares.php>. Acesso em: 7 jan. 2013. 
Esse portal de ensino de Matemática oferece para professo- 
res e alunos uma seleção de aplicativos que podem ser úteis 
em atividades diárias de sala de aula. A lista é grande e o 
professor deve pesquisar quais softwares são adequadas 
para as suas necessidades. 


Passeios para aprender 
Matemática 


e Estação Ciência — USP 
Horário de funcionamento: 32 a 62 feira, das 8h às 18h; 
sábados, domingos e feriados, das 9h às 18h. 
R. Guaicurus, 1394 — Lapa, São Paulo, 05033-002. 
Tel.: (11) 3871-6750 


e Planetários 
Visitas a planetários são ótimas como geradoras de investi- 
gações sobre o uso da trigonometria e dos logaritmos para 
diversos cálculos envolvendo grandes distâncias e números 
muito longos, além de aspectos de interdisciplinaridade com 
a Física e a Biologia. Há planetários importantes em todo o 
território nacional e seus endereços e contatos podem ser 
encontrados em: <«www.uranometrianova.pro.br/planeta- 
rios/planbrasil.htm>. Acesso em: 7 jan. 2013. 

e Museus e programas de visitas científicas podem ser en- 
contrados no site da Associação Brasileira de Centros e 
Museus de Ciência; nele você encontra um guia com todos 
os centros e museus do Brasil e do mundo. Basta acessar: 
<www.abemc.org.br/publiquel/cgi/cgilua.exe/sys/start. 
htm?sid=2>. Acesso em: 7 jan. 2013. 
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Rodrigo Coca/Futura Press 


É Observações e sugestões para as unidades 


e os capítulos 


Nesta seção do Manual do Professor apresentamos co- 
mentários sobre a abertura de cada unidade e sugestões 
didáticas para cada capítulo que compõe o volume 1 desta 
coleção. 

Também fornecemos a resolução dos exercícios e ativi- 
dades propostos no livro do aluno. 

Ressaltamos que fica a critério do professor a escolha 
da ordem de abordagem dos conteúdos, que pode ser dife- 
rente da apresentada por nesta obra. Cabe ao professor 
considerar o projeto político-pedagógico da escola para 
planejar suas aulas. 


Unidade 1 — Números 
e funções 


Nesta unidade temos um capítulo sobre conjuntos nu- 
méricos e um capítulo de introdução ao estudo de funções. 


Capítulo 1 — Conjuntos numéricos 


A abertura representa um momento interdisciplinar 
com Geografia, pois apresenta informações Estatísticas 
relativas às cidades-sede da Copa do Mundo de 2014 e à 
divisão geográfica do Brasil. 

Ela propicia abordar os conceitos e a linguagem dos 
conjuntos, tais como a ideia de conjunto e as relações de 
pertinência e inclusão, assim como explorar os conceitos 
de área, densidade, IDH, PIB e população referentes às infor- 
mações estatísticas disponíveis contendo números naturais 
e racionais. 

As respostas apresentadas pelos alunos às duas ques- 
tões propostas constituem um instrumento para o pro- 
fessor avaliar o nível de compreensão das informações 
apresentadas. 


1. Porto Alegre. 
2. Região Nordeste. 


Tópicos 
Números 


A noção de conjunto 


Objetos de conhecimento (associados às Matrizes 
de Referência para o Enem 2009) 


Conhecimentos numéricos — operações 
em conjuntos numéricos 


Habilidade 


Competência 


Conhecimentos numéricos — operações 


em conjuntos numéricos/desigualdades 


Conjunto dos números naturais (IN) em conjuntos numéricos C1 H1/H3 
Conjunto dos números inteiros (Z fonnedmentos aeae APS AROA € H1/H3 
J em conjuntos numéricos 

Conjunto dos números racionais (Q) conhecimentos SN P ARETAS €1 H1/H3 
em conjuntos numéricos/desigualdades 

Números irracionais Connëcimentos AA o Ra a C1 H1/H3 
em conjuntos numéricos/desigualdades 

Conjunto dos números reais (IR) conhecimentos numéricos = apelações €1 H1/H3/H5 


A linguagem de conjuntos 


Intervalos reais 


Situações-problema envolvendo 
números reais, grandezas e medidas 


Conhecimentos numéricos — operações em 
conjuntos numéricos/Conhecimentos geométricos C1/C3 
— grandezas, unidades de medida. 


A linguagem dos conjuntos não tem mais o caráter cen- 
tral no ensino de Matemática que teve durante o Movimen- 
to da Matemática Moderna, porém seu estudo continua 
fundamental. Ela unifica praticamente todas as áreas da 
Matemática. 

Os alunos chegam ao Ensino Médio, mesmo sem perce- 
ber, já com vivências e noções intuitivas sobre conjuntos. 
Por exemplo, usam a nomenclatura: conjunto dos números 
naturais, conjunto solução de uma equação, etc. Neste ca- 
pítulo o aluno será apresentado a conceitos e ferramentas 
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novas (relações de pertinência e inclusão, operações com 
conjuntos, conjuntos complementares, intervalos, etc.) e 
revisará e formalizará a utilização de ferramentas que, de 
tão corriqueiras, passavam quase que despercebidas (con- 
juntos numéricos, reta numérica, valores absolutos, etc.). 
Este capítulo está dividido em duas partes principais. 
Começa com a noção de conjunto e dos conjuntos numéricos, 
apresentando-os numa evolução lógica. Essa apresentação 
é complementada pelas motivações históricas. Nessa parte, 
existem várias oportunidades para a revisão das operações 


básicas, como as operações com frações, com números deci- 
mais e desigualdades. A associação dos números com a reta 
numerada, os conceitos de grandezas comensuráveis e inco- 
mensuráveis são temas que incentivam a discussão e moti- 
vam o aluno a estabelecer relações mais elaboradas das que 
já conheciam. 

Os exercícios contemplam diversos aspectos da apren- 
dizagem: fixação do uso da linguagem (do 1 ao 7 e o 11), 
identificação e classificação (9 e 10), ordenação (5 e 8) e fi- 
xação do conteúdo (do 12 ao 14). 

No exercício 12, a equipe deverá explorar uma série de 
exemplos, procurando um padrão que possa ser inferido. 
Em seguida, deverá conjecturar uma regra para aquele 
padrão e, por fim, tentar provar que a conjectura é correta. 
Uma conjectura demonstrada passa a ser um teorema. 
É bastante provável que as equipes não consigam demons- 
trar sozinhas a conjectura, já que em geral não têm expe- 
riência em fazê-lo. Não há problema algum nisso, é espe- 
rado que o professor assuma nesse momento e faça a 
demonstração na lousa para os alunos verem como é. 
O importante nessa atividade é que eles entendam que a 
observação de padrões pode levar a conjecturas; que as 
conjecturas devem ser provadas para ter validade. Além 
disso, é importante que eles tomem contato com a de- 
monstração, mesmo que não haja muito rigor envolvido 
nesse primeiro momento. Na seção Atividades comple- 
mentares à Unidade 1, apresentamos outra atividade des- 
se tipo. 

A segunda parte do capítulo é dedicada à linguagem 
dos conjuntos propriamente dita. As relações de inclusão, 
pertinência e complementaridade e as operações de in- 
tersecção, união e diferença são trabalhadas e ilustradas 
com exercícios. Sua aplicação prática fica evidenciada nos 
exercícios: relação de inclusão e conjuntos complemen- 
tares (do 15 ao 17), fixação do uso da linguagem (do 18 ao 
23,33, 34, do 37 ao 43) e aplicação (24 a 28). O exercício 
26 apresenta um exemplo de aplicação real utilizada pe- 
los buscadores de informações na internet. 

O capítulo oferece algumas seções especiais, que com- 
plementam e ampliam os conteúdos estudados. Cabe ao 
professor selecionar, de acordo com seu planejamento, quais 
e quando utilizá-las. 

A seção Leitura oferece duas oportunidades: trabalhar 
em conjunto com o professor de Filosofia e apresentar o que 
é uma prova por absurdo. 

Aincomensurabilidade da diagonal do quadrado é con- 
siderada por muitos historiadores das ciências como a 
primeira revolução científica. O dogma pitagórico de que 
“tudo é número” não se restringia à Matemática, estrutu- 
rava todo o pensamento filosófico. E o desconforto causa- 
do por essa descoberta foi tão grande que os pitagóricos 
nunca conseguiram encontrar uma solução satisfatória 
para essa crise. Esse problema aparece em um diálogo de 
Platão intitulado “Ménon”. 


Em relação à prova por absurdo, é uma ótima oportuni- 
dade para esclarecer alguns pontos importantes, como o 
conceito de prova, de implicação, o princípio da exclusão, a 
utilização do sinal de igual e a definição de número par. 
A abordagem da seção Um pouco mais... pode ajudar o pro- 
fessor que escolher aprofundar esses temas. 

Ninguém melhor do que o professor para conhecer a 
maturidade da turma e seus conhecimentos prévios. Todos 
esses assuntos podem ser tratados em níveis básicos, quase 
meramente ilustrativos, ou desafiadores, gerando discus- 
sões e demandando pesquisas. 

Os exercícios resolvidos sensibilizam os alunos sobre 
quais são os passos necessários para solucionar um proble- 
ma. Nem sempre a pergunta está evidente. O primeiro pas- 
so é identificá-la. Depois encontrar e organizar os dados, 
planejar, executar e verificar a solução. Boa parte dos alunos 
não foi apresentada a esses hábitos simples nem imagina 
como eles facilitam o trabalho. 

Na parte final do capítulo são apresentadas situações- 
-problema que incentivam o cálculo mental e o raciocínio 
lógico, relacionando o conteúdo estudado com questões 
de saúde, ciências naturais e sociais. O professor deve ava- 
liar a estratégia de não deixar para utilizar esses exercícios 
apenas no final, mas ao longo do capítulo. 

Na seção Um pouco mais..., a relação de implicação 
lógica foi separada como um assunto que fica a critério do 
professor incluí-lo ou não no curso. Se, ao longo do curso, 
o professor planeja fazer uma abordagem mais formal das 
funções e inequações, pode ser bastante proveitoso dedi- 
car algumas aulas para esse assunto. Se a opção for por 
uma abordagem mais intuitiva ou aplicada, essa seção 
pode ser suprimida em benefício de uma atenção maior 
aos exercícios propostos nas situações-problema. A seguir 
apresentamos algumas atividades que podem enriquecer 
o trabalho com essa seção. 


1. Escreva como se lê a implicação p = q sabendo que: 
p:n é um número natural par; 
q:n é um número escrito na forma n = 2m, com m EIN. 


Resolução: 


* Ser um número par implica ser um número escrito na 
forma n = 2m, com m EIN. 


* Ser um número par acarreta ser um número escrito 
na forma n = 2m, com m E IN. 


* Se x é um número par, então x é um número escrito 
na forma n = 2m, com m E IN. 


* Ser um número par é condição suficiente para ser um 
número escrito na forma n = 2m, com m E IN. 


* Ser um número escrito na forma n = 2m, com m EN, 
é condição necessária para ser um número par. 


* Todo número par é escrito na forma n = 2m, com 
melN. 
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É 


2. 


No exercício anterior, a recíproca q = p é verdadeira? 
Em caso positivo, como se escreve a equivalência das 
duas propriedades? 


Resolução: 

A recíproca q = p é verdadeira. Então: 

* ser um número par é equivalente a escrever o número 
na forma n =2m,m ENN. 

* x é um número par se, e somente se, x é escrito na 
forman =2m,m ENN. 

* ser um número par é condição necessária e suficiente 
para ser escrito na forma n = 2m, m E IN. 

Simbolicamente, p & q. 


Escreva, na forma de conjuntos, os silogismos: 
a) Todo retângulo é paralelogramo. 

Todo paralelogramo é quadrilátero. 

Então, todo retângulo é quadrilátero. 
b) Todo aluno pertence a uma classe. 

Toda classe pertence a uma escola. 

Então, todo aluno pertence a uma escola. 
c) Todo recifense é pernambucano. 

Todo pernambucano é brasileiro. 

Então, todo recifense é brasileiro. 


Resolução: 
aJRCPePCOCRCO 
bD)aeCeCeEE>aEE 
c) rEPePEB>rEB 
Escreva os conjuntos definidos pelas propriedades, a 
implicação lógica e a inclusão de conjuntos: 
a) Considerando o universo dos números reais: 
p:n é um número natural par; 
q: n é um número natural. 
b) Considerando o universo dos polígonos: 
p:x é um trapézio; 
q: x é um quadrilátero. 
Resolução: 
a) A = {0,2, 4, 6, ..ț; B = {0,1, 2,3,4,5% p>q;A CB 
b) A = {trapézio} B = (quadrilátero; p > q; A C B 
Formule um silogismo envolvendo os conjuntos numé- 
ricos IN, Z e Q. 
Resolução: 
Exemplo: Todo número natural é inteiro. Todo número 


inteiro é racional. Portanto, todo número natural é 
racional. 


Escreva a contrapositiva da implicação p = q em que: 
p: número natural maior do que 2 primo. 

q: número natural maior do que 2 ímpar. 

p = q: se um número natural maior do que 2 é primo, 
então ele é ímpar. 


Resolução: 

q': número natural maior do que 2, par. 

p': número natural maior do que 2, não primo. 

q' = p': se um número natural maior do que 2 é par, 
então ele não é primo. 
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7. Escreva a contrapositiva das implicações: 


a) “Se um número quadrado perfeito é par, então sua 
raiz quadrada é par” 


b) “Se um número é par, então esse número é divisível 
por 2” 
Resolução: 
a) p: número quadrado perfeito par. 
q: a raiz quadrada desse número é par. 
p>9 
p': número quadrado perfeito ímpar. 
q':a raiz quadrada desse número é ímpar. 


q' > p': se a raiz quadrada de um número é ímpar, 
então esse número é quadrado perfeito ímpar. 


b) p: número par. 
q: número divisível por 2. 
Pp>q 
q': número não divisível por 2. 
p': número ímpar. 
q' > p':se um número não é divisível por 2, então ele 
é um número ímpar. 


8. Escreva a contrapositiva da implicação: 


“Se duas retas distintas (r e s) de um plano a são per- 
pendiculares a uma terceira reta (t) desse plano, então 
elas (r e s) são paralelas.” 


Resolução: 

p: duas retas distintas (r e s) de um plano a são perpen- 
diculares a uma terceira reta (t) desse plano. 

q: as retas distintas (r e s) do plano a são paralelas. 

p = q: se duas retas distintas (r e s) de um plano a são 
perpendiculares a uma terceira reta (t) desse plano, en- 
tão elas (re s) são paralelas. 

p":as retas distintas (r e s) do plano a não são, simulta- 
neamente, perpendiculares a uma terceira reta t desse 
plano a. 

q’: duas retas distintas (r e s) de um plano a não são 
paralelas. 

q = p':se duas retas distintas (r e s) de um plano anão 
são paralelas, então elas (r e s) não são, simultaneamen- 
te, perpendiculares a uma terceira reta (t) desse plano. 


Capítulo 2 — Funções 


Tópico Objetos de conhecimento (associados às Matrizes Competência Habilidade 
P de Referência para o Enem 2009) P 
Um pouco da história das funções Relação de dependência entre grandezas c4 H15 
Explorando intuitivamente anoçao Relação de dependência entre grandezas c4 H15 
de função i 
A noção de função por meio de E E 
a 7 Relação de dependência entre grandezas c4 H15 
conjuntos ; 
Domínio, contradomínio e conjunto OperaçoesemiconjuntosnumeEricos; 
: í J desigualdades, Relação de dependência entre C1/C4 H1/H3/H15 
imagem 
grandezas 
Estudo do dominio deita Operações em conjuntos numéricos, 
E desigualdades, Relação de dependência entre C1/C4 H1/H3/H15 
função real i 
j grandezas 
cobrdenidds cartesianas: Conhecimento algébrico/geométrico 5 c5 H21 
plano cartesiano 
Gráfico de uma função Conhecimento algébrico — gráficos e funções cs H20 
runçao crescente-e função a Conhecimento algébrico — gráficos e funções c5 H20/H21/H22 
decrescente: analisando gráficos z 
Taxa de variação média de uma E £ 
função 
Função injetiva, sobrejetiva e B y 
bijetiva 
Função e sequências Conhecimentos numéricos sequence CICS H2/H3/H21/H22/H23 
z progressões/conhecimentos algébricos 


Associar dois eventos distintos em uma relação de cau- 
sa e efeito é a base de todas as ciências. Todo ser vivo, intui- 
tivamente, utiliza-se o tempo todo das funções para tomar 
suas decisões. Em Matemática, as funções ocupam papel 
central e estruturador. 

Uma maneira de começar a abordar o tema é brincar com 
a ideia de “máquina”. Sem avisar aos alunos do que se trata, 
o professor pensa em alguma função simples, por exemplo 
f(x) = 3x, pede a algum aluno que diga um número, faz a 
“conta de cabeça” e fala o resultado para os alunos. O proces- 
so se repete até que os alunos descubram qual é a regra de 
formação, qual é a lei usada para associar os números. 

Inicialmente é natural que os alunos digam números 
aleatórios e não consigam perceber o padrão das respostas. 
O professor pode mostrar as vantagens de, em vez de chutar 
números sem critério, investigar o que acontece quando se 
escolhe uma variação controlada, seguindo a ordem dos 
números naturais, por exemplo. 

Conforme os alunos forem compreendendo a brincadei- 
ra,as funções podem ir se sofisticando aos poucos; por exem- 
plo, f(x) = 5x, f(x) = —2x, f(x) = x + 2, fl) = 3x + 2, f(x) = x, 
etc. Quando a brincadeira começar a perder a graça, será hora 
de formalizar os conceitos envolvidos. 

Os dois primeiros tópicos de conteúdo e os exercícios de 
1a 10 ajudarão os alunos a compreender o que são grande- 
zas variáveis, o que são variáveis independentes e depen- 
dentes, a relação entre elas e como representá-las por uma 


fórmula matemática. O exercício 2 retoma conceitos funda- 
mentais da geometria. 

Uma fonte comum de confusão é a nomenclatura das 

funções nas fórmulas matemáticas; por exemplo, qual é a 
diferença de escrever f(x) = 2x e y = 2x? É importante dei- 
xar claro que as letras utilizadas são arbitrárias e podemos 
utilizar as que quisermos. Em geral, utilizam-se as letras 
x ey, mas podemos utilizar letras que nos ajudem a lembrar 
do que se trata a função. Por exemplo, se quisermos repre- 
sentar o perímetro em função do lado, é natural que utili- 
zemos P(t) = 4€, já que P é a inicial da palavra “perímetro” 
e £ éa inicial de “lado”. Mas nada nos impediria de utilizar 
f(x) = 4x para representar exatamente a mesma situação. 
E por que, nesta última equação, o x aparece dos dois lados? 
Não poderíamos utilizar simplesmente f = 4x ou y = 4x? 
Sim, em muitas situações utilizaremos essa nomenclatura, 
mas a notação f(x) = 4x tem uma vantagem importante: 
ela ressalta quem é a variável da função. Imagine se nos 
fosse apresentada a função y = abc. Apenas com essa in- 
formação é impossível determinar qual é a variável inde- 
pendente da função y. Agora, se nos for apresentada a 
função y(a) = abc, já sabemos que a é a variável e b e c são 
coeficientes constantes. 

Depois de formalizar a noção intuitiva e apresentar as 
primeiras características da linguagem, as próximas quatro 
seções ajudarão os alunos a construir, a partir da linguagem 
dos conjuntos, uma base para o estudo das funções. 
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A função é um tipo especial de correspondência entre 
dois conjuntos. Quando conseguimos uma lei que associa 
cada um dos elementos de um conjunto (que chamamos 
domínio) a um único elemento de outro conjunto (que cha- 
mamos contradomínio), temos uma função. 

A seguir, apresentamos uma atividade sobre domínio: 


Observe as funções: 
a) f:A — B definida por f(x) = x + 2 
b) g:A > B definida por g(x) = x — 2 
c) h: A > B definida por h(x) = 2x 


d) j:A > B definida por j(x) = o 


Essas funções estão bem definidas se A = B = IN? E se 
A=B=IR? 
Resolução: 
Esse exercício visa mostrar que as operações de subtração 
e divisão nem sempre estão definidas para o conjunto 
dos números naturais, reforçando a necessidade históri- 
ca do surgimento dos outros conjuntos numéricos, em 
especial o conjunto dos números reais, estudado no ca- 
pítulo 1. Nos itens a e c, não faz diferença se a função está 
definida de IN em IN ou de IR em R. Já nos itens be d as 
funções não estão bem definidas de IN em IN, pois, por 


exemplo, g(0) = 0 —-2= -2 ¢ Ne j(1) = 4 é N. 


No estudo do domínio de uma função real é importan- 
te destacar que, caso não se diga nada sobre o domínio da 
função, existem duas possibilidades de restrições a ele: de- 
nominador igual a zero e raiz de índice par de um número 
negativo. 

Caso a função apresente a variável no denominador é 
preciso garantir que esse nunca seja igual a zero. Não é a 
variável que não pode ser zero, é o denominador. Quando 


fix = 1 basta que x # 0. Caso a função seja um pouco 


; 1 $ > 
mais complexa, por exemplo, f(x) = -y gé Preciso garan- 
x 


tir que x + 6 0, ou seja, x £ —6. 

A mesma coisa acontece quando a variável se encontra 
dentro de uma raiz de índice par (Vx, Yx 4x, =) . Não bas- 
ta ter x = 0,0 radicando inteiro tem que ser maior que zero. 

Antes de entrar nos estudos dos gráficos das funções, é 
preciso ter certeza de que os alunos já tenham familiarida- 
de com o sistema de coordenadas cartesianas. Caso não 
tenham, existem vários jogos que podem ajudar. O principal 
e mais simples é o jogo de batalha naval, que pode ser im- 
provisado com papel quadriculado. Jogos de tabuleiro, como 
o xadrez, também podem ser utilizados para mostrar ao 
aluno como funciona o posicionamento baseado em dois 
eixos de referência. 

Os exercícios 20 a 22 são simples, mas exigem muita 
atenção. É importante que os alunos adquiram confiança e 
clareza ao lidar com os sistemas de coordenadas para pros- 
seguir nos estudos das funções. Se sentir necessidade, amplie 
os exercícios, criando outros pontos. Uma proposta de ativi- 
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dade em duplas é um aluno escolher as coordenadas dos 
pontos e o outro encontrá-los no gráfico. Ou, de maneira 
complementar, um aluno desenha os pontos no gráfico, en- 
quanto o outro encontra as coordenadas. 

Os tópicos Distância entre dois pontos e Equação de 
uma circunferência apresentam dois conceitos simples da 
geometria que podem ser abordados de forma analítica. 
Esse assunto será tratado com maior riqueza de detalhes 
no volume 3, mas sua apresentação neste ponto é útil para 
estabelecer conexões entre os conteúdos e ampliar a per- 
cepção dos alunos. 

O estudo da dupla gráfico-equação de uma função nos 
fornece praticamente toda a informação que precisamos 
saber sobre a função. Da mesma forma que nos diagramas 
do tópico A noção de função por meio de conjuntos podía- 
mos determinar se a correspondência entre os conjuntos 
era uma função, poderemos fazer essa análise partindo do 
gráfico. A ideia de cada elemento do domínio ter apenas 
uma imagem fica fácil de verificar. Basta traçar retas para- 
lelas ao eixo y. Se existir alguma dessas retas que “cruze” 
(intersecte) mais de uma vez o gráfico, ele não representa 
uma função. 

Na abordagem da Construção de gráficos de funções, 
alguns detalhes são fundamentais. O primeiro deles é o 
tamanho da tabela e a quantidade de pontos necessários. 
No exemplo a, o domínio da função tem apenas três nú- 
meros, ou seja, ao encontrar os três pares ordenados, de- 
terminamos a função. No exemplo b é simplesmente 
impossível encontrar todos os pares ordenados que com- 
põem a função, pois o domínio é o conjunto dos números 
reais, que é infinito. Em geral, costuma-se escolher alguns 
pontos em torno do eixo y. Mas é importante ficar claro 
que essa escolha é arbitrária. Nada nos impede de escolher 
os valores 9, 81, 729, 6561 para fazer o gráfico, que seria 
uma escolha absurda para a função f(x) = 2x + 1, mas uma 
escolha natural para a função f(x) = log, x. Essa questão 
será bastante trabalhada e ficará mais clara nos capítulos 
seguintes. 

Quando estão fazendo gráficos, os alunos tendem a ligar 
os pontos, mas isso só pode ser feito caso o domínio da 
função permita. Se o domínio é o conjunto dos números 
naturais, não faz sentido que ao valor 1,5 seja associado a 
algum outro valor, pois 1,5 não é um elemento de IN. Então, 
na reta paralela ao eixo y que passa por x = 1,5, não pode 
haver nenhum ponto marcado. 

Em qualquer exercício que envolva a construção de grá- 
ficos, grande atenção deve ser dada às escalas, pois pode 
haver um descaso, gerando espaçamentos variados entre 
os números. É importante que os alunos percebam que os 
eixos coordenados são duas retas numeradas e que é pre- 
ciso manter sempre a regularidade entre as distâncias. 
O erro que pode surgir pelo excesso de preciosismo é o alu- 
no acreditar que os dois eixos devem ter sempre a mesma 
escala (escala 1 : 1). Acontece que, na grande maioria dos 


casos, o gráfico fica mais “bonito” e compreensível quando 
se escolhe escalas diferentes. Os exemplos do começo do 
capítulo deixam isso bem claro. No exemplo do preço do 
combustível é até possível manter os dois eixos com a mes- 
ma escala. Mas, no exemplo do carro no piloto automático, 
se for usada a mesma escala, o desenho do gráfico será uma 
linha quase sobreposta ao eixo y, que mais confundirá do 
que esclarecerá como se comporta a função. 

Por último, quando o domínio for o conjunto dos núme- 
ros reais, o desenho do gráfico tem que ir até o limite dos 
eixos. Se imaginarmos que os eixos formam uma tela, o 
gráfico tem que ir até as bordas dessa tela. Se não for, sig- 
nifica que o domínio da função também só vai até aquele 
ponto. Essa questão fica clara nos exercícios 32 e 33. 

O estudo do comportamento das funções, que é feito 
no tópico Função crescente e função decrescente: anali- 
sando gráficos, é fundamental para vários desdobramen- 
tos. A função representada pela lei f(x) = 2x + 1 vale 1 
quando a variável x vale 0. O valor dela muda conforme x 
vai variando. Se x for igual a 5, a função passa a valer 11. 
Determinar onde a função é crescente significa encontrar 
os intervalos do domínio onde, conforme o valor de x cres- 
ce,o valor de y também cresce. Saber encontrar os zeros e 
os pontos de máximo e de mínimo das funções facilitará 
bastante na resolução de problemas que envolvam fun- 
ções, como no exercício 37. 

Um complemento importante para o estudo do com- 
portamento das funções é o estudo das taxas de variação. 
A ideia é muito simples: quanto a função muda se aumen- 
tarmos um tanto o valor de x? 

O tópico Função injetiva, sobrejetiva e bijetiva formali- 
za conceitos fundamentais, vistos de forma intuitiva no 
começo do capítulo. Cabe ao professor escolher qual o nível 
de profundidade trabalhará com sua turma. De qualquer 
forma, os exercícios 38,39 e 40 são simples e podem ajudar 
os alunos a sedimentar o que foi aprendido. 

Durante o estudo das funções, principalmente no estu- 
do das funções afins, é comum que alguns alunos procurem 
outras estratégias para chegar aos resultados. Frases como 
“eu resolvi por lógica” ou “eu prefiro regra de três” são co- 
muns. Não há problema nenhum nisso, exceto quando ser- 
ve de desculpa para não aprender as novas ferramentas que 
estão sendo oferecidas. 

O último tópico do capítulo antecipa o estudo das se- 
quências, que será desenvolvido no capítulo 7. Muitos dos 
problemas que podem ser resolvidos com funções afins 
também podem ser resolvidos com as ferramentas das 
progressões aritméticas. O mesmo acontece em relação às 
funções exponenciais e logarítmicas e as progressões geo- 
métricas. É importante que os alunos percebam que as fer- 
ramentas não são excludentes. Pelo contrário, dominar mais 
de uma ferramenta é fundamental para poder escolher qual 
é a melhor para cada situação. 


A seção Pensando no Enem apresenta três exercícios 
que ajudam a desenvolver a interpretação de texto, habili- 
dade tão importante para o aluno. Uma das questões foi 
retirada da prova do Enem de 2012. 

A seção Outros contextos apresenta um assunto rela- 
cionado à saúde e propõe atividades que exemplificam 
como as ferramentas matemáticas ajudam a compreender 
um assunto e a tomar decisões. É um momento de interdis- 
ciplinaridade com Biologia. 

A seção Vestibulares de Norte a Sul objetiva trazer para 
os alunos amostras de exercícios dos vestibulares de todo 
o Brasil. É importante que eles testem o conhecimento 
adquirido no capítulo com os mais variados tipos de exer- 
cícios, e nessa seção apresentamos exercícios relevantes 
para esse fim. 


Atividades complementares à Unidade 1 


A seguir apresentamos duas atividades de exploração 
e investigação que contribuem para o desenvolvimento do 
raciocínio lógico dos alunos. Esse tipo de atividade deve 
ser feito em equipe, geralmente de 2 a 4 alunos. Por falta 
de hábito, os alunos em geral não gostam de explorar e 
investigar, desistem logo ou não se interessam, por deman- 
darem um tempo maior na resolução, como na atividade 
2,0u exigir concentração, como na atividade 1. Dessa forma, 
é importante que o professor esteja presente atendendo 
às equipes, validando ideias ou ajudando para que elas 
apareçam. Caso a maioria das equipes apresente dificul- 
dade em algum ponto, é adequado ir à lousa e dar uma 
dica de resolução. 


1. Dessas 10 afirmações: 
|. A afirmação Il é falsa 
Il. A afirmação III é falsa. 
HI. A afirmação IV é falsa. 


IX. A afirmação X é falsa. 
X. Aafirmação | é falsa. 


Investigue e descubra: Quantas afirmações são verda- 
deiras? E quantas são falsas? 


Resolução: 


Suponha que a afirmação I seja verdadeira; então a Il é 
falsa. Mas, então, a III é verdadeira, e assim por diante. 
Suponha agora que I seja falsa; então a Il é verdadeira. 
Mas, então, a Ill é falsa, e assim por diante. Portanto, são 
5 verdadeiras e 5 falsas, mas não sabemos quais são 
verdadeiras e quais são falsas. 


2. Seja S, = (1,2,3,4,...n). Investigue e descubra para que 
tipos de números naturais n pode-se efetuar uma par- 
tição em S,, em dois subconjuntos, de modo que a 
soma dos elementos de cada subconjunto seja a mes- 
ma. Por exemplo, S, = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) pode ser sepa- 
rado em {1, 6, 7} e {2, 3, 4, 5}, pois em ambos a soma dos 
elementos é 14. 
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E 


Resolução: 

S= {I}e S, (1,2) > não é possível 

S,= {1, 2, 3} > é possível: {1,2} e {3} 

S, ={1, 2, 3, 4} > é possível: {1, 4} e (2,3) 

S, = {1, 2,3, 4,5} > não é possível 

S; = {1, 2, 3, 4,5, 6} > não é possível 

S, = {1, 2,3,4, 5, 6, 7} > é possível: {1, 6, 7} e {2, 3,4, 5} 

S; = {1, 2,3,4,5, 6,7, 8} > é possível: {1, 2,4, 5, 6} e {3,7, 8} 
E assim por diante. 


O aluno deve perceber que quando o índice do S é 4n ou 
4n — 1 para n = 1,2,3,4, ..., ou seja, S}, Sy Sy Sg Siy SS 


172122015" 
Sẹ etc. é possível essa partição. 


A atividade 3 deve ser desenvolvida em equipe (2,3 ou 


4 alunos); o objetivo dela é levar o aluno a explorar, inferir, 
conjecturar e provar. Nessa atividade, a equipe deverá ex- 
plorar uma série de exemplos, procurando um padrão que 
possa ser inferido (concluído, deduzido). Em seguida, deve- 
rá conjecturar uma regra para aquele padrão e tentar provar 
que a conjectura é correta. Uma conjectura demonstrada 
passa a ser um teorema. 


3. Efetue cada operação abaixo: 


.3+5 *9+23 
“5+7 e 101 + 201 
“1+9 * 25 + 69 
e 13 +13 9+1 


a) Note que só foram usados números ímpares nas ope- 
rações acima. E sobre os resultados obtidos? Há al- 
gum padrão que possa ser percebido em todos esses 
resultados? 

b) Conjecture uma regra para esse padrão (uma hipó- 
tese sobre o padrão observado). Algo do tipo:“sempre 
que ...” ou “toda ...”. 

c) Lembrando que qualquer numero ímpar p sempre 
pode ser escrito na forma p = 2n + 1, em que n é 
natural, tente provar a conjectura acima. 


Resolução: 

3+ 5=8 9+ 23=32 
5+ 7=12 101 + 201 = 302 
1+ 9=10 25+ 69 = 94 
13 +13 = 26 9+ 1=20 


a) Todos os resultados são números pares. 

b) Sempre que se soma dois números ímpares, o resul- 
tado é par ou toda soma de dois números ímpares 
resulta em um número par. 

c) Se p e q são ímpares, então podemos escrever 
p=2n+1eq=2m +1,em que nem podem assu- 
mir qualquer valor natural 0,1, 2,3, ... 


Assim, p +q =2n+1+2m+1=2n+2m+2= 
=2(n + m + 1) = 2k, pois a soma de 3 números na- 
turais (n,m e 1) é ainda um natural k.Como p + q está 
representado por 2k, k assumindo valores 0,1,2,3,..., 
concluímos que p + q é um número par, como que- 
ríamos demonstrar. 
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A atividade a seguir deve ser desenvolvida em equipe e 
relaciona conteúdos de Matemática e Biologia. Ela pode ser 
proposta como um miniprojeto interdisciplinar. 


4. No início do século XX o cientista austríaco Karl Landsteiner, 


com amostras de sangue de diversas pessoas, isolou as 
hemácias (glóbulos vermelhos) e fez com elas diversas con- 
binações envolvendo o plasma. Verificou com isso a aglu- 
tinação dos glóbulos em alguns desses casos e, com base 
nesses resultados, classificou os seres humanos em grupos 
sanguíneos e criou o sistema ABO. 


Aglutinogênio | Aglutinina (no 


Tipo sanguíneo | (na membrana plasma das 
das hemácias) hemácias) 
A A Anti-B 
B B Anti-A 
AB AB Ausência 
(0) Ausência Anti-A e Anti-B 


Essas informações são muito importantes, pois permi- 
tem saber quais tipos sanguíneos podem ser doados ou 
recebidos por um paciente que necessite de transfusão 
de sangue. Pessoas do grupo A têm aglutinogênio A, e 
pessoas do grupo O não possuem aglutinogênio. Ter a 
aglutinina apenas anti-B, por exemplo, significa que o 
paciente não pode receber sangue do tipo B, mas pode 
receber dos tipos A e O. Abaixo temos um esquema que 
fornece a informação de quem um indivíduo pode re- 
ceber sangue. 


(ABN 


R > 


(0) 


Parte |: Com base no texto e nos seus conhecimentos, 

responda o que se pede: 

a) Um indivíduo que tem sangue do tipo A pode receber 
sangue de que tipos? E um indivíduo que tem sangue 
do tipo O? 

b) Um indivíduo com sangue do tipo B pode doar sangue 
para quais grupos sanguíneos? 

c) Construa um diagrama de Venn utilizando as agluti- 
ninas e o tipo sanguíneo. Se necessário, faça uma 
tabela para facilitar a sua visualização. 

d) Existe um tipo sanguíneo que é conhecido como re- 
ceptor universal, ou seja, pode receber qualquer um 
dos tipos sanguíneos. Qual o tipo de sangue do re- 
ceptor universal? E qual o tipo do doador universal? 


Parte Il: Faça uma pesquisa em sua sala de aula e preen- 
cha a tabela abaixo: 


Tipo sanguíneo Quantidade de alunos 


A 


AB 


(0) 


Não sabe 


e) Qual o tipo sanguíneo mais frequente na sua sala? 

f) Faça um gráfico de setores com os tipos sanguíneos 
da classe. 

g) Determine o número de colegas para quem cada in- 
tegrante da equipe poderia doar sangue. 

h) Determine o número de colegas de quem cada inte- 
grante da equipe poderia receber sangue. 

i) Pesquise dois casos em que uma pessoa não pode 
doar sangue? 


Parte Ill: Resolva a situação-problema a seguir: 

j) André, Bia, Carlos, Denise e Eduardo são amigos e 
estavam discutindo a respeito de quem poderia doar 
sangue para quem. Bia é receptora universal. Carlos 
não possui aglutinogênio. Denise só pode doar san- 
gue para Carlos. Eduardo tem sangue tipo A. André 
pode doar sangue para apenas uma pessoa e receber 
apenas de Carlos e Denise. Qual é o tipo sanguíneo 
de André? 


O ato de doar sangue é uma prova de amor e 
solidariedade. Entre diversos requisitos, para doar 
sangue é necessário ter mais de 18 anos e pesar 
mais de 50 quilos. 


Resolução: 

Os alunos podem ser solicitados a montar uma tabela 
com base no diagrama que indica as relações de doação 
e recebimento de sangue, como a seguir: 


Tipo sanguíneo Para soa pode | De Tarn pane 
A AeAB Aeo 
B Be AB BeO 
AB AB todos 
(0) todos (0) 


É importante comentar com os alunos que a tipagem 
sanguínea estará completa com o fator Rh, que pode ser 
positivo ou negativo, porém não será discutido nesse 
trabalho. 


a) A e O. Somente O. 


b) B e AB. 
c) Aglutinina 
A B 
O 
d) AB. O. 


e); f); g); h) e i): Respostas pessoais. 

j) Bia, receptora universal —> AB 
Carlos, sem aglutinogênio > O 
Denise só pode receber sangue de Carlos > O 
Eduardo > A 


André pode doar sangue para apenas uma pessoa 
e receber de Carlos e Denise; então seu tipo san- 
guíneo é B, pois se seu sangue fosse O ou A ele 
poderia doar para 3 pessoas. Se seu sangue fosse 
A poderia doar para 2 pessoas. E se seu sangue fos- 
se AB, ele poderia receber de Bia. Logo, seu sangue 
é do tipo B. 


Unidade 2 — Função afim e 
função quadrática 

Nesta unidade abordaremos a função afim, a função 
modular e a função quadrática. A função modular é apresen- 
tada como uma função afim por partes, o que acreditamos 
facilitar o entendimento desse conteúdo. 

A abertura da unidade apresenta algumas formas pre- 
sentes no cotidiano que se assemelham à parábola, repre- 
sentação gráfica de uma função quadrática ou polinomial 
do 2º grau. Ela possibilita ao professor explorar as caracte- 
rísticas desse tipo de curva, tais como ponto de máximo (ou 
de mínimo), concavidade, eixo de simetria, a impossibilida- 
de de uso da régua na construção de formas parabólicas, 
etc. e, assim, investigar o conhecimento prévio dos alunos 
que poderão nortear o seu trabalho. 

As respostas esperadas para os questionamentos são: 


1. Não, somente as funções quadráticas. 


2. Por exemplo, na Ponte Juscelino Kubitschek, em Brasília; 
na montanha-russa do parque Canada's Wonderland, 
em Behemoth, no Canadá e na Igreja São Francisco de 
Assis, em Belo Horizonte, etc. 
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Capítulo 3 — Função afim e função modular 


Tópico Objetos de conhecimento (associados às Competência Habilidade 
P Matrizes de Referência para o Enem 2009) P 
; od ais Conhecimento algébrico — 
Situações iniciais E : $ 
i função polinomial de 1º grau 
Definição de função afim PR E c5 H19/H20/H21/H22/H23 
7 7 unção polinomial de 1º grau 
Valor de uma função afim AE E 
: unção polinomial de 1º grau 
Taxa de variação média da x E E 
função afim f(x) = ax + b 
Determinação de uma Conhecimento algébrico — c5 H19/H20/H21/H23 
função afim função polinomial de 1° grau 
Gráfico da função afim Conhecimento algébrico — CS/C6 H19/H20/H21/H24/H24/H25 
fix) =ax+b função polinomial de 1º grau 
Conexão entre função Conhecimento algébrico/geométrico — 
; on rs : C5 H22/H23 
afim e Geometria analítica plano cartesiano, retas 
Zero da fino afim Conhecimento algébrico/geométrico c5 H20/H22 
E plano cartesiano, retas 
Estudo dosinal'da funçao Conhecimento algébrico/geométrico — 
afim e de inequações do Es c5 H19/H20/H21/H22 
o À plano cartesiano, retas 
1° grau 
Conexão entre função afim e Conhecimento numérico/conhecimento cics H2/H21 
progressão aritmética (PA) algébrico 
Conexão entre função afim e 
a Física (movimento 
uniforme) 
c E tre funcão li Conhecimento numérico — razões e 
enexan En id ee Ipea proporções/conhecimento algébrico — C4/C3 H15/H16/H17/H18/H11 
E DEAR relação de dependência entre grandezas 
Conexão entre função linear 
e escalas 
Funções poligonais ou afins B A B 
por partes 


Neste e nos próximos três capítulos, estudaremos cinco 
tipos especiais de funções, evoluindo em complexidade. Esse 
estudo forma um conjunto de conhecimentos a respeito das 
características e da utilização das funções. Espera-se que os 
alunos compreendam e sejam capazes de reconhecer quan- 
do e qual tipo de função melhor se adequa a cada situação. 
O primeiro tipo de função que estudaremos é a função afim. 

As funções afins são funções polinomiais de grau um, 
ou seja, a variável se encontra em um polinômio, sendo que 
o maior expoente encontrado é o um. Por isso, elas também 
são conhecidas como funções polinomiais de primeiro grau. 
Na prática, toda função afim pode ser escrita na forma re- 
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duzida f(x) = ax + b, um binômio, em que a e b são números 
reais, conhecidos como coeficientes. 

As funções afins modelam situações em que as variáveis 
se associam de forma linear: variações constantes em x causam 
variações constantes em y. Na situação inicial do capítulo, se o 
representante conseguir aumentar suas vendas em R$1000,00, 
seu salário aumentará R$ 60,00. Não importa se anteriormen- 
te ele tinha vendido R$1000,00 e passou a vender R$ 2 000,00 
ou se ele tinha vendido R$ 50000,00 e passou a vender 
R$51000,00, a variação final no salário é a mesma. Esse acrés- 
cimo é a taxa de variação. Nas funções afins essa taxa é sem- 
pre constante e seu valor é o valor do coeficiente a. 


Os alunos poderiam analisar alguns gráficos para perce- 
ber a relação entre a taxa de variação e o coeficiente a, por 
exemplo, os gráficos das funções f(x) = x, g(x) = 2x, h(x) = 3x, 
i(x) = 0,5x, jlx) = =x, k(x) = —2x. 

Todas as funções afins que não são funções lineares 
apresentam uma parte fixa e outra variável. No exemplo do 
taxi, existe a bandeirada, que é um valor fixo que se paga 
independente do quanto se anda, e um valor que varia de 
acordo com a quilometragem percorrida. Esse valor fixo é o 
valor inicial, valor da função quando x = O. Ele aparece na 
função como o coeficiente b. 

Também seria interessante que os alunos analisassem al- 
guns gráficos, por exemplo, fx) = x,g(x) = x + 2, h(x) = x + 3, 
i(x) = x — 2,j(x) = x — 4, etc, para eles perceberem que o coe- 
ficiente b determina onde o gráfico intersecta o eixo y. 

Como na brincadeira da “máquina”, é possível escrever 
a lei da função a partir de valores conhecidos. Nas funções 
afins isso é bem simples, pois, como o gráfico é uma reta, 
bastam dois pontos. Esse é o passo que completa o conhe- 
cimento sobre o funcionamento dos coeficientes. Os exer- 
cícios 3, 4 e 8 contribuem para isso. Os exercícios 6 e 7 am- 
pliam o conhecimento propondo comparações entre funções 
diferentes. No tópico Determinação de uma função afim 
são apresentadas duas técnicas simples e eficientes para 
determinar qualquer função afim a partir de apenas dois 
pontos. Os exercícios 9 até 12 são indispensáveis. 

Em o Gráfico da função afim f(x) = ax + b,o aluno terá 
a oportunidade de institucionalizar os conceitos aprendidos 
sobre funções afins. Além da taxa de variação (coeficiente 
angular) e do valor inicial (coeficiente linear), é importante 
verificar a compreensão que eles têm da utilização dos ter- 
mos: reta ascendente, reta descendente, origem, identidade, 
bissetriz e constante. 

Uma função ser crescente, decrescente ou constante 
depende exclusivamente do coeficiente a. Pode ser uma 
boa ideia reforçar a utilização da linguagem matemática 
para justificar a argumentação. Podemos dizer que a função 
fix) = 2x + 1 é crescente, pois se a > 0, a função é crescen- 
te; se a = 0, a função é constante e, se a < 0, a função é 


decrescente. Como a = 2 > 0, a função é crescente. 

O conceito de bissetriz é emprestado da geometria e 
será importante no estudo de funções inversas, como a 
relação existente entre as funções exponenciais e as loga- 
rítmicas. 

Os exercícios resolvidos são uma ótima oportunidade 
de mostrar para os alunos como a argumentação na ma- 
temática funciona e é simples. É bastante comum os alu- 
nos argumentarem que, ao invés de usar o aparato das 
funções para encontrar a solução de um problema, usa- 
ram a lógica. Essa lógica costuma ser o conhecimento 
adquirido no estudo das proporções, principalmente a 
famosa regra de três. Esse desvio no caminho acaba difi- 
cultando o aprendizado das funções, e o aluno só perce- 


berá que “plantou” dificuldades quando essa lógica não 
funcionar mais no estudo das funções quadráticas. Por 
isso se justifica um especial destaque para o exercício 
resolvido 2, do Enem, que, além de relacionar praticamen- 
te todos os conceitos estudados até o momento, ainda 
apresenta uma aplicação interdisciplinar bastante co- 
mum e importante. 

No tópico Conexão entre função afim e Geometria ana- 
lítica é apresentado um elo importante com a Geometria 
analítica. Embora esse assunto só seja objeto de estudo no 
volume 3, é importante mostrar para os alunos como o mes- 
mo assunto pode ser abordado de formas diferentes. Além 
do mais, esse tópico e seus dois exercícios ajudam a fixar o 
conhecimento. 

Em Zero da função afim e Estudo do sinal da função afim 
e de inequações do 1º grau são trabalhados um dos aspectos 
práticos de maior importância no estudo das funções: o zero 
da função e o estudo dos sinais. 

A função afim, por ter expoente ímpar, necessaria- 
mente terá valores positivos e negativos. A função cres- 
cente f(x) = x + 2 começa no —% e vai até o +90. A função 
f(x) = —3x + 5, por ser decrescente (a < 0),faz o caminho 
contrário. Ambas, para passar de valores positivos para 
negativos (ou vice-versa) têm que passar pelo zero. 

Uma confusão muito comum deve ser evitada: o zero da 
função não é quando x = O. Na verdade isso é o valor inicial; 
o zero da função é o valor de x que faz com que f(x) se torne 
nula, ou seja, f(x) = 0. 

A situação apresentada no começo do tópico Estudo 
do sinal da função afim e de inequações do 1º grau é bas- 
tante próxima da realidade e motiva o estudo dos siste- 
mas de inequações. Este é um momento importante, em 
que podem ressurgir dificuldades e aparecer os problemas 
conceituais dos alunos. O método de resolução de uma 
inequação é muito parecido com o método de resolução 
de uma equação, mas não é igual. A solução de uma ine- 
quação é um conjunto contínuo de valores. Quando as 
inequações aparecem ligadas, em um sistema, o conjunto 
solução desse sistema é formado apenas pelos valores 
que solucionam todas as inequações simultaneamente. 
Os valores que solucionam apenas uma não servem como 
resposta. 

Os exercícios 36, 38, 39, 40 e 41 apresentam situações 
em que a Matemática auxilia as escolhas. Essas situações 
são típicas de um ramo importante da Matemática aplicada 
chamado pesquisa operacional. Os demais são para fixação 
dos conhecimentos estudados. 

Em Outras conexões são ressaltadas as relações entre o 
estudo das funções afins com outras áreas da Matemática 
e da Física. Essa abordagem ajuda a fixar e ampliar o conhe- 
cimento. 
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Antes de começar a trabalhar com funções modula- 
res, verifique se a ideia de módulo está clara para seus 
alunos. 

O módulo, também conhecido como valor absoluto, 
pode ser entendido como a distância da abscissa do ponto 
até a origem do sistema. E, por ser uma distância,o módu- 
lo de um número é sempre positivo. Assim, o módulo de 5 
é 5, pois ele está a cinco unidades de distância do zero, que 
é a origem da reta numerada. O módulo de —5 também é 
5, pois, apesar de estar do lado esquerdo (negativo) da reta 
numerada, ele também está a cinco unidades de distância 
do zero. Escrevemos esses dois exemplos assim |5| = 5 e 
|-5|=5. 

É fácil perceber que o módulo de um número é o pró- 
prio número, quando ele é positivo ou zero, ou é o opos- 
to dele, quando ele é negativo. De uma forma geral, o 
módulo de qualquer x E IR pode ser escrito da seguinte 
maneira: 


sex > O,então |x| = x 
sex < O,então |x| 


=X 


Trocar o sinal é a maior fonte de erros e confusões. Na 
segunda linha, não é intuitivo que —x seja um número po- 
sitivo. Como é positivo se tem um “menos” na frente? É 
preciso lembrar que esse sinal de menos só aparece na 
frente do número quando ele é negativo. Assim, o oposto 
desse número negativo é o número positivo que estamos 
buscando. 

A complicação aumenta quando, ao invés do módulo de 
um número, estamos procurando o módulo de uma expres- 
são. Por exemplo, |3 — m| ou |x + 2]. 

No primeiro exemplo, como x > 3, então, mesmo que 
não saibamos o valor exato, sabemos que 3 — m < 0, por- 
tanto temos que trocar o sinal da expressão dentro das 
barras: |3 — m| = —(3 — m) = -3 + m > 0. 

No segundo exemplo, x pode ter qualquer valor. Então 
certamente ele pode ter valores que façam a expressão 
x + 2 ser positiva e valores que a façam ser negativa. 
Assim, como nas funções afins, é preciso encontrar o va- 
lor que faz a expressão se anular e estudar seus sinais. 
Então, x + 2 = 0 > x < —2 e como f(x) = x + 2 é uma 
função crescente, temos: 


sex > —2,então |x + 2| =x +2 
sex < —2,então |x + 2| = —(x + 2) = —x —2 


Essa é a ideia fundamental para o estudo das funções 
modulares. 

Os exercícios resolvidos 7 e 8 e os exercícios 52 a 56 são 
fundamentais para essas dúvidas aparecerem e serem re- 
solvidas. 

Em relação à construção de gráficos de funções modu- 
lares, deve ser dada uma atenção especial às translações 
causadas pelo acréscimo de constantes. Não vale a pena 
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ficar buscando pontos aleatoriamente. É melhor, antes, des- 
cobrir qual é o valor que faz a expressão dentro das barras 
se anular e construir o gráfico a partir desse ponto. Como 
esse gráfico é composto de dois “pedaços” de funções afins, 
depois de encontrado o ponto onde o gráfico “faz bico”, bas- 
ta encontrar mais um ponto de cada lado. 

Por exemplo, o zero da função f(x) = |x — 3| éx = 3. 
Essa função pode ser dividida em duas partes: 


fix) = 


Para desenhar o gráfico basta encontrar um ponto à 
esquerda e outro à direita do 3. Por exemplo, f(O) e f(5). 


x—3,parax >3 
—x +3,parax < 3 


Estudando o exercício resolvido 9 e fazendo os exercícios 
57 a 60, os alunos poderão perceber por conta própria as 
características desse tipo de função. 

Na seção Matemática e tecnologia os alunos aprenderão 
como construir um gráfico de uma função com o auxílio do 
computador. O programa utilizado é a planilha eletrônica 
do software livre LibreOffice. A atividade também pode ser 
adaptada para qualquer outro software que ofereça um 
aplicativo de planilha. 

Construir gráficos à mão, utilizando lápis e régua, sem- 
pre será muito importante, mas, principalmente para aque- 
les que têm dificuldades para desenhar, a facilidade do 
computador pode proporcionar uma visualização do com- 
portamento das funções que os alunos não conseguiram 
com lápis e papel. 

É possível, com algumas adaptações, refazer praticamen- 
te todas as atividades do capítulo com o auxílio do compu- 
tador. Além de importante por si só, esse aprendizado com 
as funções afins facilitará aos alunos usar o auxílio eletrô- 
nico no estudo de funções mais complexas. 

Na seção Outros contextos o problema do crescimento 
populacional é abordado, portanto temos uma interdisci- 
plinaridade com Geografia e Sociologia. Além de levantar 
questões atuais e importantes, como por que diminuiu a 
taxa de natalidade no Brasil nos últimos anos, ou qual a 
relação dessa taxa com o desenvolvimento de um país, esta 
seção apresenta uma utilização importante para as fun- 
ções afins: servir como modelo de previsão de um fenôme- 
no. Os exercícios sugerem que os alunos se utilizem das 
funções afins para estimar o comportamento de grandezas 
ao longo do tempo, fornecendo informações para a discus- 
são do problema. 

Essa prática é muito comum em Matemática aplicada. 
Grande parte das funções utilizadas para modelar proble- 
mas práticos são funções afins. E, como as funções afins 
são mais fáceis de trabalhar, existem técnicas para trans- 
formar alguns problemas que envolveriam funções mais 
sofisticadas em problemas que podem ser tratados com as 
funções afins. 


Capítulo 4 — Função quadrática 


Tópico Objetos de conhecimento (associados às Competência Habilidade 
P Matrizes de Referência para o Enem 2009) P 
Definição de função quadrática 
Oese emaiedorete Conhecimento algébrico — 
sO AUSAR função polinomial de 2º grau, função c5 H19/H20/H21/H22/H23 
a função quadrática ; ; à 
polinomial 
Valor ou imagem da função 
quadrática em um ponto 
Conhecimento algébrico — 
Zeros da função quadrática função polinomial de 2º grau/conhecimento C5/C1 H19/H4 
numérico — fatoração 
Gráfico da função quadrática 
Determinação algébrica das Conhecimento algébrico — função 
7 z E ; : a = > ; 
intersecções da parábola polinomial de 2 grau, função polinomial, c5 H19/H20/H21/H22/H23 
com os eixos equação do 2° grau/conhecimento 
E 7 x algébrico/geométrico — plano cartesiano 
Vértice da parábola, imagem e 
valor máximo ou mínimo da 
função quadrática 
; = Conhecimento algébrico/geométrico — 
Estudo 1 aua ga Junção a plano cartesiano/ conhecimento algébrico c5 H19/H20/H21 
quadrática e inequações do 2° grau $ x 
— inequações 
conexao entrefuncao quadrática Conhecimento algébrico cs H19/H21 
e Física 
Conexão entre função quadrática Conhecimento numérico/con hecimento cics H2/H21 
e progressão aritmética algébrico 


O ser humano tem uma tendência a buscar linearidade 
em tudo que observa. De fato, a grande maioria dos proble- 
mas enfrentados pelos matemáticos envolve relações line- 
ares. E, quando não envolvem, eles tentam transformar ou 
adaptar o problema para que ele possa ser tratado como 
linear. 

O estudo das funções quadráticas é o primeiro momen- 
to em que o aluno vai entrar em contato com um outro tipo 
de relação. É o primeiro passo para perceber que existem 
outras possibilidades. A taxa variação deixa de ser constan- 
te. A função não será mais simplesmente crescente ou de- 
crescente, será importante distinguir onde ela se comporta 
de cada maneira. Não será mais possível resolver os proble- 
mas “pela lógica”, usando intuitivamente as ideias de pro- 
porção e regra de três. 

O exercício do perímetro do retângulo (Definição de 
função quadrática) é um bom exemplo para começar a apre- 
sentar situações que devem ser modeladas pelas funções 
quadráticas. 

Os quatro primeiros exercícios ajudam na compreensão 
das definições. É muito importante que os alunos percebam 
que sempre existirão três coeficientes, mesmo quando os 
coeficientes b e c sejam nulos ou a função esteja escrita de 
outra forma (forma canônica, por exemplo). 


Nas funções afins, a imagem não recebia muito desta- 
que, pois ela geralmente era o próprio conjunto dos núme- 
ros reais. Agora, nas funções quadráticas, isso muda de fi- 
gura. A imagem está intimamente ligada com o vértice, que 
pode ser considerado o ponto essencial da parábola. Se não 
houver nenhuma restrição ao domínio, o vértice sempre será 
o ponto de máximo ou de mínimo da função. A partir dele 
o gráfico apresenta um eixo de simetria. Essa simetria faz 
com que todos os elementos da imagem se liguem a dois 
elementos do domínio, de modo que a função não seja in- 
jetiva nem sobrejetiva, como mostra o exercício resolvido 1. 

Os exercícios 5 a 14 apresentam aplicações simples, po- 
rém importantes, para que essa base inicial do assunto fique 
firme e facilite os próximos passos. 

O tópico Zeros da função quadrática apresenta a ligação 
entre as funções quadráticas e as equações de segundo grau. 
Os alunos terão dificuldade de seguir adiante no conteúdo 
se não dominarem as técnicas para a resolução de equações 
de segundo grau. Eles devem perceber que toda função qua- 
drática pode ser associada a uma equação de segundo grau 
e que as soluções dessa equação são os valores de x que 
fazem com que a função seja nula, ou, em outras palavras, 
são os valores de x em que o gráfico intersecta o eixo das 
abscissas. Também é importante que eles percebam a uti- 
lidade do discriminante (A = b? — 4ac) e da relação dele 
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com os zeros da função. Esse assunto ficará mais claro du- 
rante o estudo dos gráficos. 

Se os alunos já dominam a resolução de equações do 
segundo grau, recomendamos que façam os exercícios de 15 
a 21e já prossigam para o tópico Gráfico da função quadrá- 
tica. Destaque para os exercícios 16 a 19, em que o que se 
pede não é a solução da equação, mas que se estude os efei- 
tos causados por condições existentes nos coeficientes. Os 
exercícios resolvidos 2 e 4 ajudarão na compreensão dos 
problemas. O exercício resolvido 6 e o exercício 20 são im- 
portantíssimos para que os alunos compreendam o caminho 
inverso, de encontrar a lei da função a partir de pontos dados. 

Se os alunos não estão seguros na resolução de equa- 
ções, esse é um bom momento para retomar o assunto e 
eliminar dificuldades no aprendizado. Os exercícios 22 e 23 
apresentam a solução de equações de segundo grau incom- 
pletas. Os exercícios 24 a 28 propõem a resolução por soma 
e produto. Esses exercícios também podem ser resolvidos 
pela fórmula resolutiva (também conhecida como fórmula 
de Bhaskara, embora provavelmente ela não tenha sido de- 
senvolvida por Bhaskara). 

A vantagem de retomar a fórmula resolutiva é que ela 
será muito útil para o estudo e a construção dos gráficos. É 
com uma parte dela que se encontra o x do vértice. Compa- 
re as duas fórmulas: 


Fórmula para encontrar 
o x do vértice (x,) 
= =b + VA xy = z= 

x = ———— v 

2a 2a 


Fórmula resolutiva 


Depois de descoberta a primeira coordenada do vértice, 
existem duas opções para se encontrar a segunda. Pode-se 


simplesmente substituir o valor encontrado na equação da 
A 


4a 

Antes de abordar o tópico Gráfico da função quadrática, 
seria interessante pedir aos alunos que construíssem o grá- 
fico da função f(x) = x?. 

É impossível prever o que eles perceberão, quais serão 
as dificuldades e a quais conclusões eles chegarão. Mas, de 
uma forma geral, é importante se atentar aos seguintes 
pontos: 

e O gráfico não é uma reta nem vários segmentos de reta 
ligando os pontos. Toda vez que o domínio for o conjunto 
dos números reais é necessário conectar os pontos, pois 
o gráfico é contínuo. Mas entre um ponto e outro o gráfi- 
co não apresenta comportamento linear. É preciso ligar 
os pontos com uma curva suave, que não é fácil de dese- 
nhar à mão. É importante lembrar que o desenho é apenas 
um esboço do gráfico. Ele serve para termos uma ideia de 
como a função se comporta. Não é preciso, nem possível, 
desenhar um gráfico perfeito. Na seção Matemática e 
tecnologia apresentamos o programa GeoGebra, que au- 
xiliará nessa tarefa. 


função ou pode-se usar a fórmula y, = — 


Manual do Professor 


e Sea>0,0 gráfico tem um ponto mínimo, chamado vértice, 
que é o ponto “mais baixo” do gráfico e representa o menor 
valor da função. Se a função tiver o coeficiente a negativo, 
ela não teria um ponto mínimo, mas sim um ponto máximo. 

e Existe uma simetria a partir do vértice. O gráfico se espe- 
lha em relação ao eixo vertical que passa pelo vértice. Dois 
pontos que estão à mesma distância do vértice, no eixo 
das abcissas, possuem a mesma altura. Por exemplo, na 
função f(x) = x?, temos f(—1) = f(1) =1,fH(-4) = f(4) 16, 
etc. porque 1e —1, 4 e —4, estão à mesma distância do 
zero, que é o x do vértice. Assim, reconhecer essa simetria 
e encontrar o vértice facilita muito a construção do grá- 
fico, pois, a cada conta que se faz, se obtém dois pontos. 
O exercício 29 se aplica a essa situação. 

O exercício 30 contribui para a discussão da necessidade 
ou não de se desenhar a parábola. A discussão do item b re- 
toma o estudo de conjuntos numéricos feito no capítulo 1. 

O exercício 31 ajuda o aluno a perceber a importância 
do estudo dos coeficientes, para variações no coeficiente a, 
que transforma o gráfico da função. 

Essas alterações também ocorrem nos outros coeficientes. 
No exercício 32 podem-se observar variações no coeficiente c, 
que deslocam o gráfico para cima ou para baixo. 

No tópico Gráfico da função definida por f(x) = a(x — m}, 
com a + 0, é importante que os alunos percebam que tipo 
de funções apresentam esse formato. No exemplo dado, a 
função g(x) = 2(x — 3)? pode ser reescrita assim: 

g(x) = 2(x— 3} = 2(x? —6x + 9) = 2x? —12x + 18 

Algumas questões podem ser feitas aos alunos, por 
exemplo: O que essa função tem em comum com a função 
f(x) = 2x?? Qual outra função faria parte dessa “família”? 

Uma possibilidade de aproximação para essas questões 
é substituir o —3 por algum outro valor, por exemplo, q2: 

h(x) = 2(x — 22 =2(x? —4x + 4) =2x —-8x + 8 
cujo gráfico é o mesmo dos anteriores, deslocado duas uni- 
dades para a esquerda. Aqui o estudo do assunto opcional, 
disposto no final do capítulo, Determinação dos zeros por 
completamento de quadrado pode auxiliar bastante. 

As funções f(x) = a(x — m)? + k seguem a mesma lógica, 
com m deslocando o gráfico na horizontal e k deslocando o 
gráfico na vertical. 

O tópico se encerra com um estudo das funções que têm 
os três coeficientes explicitados. O exercício 39, mais uma 
vez, oferece o desafio de fazer o caminho contrário, encontrar 
a equação a partir do gráfico. Esse exercício é importante 
porque faz com que os alunos articulem os conhecimentos 
recém-adquiridos sobre as propriedades. É um exercício de 
modelagem, em que é dada uma situação e é preciso aplicar 
as ferramentas que se tem para resolvê-la. O exercício 40 
complementa o estudo conceitual. 

Repare que os exercícios 33 e 36, de tópicos diferentes, 
perguntam quais funções possuem ponto de máximo e 
quais têm ponto de mínimo. Essas questões podem ser res- 
pondidas por vários caminhos diferentes, e a essa altura se 
espera que os alunos consigam perceber isso. 


Além do vértice, outros pontos importantes são os lu- 
gares onde a parábola encontra os eixos. O eixo y é forma- 
do por pontos que têm a forma (0, y) de abcissa zero; 
substituindo esse valor na função f(x) = ax? + bx + c temos 
fO)=a:02+b-0+c=o0.Portanto,o ponto onde qualquer 
função quadrática intersecta o eixo y tem a forma (0, c). 

Para encontrar a intersecção com o eixo x, basta igua- 
lar a equação da função a zero e resolver, pois os pontos 
do eixo x têm o formato (x, 0). Caso a equação de segundo 
grau não tenha soluções reais, então o gráfico não cruza 
o eixo das abcissas. Nesse caso, se a > 0,a função é intei- 
ra positiva. Se a < 0, ela é inteira negativa. Os exercícios 
44 e 45 tratam dessa questão. Os exercícios 46 e 47 ajudam 
os alunos a relacionarem os coeficientes com o formato 
da função. 

O exercício resolvido 15 apresenta uma situação interes- 
sante, que ajuda a explicar o porquê de as funções quadrá- 
ticas apresentarem crescimento e decrescimento. Pelo sen- 
so comum, seria natural pensar que um boato se propaga 
mais rápido de acordo com a quantidade de gente que já 
sabe do boato. Quanto mais gente souber, mais divulgado- 
res ele terá e mais rápido se propagará. Porém, quanto mais 
gente souber do boato, menos gente não saberá e, portan- 
to, existem menos pessoas para quem espalhar o boato. 
Uma variável acelera o processo, outra freia. Mas na verda- 
de essas duas variáveis estão ligadas, já que as pessoas do 
grupo das que não sabem do boato passam para o grupo 
das que sabem. Assim, com a mesma velocidade que cresce 
a expansão do boato, a partir do momento em que a quan- 
tidade de gente que sabe é igual a quantidade de gente que 
não sabe, a expansão decresce. Essa mesma ideia vale para 
a situação do exercício resolvido 14. 

Os exercícios do 48 ao 53 são exercícios de aplicação. O 
exercício 52 exige que se revise as técnicas para solucionar 
sistemas de equações de segundo grau. O exercício 56 en- 
volve conceitos fundamentais das funções. Os exercícios 54 
a 60 apresentam enunciados mais elaborados e exigem 
mais interpretação de texto. Todos apresentam a aplicação 
da Matemática a situações reais. 

Na seção Matemática e tecnologia o aluno aprenderá 
como construir gráficos usando o software livre GeoGebra. 
Mais uma vez o computador auxilia a visualizar o que fica 
difícil ver em um desenho feito à mão. Fazer o desenho de 
uma parábola não é simples. É difícil, por exemplo, conseguir 
representar corretamente o que acontece com as funções 
nas“beiradas” do gráfico. É muito comum o gráfico terminar 
como uma reta. Todos os estudos dos coeficientes podem 
ser feitos ou refeitos com o auxílio do GeoGebra. 

O tópico Estudo do sinal da função quadrática e inequa- 
ções do 2º grau é fundamental para os estudos posteriores 
de Matemática. A primeira parte mostra como realizar o 
estudo dos sinais das funções quadráticas, analisando se- 
paradamente cada possibilidade para o discriminante. A 
segunda, apresenta um estudo das inequações que é equi- 


valente a estudar o sinal da função. Nesse estudo costuma 
ficar evidente onde estão as dificuldades dos alunos no 
cálculo algébrico. Eles costumam estranhar quando en- 
contram um intervalo como solução de uma inequação, 
já que a ideia de “chegar à resposta” está fortemente as- 
sociada à ideia de “chegar a um número”. 

Em seguida apresentamos relações importantes entre 
a Matemática e a Física e a própria Matemática. 

O exercício 1 da seção Pensando no Enem cria um espa- 
ço de interdisciplinaridade com Química e Física, e o exercí- 
cio 5 com Química, Biologia e Geografia. Os demais são de 
aplicação a situações reais. 

A seção Vestibulares de Norte a Sul apresenta exercícios 
de vestibulares de todas as regiões do país. Os exercícios 1 e 
3 pedem aplicações conceituais. Os exercícios 4 e 5 são mais 
desafiadores e exigem que o aluno extrapole o que foi apren- 
dido, buscando conhecimentos aprendidos no capítulo 2 e 
mesmo no Ensino Fundamental. Os exercícios 7,9 e 11 refor- 
çam a capacidade de interpretar e extrair dos enunciados as 
informações importantes para a resolução dos problemas. 
Alguns exercícios apresentam importantes aplicações das 
funções quadráticas à Economia. 


Atividades complementares à Unidade 2 


Geralmente, no primeiro contato com as chamadas 
funções elementares (afim, quadrática, exponencial, loga- 
rítmica, etc.) nos prendemos muito à fórmula matemática 
que define a lei da função. Mesmo em questões contex- 
tualizadas, com alguma situação modelada, em geral, a lei 
da função é fornecida no próprio enunciado. Porém, uma 
habilidade que devemos buscar desenvolver em nossos 
alunos é, dada uma situação prática (vivenciada por al- 
guém ou por nós mesmos), eles conseguirem saber qual a 
função matemática que pode ser usada para modelar ade- 
quadamente aquela situação. Para isso, é preciso saber o 
que caracteriza cada tipo de função. 

Para ilustrar, no caso da função afim, para que duas va- 
riáveis xe y se relacionem é preciso verificar que acréscimos 
iguais em uma das variáveis, x por exemplo, sempre produ- 
zem acréscimos iguais da outra variável, y nesse caso. Ma- 
tematicamente falando, toda vez que o valor de x variar de 
uma quantidade h, o valor do y varia de uma mesma quan- 
tidade z. 

Uma situação interessante em que podemos notar a 
presença de uma função afim é na relação que existe, aqui 
no Brasil, entre o tamanho do pé e o número do sapato que 
a pessoa usa. O fato de a função afim ser a função que re- 
laciona o tamanho do pé com o número do sapato é carac- 
terizado pelo fato de que acréscimos iguais no tamanho do 
pé implicam acréscimos iguais para o número do sapato. 
Assim, por exemplo, se um dado pé precisar aumentar h 
centímetros para mudar do sapato de número 37 para o de 
número 38, ele precisará crescer os mesmos h centímetros 
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para mudar do sapato de número 40 para o de número 41. 
Veja uma sugestão de atividade a seguir. 


1. O tamanho do seu pé, o número do seu sapato e a função 


afim 

Afigura abaixo ilustra uma “régua” utilizada por alguns 
vendedores em sapatarias (aqui no Brasil) para descobrir 
o número apropriado para os sapatos dos seus clientes. 


Ilustrações: Paulo Manzi/Arquivo da editora 
w 
= 


Para descobrir o tamanho apropriado para o sapato, a 
pessoa deve pôr o calcanhar alinhado com a linha gros- 
sa que existe na parte inferior da régua e olhar em qual 
das linhas tracejadas (que são igualmente espaçadas) 
fica a outra extremidade do seu pé e, em seguida, ob- 
servar a que número essa linha corresponde na escala 
localizada do lado direito da figura. 


a) Que característica presente na régua acima assegura 
que a função apropriada para relacionar o compri- 
mento do seu pé em centímetros e o número do seu 
sapato é a função afim? 

b) A tabela abaixo ilustra algumas numerações de 
sapatos no Reino Unido, na Europa e nos Estados 
Unidos. 


Reino | Europa | Estados | cm 

Unido Unidos 
3 35 5 22,4 
4 36 6 23 
5 37 7 23,6 
6 38 8 24,2 
7 39 9 24,8 
8 40 10 25,6 


Observando as informações da tabela acima, pode- 
mos concluir que mesmo nesses países a função afim 
é a função apropriada para relacionar o comprimen- 
to do pé com o número do sapato adequado para 
uma pessoa? Justifique. 
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c) De acordo com as informações da tabela do item b, 
qual seria o número do sapato adequado no Reino 
Unido, na Europa e nos Estados Unidos para uma 
pessoa cujo pé mede 28 cm? E se o pé da pessoa me- 
disse 26,6 cm? 

d) Consultando a régua apresentada anteriormente, 
aqui no Brasil, verificou-se que uma pessoa cujo pé 
mede 20 cm calça sapatos número 32, e uma pessoa 
cujo pé mede 28 cm calça sapatos número 42. Diante 
dessas informações, deduza que a função afim que 
relaciona o número f(x) do sapato de uma pessoa cujo 

5x + 28 

ea É 


e) Na sua sala de aula, realize uma pesquisa com seus 
colegas, completando a tabela abaixo e a partir dela 
deduza a função afim que relaciona o comprimento, 
em centímetros, do pé de um indivíduo com o núme- 
ro do sapato que ele calça aqui no Brasil. 


pé mede x cm é dada por f(x) = 


Comprimento Número do 


Nome do pé (em cm) sapato 


Depois de preenchida a tabela, escolha aleatoriamen- 
te os dados de dois alunos e a partir daí deduza a 
função afim que relaciona o comprimento do pé em 
centímetros com o número do sapato utilizado. Além 
disso verifique se as demais informações estão de 
acordo com a função que você determinou. Caso não 
estejam, sugira os motivos pelos quais esta discre- 
pância está ocorrendo. 

f) Compare a fórmula obtida a partir dos dados da sua 


5x +28 


pesquisa com a fórmula f(x) = , que dedu- 


zimos no item d. Caso sejam diferentes, sugira os 
motivos pelos quais a discrepância está ocorrendo. 


Resolução: 


a) O fato de as linhas pontilhadas serem igualmente 
espaçadas e os números dos sapatos apresentados 
na régua também serem igualmente espaçados sig- 
nifica que acréscimos iguais no comprimento dos pés 
implicam acréscimos iguais nos números dos sapatos, 
que é a característica marcante de uma função afim. 

b) Sim, pois acréscimos iguais no comprimento dos pés 
correspondem a acréscimos iguais nos números dos 
sapatos, tanto no Reino Unido como na Europa e nos 
Estados Unidos. Na tabela proposta, cada aumento 
de 0,6 cm no comprimento dos pés sempre implica 
um aumento fixo nos números dos sapatos nas três 
localidades. 


(e) 
~ 


Como já discutimos, a função apropriada que relacio- 
na o comprimento x dos pés, em centímetros, com o 
número apropriado dos seus sapatos f(x) é a função 
afim. Assim existem a, b ER tais que f(x) = ax + b. 
Vamos então determinar as constantes a e b em cada 
uma das três localidades. 


No Reino Unido, sendo x o comprimento dos pés e 
f(x) o correspondente número dos sapatos, temos, 
por exemplo: 


x = 23,6 cm > f(x) =5 
x = 25,6cm > f(x) = 8 
Assim: 


S PSB6a+b 
a RO S 


>a = 15e b = -30,4 5 f(x) = 15x — 30,4 


Para x = 28 cm o número apropriado dos sapatos é 
f(28) =1,5 - 28 — 30,4 = 11,6. Portanto, o número apro- 
priado do sapato para essa pessoa é o 12 (o 11 fica pe- 
queno). Se o pé medisse 26,6 cm, o número apropria- 
do dos sapatos seria f(26,6) = 1,5 - 26,6 — 30,4 = 9,5, 
o que faz com que neste caso o tamanho apropria- 
do do sapato seja o número 10 (o número 9 ficaria 
pequeno). 

Na Europa, sendo x o comprimento dos pés e f(x) o 
correspondente número dos sapatos, temos, por 
exemplo: 


x = 23,6 cm > f(x) = 37 
x = 25,6 cm > f(x) = 40 


Assim: 


37 = 23,64 + b 
A aid Es e 


5a=15eb=16> f(x) = 15x +16 


Para x = 28 cm o número apropriado dos sapatos é 
f(28) =1,5 -28 + 1,6 = 43,6. Portanto, o número apro- 
priado do sapato para essa pessoa é o 44 (o 43 fica 
pequeno). Se o pé medisse 26,6 cm, o número apropria- 
do dos sapatos seria f(26,6) = 1,5: 26,6 + 1,6 = 415,0 
que faz com que neste caso o tamanho apropriado 
do sapato seja o número 42 (o número 41 ficaria 
pequeno). 

Nos Estados Unidos, sendo x o comprimento dos pés 
e f(x) o correspondente número dos sapatos, temos, 
por exemplo: 


x = 23,6 cm > f(x) =7 
x = 25,6 cm > f(x) = 10 
Assim: 


7 = 23,6a +b 


fosato hoas oa 


>a = 15e b = -28,4 5 f(x) = 15x — 28,4 


Para x = 28 cm o número apropriado dos sapatos é 
f(28) = 1,5 - 28 — 28,4 = 13,6. Portanto, o número apro- 
priado do sapato para essa pessoa é o 14 (o 13 fica pe- 
queno). Se o pé medisse 26,6 cm, o número apropriado 
dos sapatos seria f(26,6) = 1,5 - 26,6 — 284 = 11,5, 
o que faz com que neste caso o tamanho apropria- 
do do sapato seja o número 12 (o número 11 ficaria 
pequeno). 


d) No Brasil, sendo x o comprimento dos pés e f(x) o 
correspondente número dos sapatos, temos, por 
exemplo: 


x=20 cm > f(x) =32 
xX = 28 cm > f(x) = 42 


Assim: 
32 = 20a + b 
f= ax +b > DIS 
>q = 2 eb=75f(x)= > x F7= ag 
4 4 4 


e) As respostas dependem dos dados coletados. 

f) As respostas dependem dos dados coletados. Alguns 
fatores que podem causar discrepâncias são medi- 
das tomadas erradas durante a fase de pesquisa e 
preenchimento da tabela, arredondamentos inapro- 
priados, etc. 


A atividade a seguir representa um momento de inter- 
disciplinaridade com Química e Física; ela pode ser aborda- 
da como um miniprojeto interdisciplinar. Após a leitura do 
texto inicial da atividade, é importante acontecer uma dis- 
cussão com os alunos sobre o uso de protetores solares, 
exposição ao sol, etc. 


2. Atividade em grupo 

Chamamos de radiação solar a energia radiante emiti- 
da pelo Sol. Cerca de 45% do total da radiação solar que 
chega ao limite superior da atmosfera consegue atingir 
a superfície do globo. O restante é absorvido, difundido 
ou refletido através das nuvens e da superfície da Terra. 
A atmosfera funciona, então, como um filtro protetor 
da Terra, sem o qual a vida seria impossível. O limite 
inferior da atmosfera corresponde ao nível médio das 
águas do mar — superfície da Terra —, e o seu limite su- 
perior, embora seja difícil determinar, oscila entre os 
800 km e os 1000 km de altitude. 

A exposição frequente e prolongada ao sol pode causar: 
eritemas (queimaduras solares e lesões bolhosas na 
pele); envelhecimento precoce; melasmas (manchas 
marrons que conferem à pele um aspecto envelhecido); 
dermopatias (doenças da pele); desidratação; câncer de 
pele, inclusive o melanoma (tumor maligno que mais 
frequentemente acomete a pele e os olhos); doenças 
degenerativas; lesões, catarata e outros problemas ocu- 
lares. Não se deve olhar diretamente para o sol, pois os 
olhos são sensíveis e suscetíveis à ação dos radicais li- 
vres e da radiação solar, que predispõem a lesões, doen- 
ças degenerativas e até cegueira. 

O Fator de Proteção Solar (FPS), ou simplesmente Fator 
Solar (FS), é o índice que determina o tempo máximo 
que uma pessoa pode permanecer exposta ao sol sem 
que a pele fique vermelha (sem produzir eritema). De 
outro modo, é o número que indica o nível de prote- 
ção que determinado produto oferece contra os raios 
ultravioletas (UV). Por exemplo, quando se usa um 
filtro solar com FS 15, a pele pode levar 15 vezes mais 
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E: 


tempo para ficar vermelha. Da mesma forma, se for 
usado FS 30, significa que, para cada minuto com o 
protetor, a proteção duraria 30 min. Assim, deve-se 
multiplicar o tempo, em minutos, pelo fator de pro- 
teção solar, para se obter o tempo máximo de expo- 
sição ao sol. Uma opção para calcular o FS da pele de 
uma pessoa é a seguinte: a pessoa deve ficar expos- 


ta ao sol, sem proteção alguma, até aparecer as pri- 
meiras manchas avermelhadas na pele. Por exemplo, 
se esse tempo for de 12 min, para um protetor solar 
com FS 15, a pessoa poderá ficar exposta ao sol du- 
rante 12 min X 15 = 180 min = 2 horas. Bem, para a 
pessoa não precisar expor a sua pele, basta ver o qua- 
dro abaixo. 


Tipos de pele e FS 


tipo indivíduos inverno verão t (min) observações 
A Ruivos e louros 15 30 15-24 Nunca se bronzeiam mas sempre se queimam. 
B Morenos claros 5-10 20-25 31 Sempre se queimam e às vezes se bronzeiam. 
C Morenos escuros = 10-15 48 Às vezes se queimam e em geral se bronzeiam. 
D Mulatos e negros = 5-10 66 Sempre se bronzeiam e raramente se queimam. 


t é o tempo estimado, em minutos, para uma pessoa 
começar a se queimar quando exposta ao sol, sem pro- 
teção alguma. 

O quadro abaixo mostra quanto a luz solar (UVB) é 
absorvida pelos protetores solares: 


Proteção dos filtros solares 
FS Proteção (%) 
2 50 
4 75 
8 87 
16 94 
32 96 
64 99 


Fonte de pesquisa: Disponível em: <www.ufrrj.br/institutos/it/ 
de/acidentes/fator.htm>. Acesso em: 25 jan. 2013. 


a) Com relação à radiação solar, qual é a importância da 
atmosfera para o planeta? 

b) Cite três problemas que a exposição excessiva ao sol 
pode causar em uma pessoa. 

c) Suponha que uma pessoa loura, em pleno verão, possua 
tempo mínimo, sem proteção contra os raios solares, 
igual a 15 min. Calcule o tempo que essa pessoa pode- 
ria ficar exposta com os fatores FS 30, FS 35, FS 40, FS 45 
e FS50 e organize os valores obtidos em uma tabela. 

d) Sendo x o número do fator solar usado por uma pes- 
soa morena clara (de acordo com a primeira tabela 
dada) e y o tempo máximo de exposição ao sol quan- 
do faz uso do protetor, indique a relação entre as 
grandezas y e x. 

e) Faça o esboço de um gráfico cartesiano indicando a 
relação do item anterior. 

f) Pesquise como deve ser feita a aplicação no protetor 
solar. Existe algum fator que protege 100%? 


Manual do Professor 


g) De acordo com a segunda tabela, você percebe que 
um fator acima do FS 15 pouco aumenta a proteção 
aos raios solares? Qual seria a vantagem de usar, por 
exemplo, um protetor com fator FS 50? 

h) Faça uma pesquisa em sua sala e monte uma tabela 
indicando quantos alunos têm tipo de pele A, B, C, D 
ou E e associe um valor de FS para cada tipo de pele. 


Resolução: 
a) A atmosfera funciona como um filtro protetor da 
Terra. 


b) Sugestão de resposta: envelhecimento precoce, 
câncer de pele, queimaduras, etc. 


ti 
~ 


Para FS 30, temos um tempo de 
15 X 30 = 450 min = 7h 30 min 
Para FS 35, temos um tempo de 
15 X 35 = 525 min = 8 h 45 min 
Para FS 40, temos um tempo de 
15 X 40 = 600 min = 10 h 00 min 
Para FS 45, temos um tempo de 
15x 45 = 675 min = 11h 15 min 
Para FS 50, temos um tempo de 
15 x 50 = 750 min = 12 h 30min 


Fator FS Tempo de exposição ao sol 
30 450 min 
35 525 min 
40 600 min 
45 675 min 
50 750 min 


d) O tempo máximo de exposição aos raios solares sem 
proteção alguma para uma pessoa morena clara é de 
31 min. Assim, a relação desejada é y = 31x. 


y=3x 


Tx 


Em relação a esse gráfico, destacamos que é uma reta 
que passa pela origem, o valor de x deve ser positivo 
e a inclinação é bem acentuada. 

f) O protetor solar deve ser aplicado com grande inten- 
sidade e, dependendo da pele, repetir a aplicação 
periodicamente a cada 2 h ou 3 h. De acordo com a 
segunda tabela do enunciado, podemos concluir que 
não existe um fator que proteja 100%. 

g) Sim, a diferença entre um fator e outro pouco muda 
em relação à proteção aos raios solares. Na verdade, 


seja, evita-se a reaplicação em um intervalo de tem- 
po menor. 


h) Resposta pessoal. 


A atividade a seguir representa um momento de inter- 
disciplinaridade com a disciplina de Física. Nessa atividade, 
é importante discutir com os alunos questões como o preço 
dos combustíveis, o consumo exagerado de combustível e 
os riscos de dirigir em alta velocidade. 


3. Atividade em grupo 

Força de arrasto é a força gerada pela resistência do ar; 
por exemplo, a força que se opõe ao movimento dos 
veículos. Sua intensidade cresce fortemente à medida 
que a velocidade do veículo aumenta. Para se ter uma 
ideia precisa, quando o carro se encontra acima de 
80 km/h, a resistência do ar responde por mais da me- 
tade do consumo do combustível. 

A aerodinâmica veicular tem evoluído bastante ao lon- 
go dos anos na intenção de aumentar ao máximo o 
espaço interno do veículo e, ao mesmo tempo, diminuir 
ao máximo o impacto da resistência do ar. Veja a tabe- 


quanto maior o fator, maior o tempo de proteção, ou la a seguir. 
Formas básicas ado 
1921a 
1923 
1922 a 
1939 
Formas 
aerodinâmicas 
1939 a 
1955 
Desde 
1955 
Otimização Desde 
de detalhes 1974 
Otimização Desde EEAS ES 
de forma 1983 Sol Lim col Los 
* A 


Adaptado de: HUCHO, Wolf-Heinrich et al. (Ed.). Aerodynamics of Road Vehicle. 4. ed. Warrandale: SAE Internacional, 1998. p. 918. 
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Reduzir a força de arrasto interessa muito ao proprie- 
tário exatamente devido à economia de combustível. 
Assim, com a minimização da força de arrasto o pro- 
prietário poderia desenvolver velocidades maiores 

(claro, respeitando os limites de velocidade) gastando 

a menor quantidade de combustível possível. Outro 

desafio hoje é para os veículos de grande porte, como 

ônibus e caminhões, já que formatos de paralelepí- 
pedos longos prejudicam sua aerodinâmica. Melhorar 

o arrasto para ônibus e caminhões reduz o consumo 

de diesel nas estradas, onde as velocidades médias 

são elevadas. Essa seria uma forma bastante rápida 

e de baixo custo para o Brasil atingir a meta de redu- 

ção de emissões, comprometidas internacionalmen- 

te, pois cerca de 65% do diesel usado em transportes 

é para fins rodoviários. 

a) A força de arrasto atua na mesma direção do movi- 
mento do veículo ou na direção contrária? 

b) Além do formato do objeto, a resistência do ar depen- 
de de qual grandeza? 

c) Sendo y a força da resistência do ar, v a velocidade do 
carro e k uma constante real, que depende do ar e da 
aerodinâmica do carro, qual é a equação que relacio- 
na essas grandezas: y e v? 

d) Considere um carro que se movimenta em uma via 
extensa e retilínea, e sendo a constante da força de 
arrasto k = 2,4 kg/m. Determine a força de arrasto 
quando a velocidade do carro for 72 km/h, depois 
90 km/h, 108 km/h e, por fim, 126 km/h. 

e) Faça um esboço do gráfico da função determinada 
no item c, sendo y a força de arrasto e v a velocidade 
do objeto, e discuta o crescimento da função depen- 
dendo da constante k. 

f) Sabe-se que a constante que acompanha o qua- 
drado da velocidade é chamada de “coeficiente de 
arrasto”. Tal coeficiente, em geral, é obtido em tú- 
neis de vento (câmaras com potentíssimos venti- 
ladores que mostram como o ar se desloca pela 
carroceria do veículo). Pesquise junto com seu gru- 
po como dois veículos diferentes que possuem o 
mesmo coeficiente de arrasto apresentam diferen- 
tes eficiências. 


Resolução: 


a) No sentido contrário do movimento do veículo. 


b) A resistência do ar depende do quadrado da veloci- 
dade do objeto. 


c) y = kv? 
d) Primeiro, notemos que as velocidades estão em km/h 


e devemos transformá-las em m/s. Para isso, lembre- 
-se de que basta dividi-la por 3,6. Assim, teremos: 


72 km/h = 72 : 3,6 = 20 m/s 
90 km/h = 90 : 3,6 = 25 m/s 
108 km/h = 108 : 3,6 = 30 m/s 
126 km/h = 126 : 3,6 = 35 m/s 
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Feito isso, temos, para cada caso: 

Para v = 20 m/s, temos y = 2,4vº = 2,4 - 20? = 960 N 

Para v = 25 m/s, temos y = 2,4vº = 24-25? = 1500 N 

Para v = 30 m/s, temos y = 2,4v? = 24-30? = 2160 N 

Para v = 35 m/s, temos y = 2,4v? = 24-35? = 2920 N 
e) 4y 


À medida que o valor de k aumenta, conservando a 
velocidade v, a força de arrasto também aumenta. 

f) A eficiência aerodinâmica depende, na prática, da 
área frontal. Assim, dois veículos podem apresentar 
o mesmo coeficiente de arrasto, mas com áreas fron- 
tais diferentes e, quanto menor a área frontal, menor 
o esforço (potência) necessário para o deslocamento 
do carro contra a massa de ar à sua frente. 


Unidade 3 — Função 
exponencial e função 
logaritmica 


A interdisciplinaridade com a Geografia novamente se 
faz presente na abertura desta unidade por meio da abor- 
dagem dos terremotos, assunto frequentemente presente 
nos noticiários e que constitui um aspecto motivador para 
o estudo dos logaritmos. 

Com os conceitos geográficos de sismo, placas tectô- 
nicas e energia liberada, o professor pode fazer referência 
aos grandes terremotos registrados e à necessidade do 
uso da escala logarítmica, o que permitirá dar significado 
aos valores que compõem a escala Richter de medição de 
terremotos. 

As respostas apresentadas pelos alunos às duas ques- 
tões propostas constituem um instrumento de avaliação 
do nível de interpretação dos alunos, e as respostas es- 
peradas são: 


1. De 3 a 3,9. 
2. 6,2 


Capítulo 5 — Função exponencial 


Objetos de conhecimento (associados 
Tópico às Matrizes de Referência para o Competência Habilidade 
Enem 2009) 
Situações iniciais Conhecimento algébrico/geométrico c5 H19/H20 
Revisão de potenciação í noa 5 
Conhecimento numérico — operações c H1/H2/H3 
Revisão de radiciação em conjuntos numéricos 
Função exponencial Conhecimento algebrico c5 H19 
i função exponencial 
Conexão entre funções exponenciais Conhecimento numérico/ 
E ? E qa c5 H19/H21 
e progressões conhecimento algébrico 
Equações exponenciais i sbrico — 
quaç p Conhecimento algébrico c5 H19/H21/H22 
Inequações exponenciais equações é inequações 
O número irracional e e a função E B E 
exponencial e* 
Aplicações da função exponencial Conhecimento algébrico cs H21/H22/H23 


Neste e no próximo capítulo abordaremos algumas fun- 
ções que, apesar de serem rotuladas como difíceis pela 
maioria dos alunos, talvez por não serem funções polino- 
miais e apresentarem novas formas de raciocínio, represen- 
tam uma grande quantidade de situações reais, tais como 
o fenômeno da radioatividade e a meia-vida de elementos 
radioativos. 

A situação da bactéria e a do empréstimo a juros com- 
postos (Situação inicial) são bons exemplos para apresentar 
situações que devem ser modeladas pelas funções expo- 
nenciais. 

Os tópicos Revisão de potenciação e Revisão de radicia- 
ção devem ser trabalhados com cuidado, pois representam 
as bases de cálculo usadas no conteúdo do capítulo. Os alu- 
nos terão dificuldade de seguir adiante no conteúdo se não 
dominarem as propriedades de potenciação e de radiciação, 
sendo importante que todos os exercícios propostos no tó- 
pico sejam resolvidos e discutidos, eliminando assim quais- 
quer dificuldades no aprendizado. 

Uma vez dominados os cálculos com potências e ra- 
dicais, recomendamos que prossigam para os tópicos 
Função exponencial e Gráfico da função exponencial, com 
destaque para os exercícios 30 e 31, em que a interpreta- 
ção do gráfico se faz necessária, e para os exercícios 33 e 
35, que ajudarão a compreender o comportamento da 
função mesmo sem a presença do gráfico. Os exercícios 
32 e 36 podem ser resolvidos usando a ferramenta pro- 
posta na seção Matemática e tecnologia, Construção do 
gráfico de uma função exponencial, lembrando que o uso 
de programas de construção de gráficos ajudam o aluno 


a visualizar os gráficos e os diferentes comportamentos 
das funções. 

Alguns cuidados devem ser tomados no estudo das 
Equações exponenciais, pois muitas vezes os alunos eli- 
minam as bases nas equações exponenciais da mesma 
forma que eliminam os denominadores em equações 
fracionárias. É importante destacar que o procedimento 
de igualar bases e expoentes é bem diferente do proces- 
so de eliminação. Os exercícios resolvidos auxiliam na 
resolução dos exercícios 41 a 44, e o estudo do gráfico 
auxilia na resolução do exercício 48. Já as Inequações 
exponenciais representam um desafio adicional, uma 
vez que os alunos costumam ter muita dificuldade na 
visualização das solicitações. O uso de representações 
gráficas das funções e delimitação das regiões solicitadas 
pode auxiliar a minimizar essa dificuldade, em conjunto 
com os exercícios resolvidos 8 e 9, base para os exercícios 
propostos 49 a 52. Destaque que o número irracional “e” 
é base de muitas aplicações da Matemática e na descri- 
ção de fenômenos naturais, usando o exercício 53 como 
exemplo. 

Uma situação envolvendo crescimento populacional é 
apresentada no exercício resolvido 11, sendo essas situa- 
ções muito representativas das Aplicações da função ex- 
ponencial. O modelo de Jenss-Bayley para avaliar a altura 
de crianças em idade pré-escolar é sugerido no exercício 
59. O decaimento e a meia-vida de elementos radioativos 
(Química), também representado por funções exponen- 
ciais, é apresentado nos exercícios 54 e 55 e deve ser dis- 
cutido com maior profundidade na Leitura sobre o Césio 
137 -o maior acidente radioativo do Brasil. 
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Capítulo 6 — Logaritmo e função logarítmica 


Tópico Objetos de conhecimento (associados às Competencia Habilidade 
P Matrizes de Referência para o Enem 2009) P 
Logaritmo Conhecimento numérico — operações em c1 H1/H3/H4/H5 
conjuntos numéricos 
Função logarítmica Conhecimento algébrico cs H19 
Equações e inequações logarítmicas Conhecimento algébrico - equações e c5 H19/H21/H22 
inequações 


A criação de novas tecnologias sempre está associada 
a avanços em pesquisas científicas e ampliação de conhe- 
cimentos, com o intuito de resolver problemas da socie- 
dade. Hoje possuímos “supercomputadores”, calculadoras 
científicas e muitos equipamentos que simplificam di- 
versos cálculos que seriam impossíveis de efetuar há um 
século. Os progressos relacionados ao estudo dos loga- 
ritmos permitiram o avanço em áreas como Astronomia 
e navegação, bem como a compreensão de diversos fe- 
nômenos físicos. 

O tema Logaritmo é iniciado com uma apresentação 
histórica seguida pela definição de logaritmo a partir da 
resolução de equações exponenciais, pois dessa forma os 
alunos percebem com naturalidade a relação entre logarit- 
mo e expoente. Os exercícios resolvidos de 1a 4 auxiliam na 
fixação do conceito e resolução dos exercícios 1a 8 também. 
Destacamos os exercícios de 1a 3,como atividade de fixação 
na qual os alunos usarão as propriedades de potência e 
radiciação estudadas no capítulo anterior. 

As propriedades operatórias dos logaritmos costumam 
causar muita confusão entre os alunos, uma vez que são 
muito similares às propriedades operatórias de potência. 
Os exemplos sugeridos devem ser apresentados e discutidos 
para facilitar a compreensão. Os exercícios resolvidos 5 e 6 
trabalham com as propriedades algebricamente e auxiliam 
na resolução dos exercícios 9 a 13; já os exercícios resolvidos 
7a9 apresentam situações envolvendo mudança de base, 
e estão associados aos exercícios 17 a 20, e o exercício resol- 
vido 10 auxilia na resolução do exercício 15. 

Uma das aplicações de logaritmo se encontra no cál- 
culo do pH de uma solução (conexão com Química) e re- 
presenta uma situação em que não necessariamente con- 
seguiremos calcular o logaritmo a partir da definição 
(precisaremos do auxílio de uma tabela ou de uma calcu- 
ladora científica, sendo um bom momento para orientá-los 
no uso da calculadora, destacando a importância da fór- 
mula de mudança de base nesses casos e aproveitando 
para apresentar o logaritmo na base e (In)). A situação 
apresentada em Cálculo de logaritmos serve de referência 
para a resolução dos exercícios 21a 28, observando-se que 
em alguns deles os valores aproximados de alguns loga- 
ritmos são apresentados como sugestão. Outra importan- 
te aplicação dos logaritmos aparece na resolução de equa- 
ções exponenciais e de problemas. Os exercícios resolvidos 
11 e 12 mostram duas situações envolvendo equações ex- 
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ponenciais que devem ser resolvidas com o uso de logarit- 
mos e auxiliam na resolução dos exercícios 29 a 32. Por 
outro lado, os exercícios resolvidos 13 e 14 apresentam 
problemas envolvendo crescimento de bactérias e radioa- 
tividade, cuja solução também depende do uso de logarit- 
mos e são referência para os exercícios 33 a 41, destacando- 
-se os exercícios 37 e 38, que abordam a lei de 
resfriamento de Newton (conexão com Física). 

O tópico Função logarítmica se inicia com a definição de 
função inversa, tendo como objetivo estabelecer a correlação 
entre as funções exponencial e logarítmica, especialmente 
na identificação e interpretação gráfica das funções. Os exer- 
cícios 42 e 43 exercitam o cálculo das funções inversas e lo- 
garítmicas, e os exercícios 44 a 49 trabalham a construção e 
interpretação dos gráficos das funções logarítmicas. Sugeri- 
mos o uso de programas de construção gráfica como ferra- 
menta auxiliar, e as orientações para a construção de funções 
logarítmicas com o uso do software Geogebra se encontram 
na seção Matemática e tecnologia. Aproveite para identificar 
o domínio de algumas funções, destacando a inexistência da 
função para valores que não pertençam a ele. 

Na resolução das equações logarítmicas é importante 
destacar a necessidade da determinação e verificação do 
domínio da função, usando os exercícios resolvidos 16 e 18 
como referência e trabalhando na sequência os exercícios 
50 a 57. O exercício resolvido 17 apresenta uma situação- 
-problema envolvendo a altura média do tronco de uma 
árvore destinada à produção de madeira, podendo ser usa- 
do para discutir questões importantes relacionadas a agro- 
negócio, ecologia (Biologia), produção e extração de madei- 
ra (Geografia e História), selo FSC. Aproveite para discutir a 
questão 58, que fala sobre determinação da altura em aviões, 
em função da pressão atmosférica (Física). 

O entendimento das inequações logarítmicas tam- 
bém costuma ser fonte de desconforto para os alunos. 
Procure trabalhar com calma os diferentes exemplos, re- 
presentando, se possível, graficamente as soluções com 
o intuito de facilitar a compreensão. O exercício resolvido 
19 serve de base para os exercícios 59 a 61, que podem ser 
realizados em dupla, como atividade complementar. 

O exercício 1 da seção Pensando no Enem cria um espa- 
ço para interdisciplinaridade com Física; o 2 com Física e 
Geografia; os exercícios 2 e 3 com Geografia e Biologia; e o 
exercício 4 com História e Física. 


Aseção Leituras, que apresenta um texto muito interes- 
sante abordando aplicações históricas das funções logarít- 
micas e algumas de suas aplicações atuais, e a seção Outros 
contextos, que discute sobre terremotos e tsunamis, repre- 
sentam parte importante do capítulo, por sua contextuali- 
zação e interdisciplinaridade. 

As questões da seção Vestibulares de Norte a Sul apre- 
sentam interdisciplinaridade. 


Atividades complementares à Unidade 3 


A atividade a seguir envolve Matemática e Biologia. Ela 
pode ser desenvolvida com o professor de Biologia por meio 
de um projeto interdisciplinar. 


1. Leia os textos e faça o que se pede. 


O que pode favorecer (ou atrapalhar) o desenvolvimento 
de crianças e adolescentes 


Alimentação | Quantidade e qualidade interferem de 


maneira significativa 

Erros comuns: 

* crianças precisam de dietas específicas 
de acordo com seu ritmo de crescimento: 
dietas de adultos não são indicadas para 
menores de 2 anos, por exemplo; 

* baixo consumo de cálcio, componente 
essencial para as crianças. 


Fatores 
ambientais 


Restrições da moradia podem provocar 
diminuição da atividade física 


* Crianças devem ser expostas ao sol em 
horários adequados: os raios solares 
produzem vitamina D, que promove a 
absorção de cálcio, crucial para a 
formação dos ossos. 

* Exposição a agentes contaminados, como 
água, solo e ar poluídos. 


Sono O sono é fundamental para o organismo 


da criança recuperar energia 


* Crianças entre O e 2 anos, que dormem 
muito, não devem ter o tempo entre as 
mamadas muito espaçado. 

* Entre 2 e 4 anos, o sono da tarde também 
é benéfico, mas não deve ser muito 
prolongado. 

* Após os 5 anos, recomenda-se 8 horas de 
sono noturno. 

* A dinâmica da família também pode ser 
responsável por um distúrbio do sono na 
infância. 


Fatores 
emocionais 


Estímulos positivos podem facilitar a pro- 
dução de hormônios responsáveis pelo 
crescimento 


* Sea criança não recebe os cuidados neces- 
sários, pode reagir diminuindo a quantidade 
de produção de hormônio de crescimento. 

* Um exemplo de estímulo negativo dos 
pais é depositar uma expectativa em 
relação a um objetivo que está fora do 
alcance da criança. 


Disponível em: <http://veja.abril.com.br/especiais online/cresci- 
mento-saudavel/fatores.shtml>. Acesso em: 25 fev. 2013. 
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Crescimento saudável 

As curvas dos gráficos abaixo mostram padrões de cresci- 
mento infantil estabelecidos pela Organização Mundial 
de Saúde (OMS). Os dados estão separados por faixas etá- 
rias e sexo. Para comparar o desenvolvimento de uma 
criança com os modelos, é necessário encontrar o ponto 
de intersecção entre a altura (eixo vertical, em centímetros) 
e a idade da criança (eixo horizontal, em meses e anos). 
O resultado da comparação: 


entre os 3% mais baixos 


entre os 15% mais baixos 


.. ela/ele está na média de estatura | da população 


entre os 15% mais altos 


entre os 3% mais altos 


Meninas: 


Dos 5 aos 19 anos (percentis) 
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Adaptado de: <http://veja.abril.com.br/especiais_ 
online/crescimento-saudavel/curvas-crescimento.shtml>. 
Acesso em: 25 jan. 2013. 
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a) Responda: 

* Qual é a quantidade recomendada de horas de sono, 
por semana, para uma criança com mais de cinco 
anos? 

* No último gráfico (percentis dos 5 aos 19 anos) re- 
ferente às meninas, qual, aproximadamente, o 
domínio e a imagem da função representada por 
p97 E porp3? 

* Ainda observando os gráficos de crescimento, o que 
você pode deduzir quanto ao crescimento dos jo- 
vens ao completarem 18 anos? 

* De acordo com a OMS, qual a idade média de uma 
menina de altura 1,45 m? E de um menino de 1,55 m? 

b) O modelo Jenss permite estimar aproximadamen- 
te a altura de uma criança a partir da função 

H(x) = 79 + 6,4x— e*2-* em que e representa uma 

constante positiva, H(x) representa a altura da 

criança (em centímetros) e x representa a idade 


(em anos), para 1 < x < 6. Já a velocidade de 


crescimento, em centimetro por ano, pode ser es- 
timada para uma criança na mesma faixa etária 
pela função V(x) = 6,4 — e?? =x, 

De acordo com esse modelo, qual a estimativa de 
altura (em centímetros) de uma criança de 3 anos? E 
qual a velocidade de crescimento (em centímetro por 
ano) dessa criança? Adote e°? = 1,2. 

c) O exame de raios X de punho busca relacionar a ida- 
de óssea com a idade cronológica. No final da puber- 
dade os hormônios sexuais (testosterona e estróge- 
no) fazem com que as extremidades ósseas (epífises) 
se fechem e a partir daí o jovem pare de crescer. Es- 
tima-se que um menino aumente seu tamanho entre 
27 e 30 centímetros entre o início e o fim da puber- 
dade. Estime a altura, no início da puberdade, de um 
garoto que chega ao fim dela com 1,80 m. 

d) Pesquise e discuta 
Relativo aos percentis de altura, faça uma pesquisa 
na sua sala e preencha a tabela abaixo: 


Percentil Número de alunos 


p3 
p15 
p 50 
p85 
p97 


* Qual o percentil de altura mais frequente na sua sala? 
* Faça um gráfico de setores com os percentis de 
altura da sua sala. 

e) O hormônio de crescimento é secretado com mais 
intensidade no período noturno; já os raios solares 
são uma excelente fonte de vitamina D, fundamental 
para a absorção de cálcio. Pesquise e discuta com seus 
colegas quais os horários não indicados para tomar 
sol. Quais as consequências imediatas e futuras de 
uma exposição inadequada ao sol? 
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Resolução: 
a) + 8:7=56;56 horas 
* D(p 97) = [5,19] e Im(p 97) = [18, 175] 
D(p 3) = [5,19] e Im(p 3) = [100, 150] 
* O crescimento tende a parar. A função nesse ins- 
tante passa a ser considerada constante. 
e Respectivamente 11 e 13 anos. 
b) H(3) = 79 + 6,4 - 3 - &2-? = 79 + 19,2 — e°? = 
= 79 + 19,2 -1,2 = 97 cm 
V(3) = 6,4 — &2-? = 6,4- e”? = 6,4-1,2 = 5,2 cm/ano 
c) A altura máxima será 1,80 m - 0,27 m = 153 mea 
altura mínima será 1,80 m - 0,30 m = 1,50 m. 


d) Respostas de acordo com a realidade da turma. 

e) O horário não indicado é entre as 10h e as 16h. 
Consequências imediatas: vermelhidão, queimaduras, 
manchas, etc. 

Consequências futuras: câncer de pele. 


A atividade a seguir aborda uma aplicação de função 
exponencial. 


2. Correntes de mercado 

Há alguns anos começaram a se difundir no Brasil as 
chamadas correntes de mercado, em que determinada 
pessoa inicia a venda de certo produto para duas outras 
pessoas (que chamaremos de filhas da primeira pessoa) 
e convida essas duas outras pessoas para que também 
vendam esse produto (cada uma) para duas novas pes- 
soas (essas quatro novas pessoas são chamadas de ne- 
tos da pessoa que iniciou o processo de venda e assim 
por diante). Cada vez que novas pessoas entram nessa 
“corrente” dizemos que nasce uma nova “geração”, con- 
forme ilustra a figura abaixo: 


1? geração 


| 0 — 22 geração 
© 


Z 
J > 
NE 
e 


Cada participante dessa corrente ganha um percentual 
sobre as vendas dos seus descendentes: filhos, netos e 
assim por diante. Portanto, a pessoa que iniciou a cor- 
rente ganha uma porcentagem das vendas efetuadas 
por todos os indivíduos a partir da sua geração, os indi- 
víduos da 12 geração ganham porcentagens sobre todos 
os seus descendentes e assim sucessivamente, fazendo 
com que agueles indivíduos que estão no início da cor- 
rente ganhem valores bem significativos. 


Atabela a seguir ilustra o número de pessoas participantes 
da corrente em função do número de gerações existentes: 


Geração Número total de participantes 
1 1+2 
2 1+2+4 
3 1+2+4+8 
4 1+2+4+8+16 
n FEZ ARS cedo 


Chamando de Q, a quantidade total de pessoas parti- 
cipantes da corrente na geração n, temos: 
Q,=1+2+4+.+2,> 
>20,=2+4+8+..+2,+1 
Subtraindo membro a membro as duas últimas igual- 
dades acima, obtemos O, = 2" +11, que é a quantida- 
de total de pessoas presentes na corrente após a 
formação de n-ésima geração. 
Se, por exemplo, essa corrente ocorrer em uma cidade 
de médio porte, com cerca de 1000 000 de habitantes, 
supondo que a cada semana seja formada uma nova 
geração de indivíduos na corrente, após 19 semanas 
a corrente estará totalmente estagnada, visto que 
29 +17 = 1 048 575, o que já é bem maior que a 
população da cidade. Diante do exposto, percebe-se 
que este tipo de atividade é bastante lucrativa para 
os primeiros indivíduos da corrente , mas pouco lu- 
crativa para aqueles que estão no final da corrente. 
Agora, faça o que se pede: 


a) Sendo o n o número de gerações formadas, podemos 
dizer que a função dada pela lei Q, = 2"*! —1 é uma 
função exponencial, conforme é definida no capítulo 5 
do livro? 

b) Como seria a representação gráfica da função 
Q:IN > IN definida pela lei O(n) = 2"+1 —1? 

c) Qual é a diferença marcante entre a representação 
gráfica que você esboçou no item be a representação 
gráfica da função exponencial fIR > IR, definida por 
f(x) = 2, com 0 <a 1, que foi estudada no capítu- 
lo 5 do livro? 

d) Investigue quantos alunos estudam na sua escola e 
a partir daí, supondo que você iniciasse uma destas 
correntes hoje e que a cada dia fosse formada uma 
nova geração de indivíduos pertencentes à corrente, 
estime o número de dias necessários para que a cor- 
rente na sua escola ficasse estagnada. 

e) Estime o número de dias necessários para que meta- 
de dos alunos da sua escola esteja na corrente, su- 
pondo mais uma vez que a cada dia fosse formada 
uma nova geração da corrente. 

f) Supondo que a população brasileira seja de 200 000 000 
de habitantes e que você iniciasse uma destas correntes 
hoje e que a cada dia fosse formada uma nova geração 
de indivíduos pertencentes à corrente, estime o número 
de dias necessários para que a corrente ficasse estagna- 
da em todo o Brasil. 


Resolução: 

a) Não, pois neste caso n varia no conjunto dos núme- 
ros naturais e não no dos reais, como na definição 
clássica da função exponencial f: IR > IR, definida 
por f(x) = a, comO <a #1. 

b) A representação gráfica da função Q:IN —IN definida pela 
lei O(n) = 2"*! —1não é como de costume uma curva 
contínua e sim um conjunto discreto de pontos, visto 
que n varia no conjunto dos números naturais; observe: 


ho 


e 
y> 


c) A diferença mais marcante entre a representação 
gráfica do item anterior e a representação gráfica 
da tradicional exponencial f: IR > IR, definida por 
fix) = a*,com 0 <a 1, é que a representação grá- 
fica acima é composta de um conjunto discreto de 
pontos, ao contrário da curva contínua que repre- 
senta graficamente a função exponencial tradicio- 
nal. Além disso, a representação gráfica exponencial 
clássica não passa pela origem. 

d) A resposta depende do número de alunos da escola. 

e) A resposta depende do número de alunos da escola. 

f) Devemos impor a condição 
Q, =2"+1—1 = 200000000 para estimarmos o 
número n de dias. 

Sabemos que 2% = 1024 > 10º. Assim: 

(21)? > (103)? = 22º > 106 = 1000000 

Como 2º > 200, segue que: 

28 > 200 = 28 - 220 > 200 - 108 = 228 > 20000000 
Portanto, para n = 27, teremos: 

Q,=2"*!—1= 200000000 

Diante do exposto, em 27 dias a corrente estaria es- 
tagnada no Brasil, supondo que seja formada uma 
nova geração a cada dia. 


A atividade a seguir representa uma aplicação de loga- 


ritmos à matemática financeira. Ela é importante, pois co- 
loca o aluno para pensar na responsabilidade e nas metas 
que deve ter em sua vida financeira. 


3. Quando uma pessoa pega um empréstimo no sistema 


financeiro oficial (bancos), geralmente são cobradas 
taxas que variam, em média, de 1% a 2% ao mês, o que 
a longo prazo representa um valor significativo. 

Na outra ponta do mercado existem as cadernetas de 
poupança, que, apesar de serem seguras do ponto de 
vista da garantia, pois não há perdas, apresentam o fa- 
tor de correção mensal bem menor que os praticados 
no caso dos empréstimos. 
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Apenas para termos uma ideia do efeito dos juros ao 
longo do tempo, se uma pessoa tomasse R$ 1 000,00 
emprestados a uma taxa de juros (compostos) mensal 
da 2%, após 24 meses a sua dívida seria de: 


1,022 x 1000,00 = 1 608,44 


Agora, se essa pessoa depositasse R$ 1000,00 em uma 
caderneta de poupança e deixasse o dinheiro lá sem 
mexer, após 24 meses o seu saldo seria (supondo um 
rendimento mensal de 0,5%, que é o geralmente pra- 
ticado): 


1,005% = 1 000,00 = 1127,16 


Observe que esse valor é menor do que o obtido no caso 
do empréstimo. 
Mesmo com essa baixíssima taxa de rendimento da 
poupança, o fator 1,005" pode superar qualquer núme- 
ro real dado quando o tempo é suficientemente longo. 
Por exemplo, quanto tempo demoraria para que um 
depósito inicial de R$1000,00 se transformasse em um 
saldo de R$ 2 000,00 em uma caderneta de poupança 
que rende 0,5% ao mês? 
Após n meses, o saldo da conta da poupança seria 
1,05" = 1 000,00. Ora, como queremos que ele seja de 
R$ 2 000,00, basta impor que: 

1,005” - 1000 = 2000 = 1,005" = 2 
Para determinarmos o valor de n que cumpre última 
igualdade acima é preciso recorrermos aos logaritmos. 
Como as calculadoras científicas dispõem de uma tecla 
com logaritmos decimais, vamos então usá-los neste 
caso. Vejamos: 


1,005” = 2 = log 1,005” = log 2 > 
log 2 


> nº log 1,005 = log? > n = -—2—— = 138 
log 1,005 


Ou seja, serão necessários cerca de 138 meses (aproxi- 
madamente 11,5 anos) para que o dinheiro depositado 
dobre de valor. 


a) Imagine que você desejasse ter um saldo final que 
fosse 10 vezes o valor do depósito inicial 
de R$ 1 000,00, ou seja, ter um saldo final de 
R$ 10 000,00. Quanto tempo isso demoraria? 


b)E se você quisesse obter um saldo final de 
R$ 1000 000,00, partindo de um mesmo depósito 
inicial de R$1 000,00, quanto tempo demoraria? 


c) Pense e pesquise maneiras alternativas de acelerar o 
processo de chegar aos R$ 1 000 000,00, propondo 
alternativas possíveis no mercado financeiro e ao 
alcance ao longo da vida de um cidadão comum da 
nossa sociedade. Justifique matematicamente suas 
sugestões. 
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Resolução: 


a) Para calcular o número n de meses necessários para 
que R$1000,00 seja transformado em R$10 000,00, 
fazemos: 


1000 x 1,005” = 10 000 = 1,005” = 10 = 
log 10 


= log 1,005” = log 10 => n = —E—— = 46] 
log 1,005 


Assim, são necessários cerca de 461 meses, ou 38 anos, 
para que os R$ 1 000,00 sejam transformados em 
R$ 10 000,00. 

b) Para calcular o número n de meses necessários para 
que R$1000,00 seja transformado em R$1000 000,00, 
com uma taxa de rendimento de 0,5%, fazemos: 


1000 x 1,005” = 1000 000 = 1,005” = 1000 = 
log 1000 


= 1385 
log 1,005 


=> log 1,005” = log 1000 = 


Assim, são necessários cerca de 1381 meses, ou 
115 anos, para que os R$1 000,00 sejam transformados 
em R$ 1000 000,00. 

c) Algumas sugestões são procurar no mercado finan- 
ceiro investimentos cujo percentual de rendimento 
seja superior ao da poupança; fazer depósitos perió- 
dicos ao longo do tempo, etc. 


Unidade 4 — Sequências 
e Trigonometria 


A abertura desta unidade é apresentada de maneira 
interdisciplinar com a história da Filosofia. 

O paradoxo de Zenão permite abordar intuitivamente 
dois conceitos de grande importância na Matemática: a 
continuidade e o infinito que, embora costumem causar 
certa dificuldade de compreensão, acabam estimulando a 
curiosidade e a intuição e, consequentemente, o interesse 
do aluno. 

O professor poderá aprofundar a discussão sobre o 
conceito de paradoxo, apresentar outros paradoxos e iden- 
tificar a questão central do paradoxo de Zenão, ou seja, a 
premissa errônea de encarar o tempo e o espaço como 
constituídos por uma sucessão infinita de pontos e instan- 
tes individuais consecutivos e separados uns dos outros 
(descontínuos). 

As respostas esperadas para as questões propostas são: 


1. Um paradoxo é uma afirmação composta por uma con- 
tradição aparente. 


2. Ateoria de Cantor demonstra que a soma de uma série 
(sequência) infinita de números racionais pode ser um 
número finito. 


Capítulo 7 — Sequências 


Tópico 


Segquências 


Progressão aritmética (PA) 


Progressão geométrica (PG) 


Problemas envolvendo PA e PG 


Objetos de conhecimento (associados às 
Matrizes de Referência para o Enem 2009) 


Conhecimento numérico — sequências e 
progressões/conhecimento algébrico 


Competência Habilidade 


C1/C5 H2/H3/H4/H21/H22/H23 


Essencialmente, uma sequência numérica é um conjunto 
de números colocados em uma certa ordem. Por exemplo, a 
sequência dos múltiplos de 7 é dada por (0, 7,14, 21, 28, 35, ...). 
Outra sequência é esta (1, 3, 9, 27, 51, ...), que começa com 1, e 
os próximos números são obtidos multiplicando-se o anterior 
por 3. 

Sequências numéricas são muito importantes em 
aplicações práticas. Desde a Antiguidade elas serviam 
como ferramenta de modelagem, ajudando a prever o 
comportamento de variáveis. A sequência de Fibonacci 
ficou famosa não só pelas várias características interes- 
santes que apresenta, mas também pela sua utilização 
bem-sucedida na previsão do crescimento de populações. 
A conclusão apocalíptica de Malthus sobre os problemas 
gerados pelo crescimento populacional também se ba- 
seou em sequências numéricas. Muitos aspectos relacio- 
nados à segurança de bancos de dados, ligados à internet, 
utilizam-se de sequências de números primos gigantes- 
cos, difíceis de visualizar. 

No primeiro tópico do capítulo apresentamos a definição 
formal de sequência. É fundamental que os alunos perce- 
bam a importância da ordem. Escrever uma sequência como 
uma função que leva números naturais não nulos em nú- 
meros reais é colocar essa sequência em ordem. O primeiro 
número que aparecer estará ligado ao número 1,0 próximo 
número ligado ao 2, e assim por diante. Para facilitar, utiliza- 
-se outro tipo de escrita. No exemplo anterior, ao invés de 
se escrever f(1) = 1, escreve-se a, = 1. Da mesma forma, 
fQ)=a,=3,f3) = a, = 9,...0 índice determina a posição 
ocupada por aquele valor. É muito comum os alunos con- 
fundirem o índice com o próprio valor. 

É interessante pedir aos alunos que criem exemplos de 
sequências, utilizando essa nova linguagem para represen- 
tá-la. Incentive-os a criar tanto sequências finitas como 
infinitas. Pergunte se eles conseguem escrever uma frase 
ou uma fórmula que ajude a encontrar todos os termos que 
pertencem a essa sequência. Essa pergunta retoma, do es- 
tudo da linguagem de conjuntos, a ideia de buscar a carac- 
terística comum ao conjunto, a característica que dá a 


identidade ao conjunto. No exemplo d (lançamento das 
moedas) essa ideia fica bem clara. A expressão a, = 2” é a 
lei que nos permite encontrar todos os termos que perten- 
cem a essa sequência; ela define quem faz parte e quem 
não faz parte dela. O número 8 faz parte, pois 8 = 2? = a,. 
Além disso, descobrimos que o número 8 ocupa a terceira 
posição na sequência. 

O exercício 1 apresenta diversas possibilidades de leis de 
formação. Existem leis lógicas (item d), leis que dependem 
das operações de soma, multiplicação e potência (itens a, b 
ef) e leis de recorrência (itens ce e). Os exercícios 2 a 8 traba- 
lham o reconhecimento da lei de formação da sequência e a 
descoberta de mais informação. Os exercícios 4,5 e 6 partem 
da forma matemática da lei. 

Os exercícios 9 e 10 apresentam um tipo especial de 
sequências determinadas por recorrência. Isto é, cada ele- 
mento da sequência depende dos seus anteriores para se 
formar. O exemplo mais conhecido desse tipo de sequência 
é a de Fibonacci, onde qualquer número, exceto os dois pri- 
meiros, é formado pela soma dos dois anteriores. É impor- 
tante destacar que esse tipo de sequência necessita de um 
ponto de partida. É preciso determinar um ou mais valores 
iniciais. O professor pode pedir aos alunos que criem se- 
quências por recorrência. 

O exercício 11 é um problema aberto em que o aluno é 
convidado a desenvolver a modelagem necessária para en- 
contrar a solução. Pode ser interessante ressaltar as seme- 
lhanças dessa situação com o que foi estudado no capítulo 
de funções afins. 

Depois que os alunos tiveram contato com os funda- 
mentos da sequência, a seção Leitura explica como surgiu 
a sequência de Fibonacci. Esse pode ser um bom momen- 
to para uma pequena pesquisa histórica, já que Fibonacci 
foi um dos primeiros pensadores do Renascimento. Devido 
ao trabalho de seu pai, ele passou muito tempo no Egito 
e teve a oportunidade de aprender uma Matemática mui- 
to mais avançada do que a que existia na Europa da época 
e, com isso, teve papel importante na transformação cul- 
tural, econômica e política que ocorreu no Ocidente. Além 
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disso, ainda há muito o que se discutir sobre o número 
áureo (db), que, assim como o pi (7), tem papel importan- 
tíssimo no desenvolvimento da Matemática e da Filosofia 
grega. 

No restante do capítulo estudaremos dois tipos espe- 
cíficos de sequências, as progressões aritméticas e as geo- 
métricas. Chamamos de progressões as sequências em 
que, para chegar de um elemento ao seu próximo, se re- 
pete sempre a mesma operação. Progressões são diferen- 
tes de sequências recursivas, pois basta um elemento e a 
regra de formação para se encontrar qualquer outro ele- 
mento da sequência. 

Nas progressões aritméticas (PA) as diferenças entre 
termos sucessivos são sempre constantes. Nas progressões 
geométricas (PG) as razões entre termos sucessivos é que 
são sempre constantes. Assim, na PA basta somar e, na PG, 
basta multiplicar por um valor constante para encontrar o 
próximo termo. Em ambos os casos, esse número que é so- 
mado ou multiplicado chama-se razão. As PAs apresentam 
semelhanças importantes com as funções afins e com os 
juros simples, e as PGs, com as funções exponenciais e os 
juros compostos. 

Tradicionalmente se trabalha primeiro com as PAs, em 
que os alunos já familiarizados com a ideia de sequências 
numéricas entram em contato com o aparato matemático 
necessário para trabalhar com as progressões, que são mais 
simples nas PAs. Depois, aproveitando as analogias entre as 
duas, avançam com as PGs, que exigem mais destreza com 
cálculos. 

Outra abordagem possível é apresentar as duas progres- 
sões ao mesmo tempo. A vantagem dessa opção está na 
comparação constante entre elas e suas simetrias. Os alunos 
aprendem comparando as diferenças. 

Para começar a abordagem intuitiva de PA é recomen- 
dável apresentar situações simples e fazer perguntas diver- 
sas, abrangendo os vários conceitos que serão utilizados. 

No exemplo do início do tópico Progressão aritmética, 
em que a produção inicial é de 100 000 unidades de certo 
produto, foi destacado o aumento de 20 000 unidades ao 
ano. Pela apresentação da situação, fica fácil prever quanto 
se espera produzir em 2020 ou 2030: basta ir somando as 
20 000 unidades que se espera para o crescimento, ano a 
ano, até chegar ao ano que se quer saber. Mas como chegar 
nesses resultados sem ter que fazer tantas contas? Certa- 
mente surgirá a ideia de contar quantos anos são e multi- 
plicar esse número pelo aumento anual. 

É importante também inverter a pergunta, indagando 
quando se atingirá determinado valor. Por exemplo, quan- 
do a produção atingirá 400 000 unidades? Ou quando a 
produção dobrará/triplicará/aumentará? Também podem 
ser feitas perguntas que antecipem a ideia de soma dos 
elementos da progressão: quantas unidades serão produ- 
zidas, no total, até 2020? Quando será produzida a milio- 
nésima unidade? 


Manual do Professor 


Ao criar um exemplo que apresente uma progressão 
decrescente, outras perguntas surgem. Imagine que um 
garoto ganhou um pacote com 40 balas. Muito disciplinado, 
ele planeja comer apenas três balas por dia. Quando ele 
comerá a última bala? Quando terá comido metade do pa- 
cote? Quantas balas ele terá daqui a uma semana? E se ele 
comesse quatro balas por dia? O professor e os alunos po- 
dem criar exemplos. 

Quando chegar o momento da formalização, o primeiro 
conceito será o do termo geral. Como uma PA apresenta 
regularidade, fica fácil encontrar qualquer termo que per- 
tença a ela. O primeiro termo de uma progressão é usual- 
mente conhecido como a.. 

Se para encontrarmos o segundo termo basta somar a 
razão ao primeiro, temos: 


a =a+r 


A mesma coisa acontece para se chegar no terceiro termo: 


Só que, como já sabemos escrever a, em função de a, 
podemos reescrever a expressão acima como: 


a=a+r=(a+n)+r=a+rtr=a+2r 
Portanto: 
a =a,+2r 
a=a,+3r 
a, =a +4r 


e, naturalmente, os alunos vão perceber que é fácil encon- 
trar a fórmula de qualquer termo. Para isso, basta pegar o a, 
e somar a razão uma vez a menos do que a posição do 
termo que se quer: 

a=a,+(n—Tr 

Os exercícios resolvidos 1e 2 e os exercícios propostos 
12 a 21 ajudam a fixar o conhecimento. Os exercícios resol- 
vidos 3 e 4 e os exercícios propostos 22 a 29 exigem um 
pouco mais de álgebra, raciocínio lógico e interpretação de 
texto. O exercício resolvido 5 mostra passo a passo como 
resolver uma situação-problema que envolve progressão 
aritmética. 

Em vez de pedir, como o professor de Gauss, aos seus 
alunos que somem os 100 primeiros números naturais, peça 
a eles que somem os dez primeiros. Uma tarefa simples, em 
que eles podem conferir o resultado. Escreva os números de 
1a 10 na lousa e mostre que, somando os números que estão 
à mesma distância das extremidades, o resultado é cons- 
tante(1+10=2+9=3+8=4+7=5+6=11).Equal 
é a relação desse resultado com a soma total da PA? Asoma 


dos 10 primeiros números naturais é 55 (Sọ = 55), que é 5 
vezes o 11. O número 5, não por acaso, é metade de 10, que 
é a quantidade de números que foram somados. 


10 
Sig: E -11 


Já o 11 é o resultado constante que apareceu anterior- 
mente. Poderíamos utilizar qualquer uma das somas, mas 
a que tem como fatores as extremidades da sequência pa- 
rece a mais indicada. 


Pois, sendo n o número total de elementos somados, 
podemos reescrever a fórmula que nos dá a soma dos ter- 
mos de uma PA finita assim: 


n 
S = 5 (mta) 


n 


Os exercícios propostos 30 a 33 são de aplicação di- 
reta. Os exercícios 34, 35 e 36 são mais desafiadores e 
dialogam com outros temas da Matemática. Os exercí- 
cios 37 a 41 são problemas que exigem interpretação de 
texto. 

Com algumas alterações, os exemplos usados para in- 
troduzir o estudo de PA servem para o estudo de PG. É im- 
portante ressaltar que agora o intervalo entre os números 
não é mais constante, mas a razão entre um número e seu 
antecessor é. 

Os exercícios 42 e 43 ajudam a reconhecer esses elemen- 
tos e a começar a compreender as semelhanças e diferenças 
entre PA e PG. 

A ideia de taxa de crescimento é uma ideia funda- 
mental para a Economia. O exercício resolvido 9 mostra 
como é simples encontrá-la, e o exercício proposto 58 
ajuda a fixar essa ideia. Esse comportamento é idêntico 
ao das funções exponenciais. Pode ser interessante bus- 
car algum exercício feito anteriormente, durante os es- 
tudos sobre funções exponenciais, e refazê-lo com essa 
nova ferramenta. 

Uma diferença importante entre as progressões arit- 
méticas e geométricas é que as geométricas, além de po- 
derem ser crescentes, decrescentes ou constantes, ainda 
podem ser alternadas. Isso acontecerá quando a razão for 
negativa. 

Para encontrar o termo geral de uma PG, o procedimen- 
to é parecido com o da PA. A letra q é usada para representar 
a razão da PG, ela foi escolhida por ser a primeira letra da 
palavra quociente. Os próximos termos podem ser escritos 
em função de a, e q. 


aa, 
ue dh oh? 
a, = à, 

a, =a: q 


Chegamos à fórmula geral: 


É interessante destacar a simetria que existe entre as 
duas fórmulas. No lugar da soma, a multiplicação. No lugar 
da multiplicação, a potenciação. 

Os exercícios resolvidos 10 a 14 e os exercícios propos- 
tos 44 a 59 oferecem a oportunidade de praticar o conhe- 
cimento recém-adquirido. Os exercícios propostos 51 a 53 
exigem mais álgebra. Os exercícios propostos 54 a 59 en- 
volvem a interpretação de situações-problema. 

Para somar os termos de uma PG primeiro é preciso 
identificar se ela é finita ou infinita. Essa questão não se 
apresentava no estudo de PA, pois elas são infinitas e nunca 
convergem para algum valor específico, ou seja, elas tendem 
ao infinito. Se a PG for finita, a fórmula para encontrar a 
ig 

1=q 
dessa fórmula é um belo exemplo de argumentação mate- 
mática. 

Se a PG tiver infinitos termos, a princípio pode parecer 
impossível calcular sua soma. Afinal, são infinitos núme- 
ros. Mas,e se os números forem ficando cada vez menores, 
não chega uma hora em que o resultado dessa soma para 
de crescer? A soma de uma PG infinita, com —1< q <1, é 

adı 
1-9 

Os exercícios resolvidos 15 e 16 e os propostos 60 a 65 
tratam de somas de sequências finitas. Os exercícios resol- 
vidos 17 a 19 e os propostos 66 a 70 tratam de somas de 
sequências infinitas. 

Não deixe de trabalhar com seus alunos o tópico Pro- 
blemas envolvendo PA e PG, pois ele apresenta exercícios 
desafiadores, que vão ajudar os alunos a desenvolver suas 
habilidades algébricas e o raciocínio lógico. O exercício 
71, por exemplo, é um bom teste para verificar se seus 
alunos conseguem articular os conceitos. Pois, se eles 
tentarem resolver a questão só com a álgebra, a tarefa se 
tornará muito complicada. Mas, se eles perceberem que 
todos os termos das duas sequências podem ser escritos 
em função de uma única incógnita, o exercício será resol- 
vido rapidamente. 

A seção Outros contextos fornece material para uma 
interessante discussão interdisciplinar. Embora a previ- 
são feita por Malthus não tenha levado em consideração 
fatores atenuantes como os avanços tecnológicos na 
agricultura e a transição demográfica, hoje conhecemos 
outros fatores agravantes, relacionados à ecologia, prin- 
cipalmente ao aquecimento global, que fazem com que 
a discussão proposta por ele seja bastante atual. Essa é 
uma oportunidade de projeto interdisciplinar com Geo- 
grafia e Sociologia. 


soma de seus termos é S, = a, - . A demonstração 


dada pela fórmula $ = 
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Capítulo 8 — Trigonometria no triângulo retângulo 


Tópico Objetos de conhecimento (associados às Com peteca Habilidade 
P Matrizes de Referência para o Enem 2009) P 
Semelhança de triângulos Corihecimentosgeometricos= posiches de C2 H7/H8/H9 
7 retas, teorema de Tales, semelhança 
Relações métricas no triângulo retângulo Conhecimentos geométricos C2 H7/H8/H9 
Relações trigonométricas no triângulo Conhecimentos geométricos — c2 H7/H8/H9 
retângulo Trigonometria do ângulo agudo 


A Trigonometria é um assunto interdisciplinar por si 
só. Ela nasceu de necessidades práticas de medição. Pri- 
meiramente, possibilitando a medição indireta de objetos 
distantes, como morros, pirâmides ou pontes. Depois, ex- 
trapolando seu alcance, possibilitou a determinação das 
posições relativas das estrelas, o que auxiliou na navega- 
ção e ajudou a melhorar a precisão dos calendários e das 
estações. Ainda hoje a Trigonometria é fundamental para 
a Astronomia, a Engenharia, a Medicina, a Agricultura, a 
Física, etc. 

Algumas escolhas precisam ser feitas na abordagem 
deste tópico. Se os seus alunos iniciaram o trabalho com 
a trigonometria no 9° ano do Ensino Fundamental, o 
professor pode avaliar se vale a pena focar na resolução 
de exercícios. Neste caso, uma boa seleção de exercícios 
poupará tempo. Porém, para os alunos que não estuda- 
ram o conceito de semelhança (ou aprenderam de fato) 
é fundamental que ele seja trabalhado neste momento. 
Os estudos posteriores de geometria ficariam muito pre- 
judicados ou até mesmo impossibilitados sem esse 
conhecimento. 

A Associação Brasileira de Normas Técnicas (ABNT), pela 
Norma ABNT NBR ISO 80000-2, válida a partir de 17 de agos- 
to de 2012, recomenda o uso da notação tan x, cot x e csc x, 
por isso fizemos essa alteração em nossa coleção. 

Nessa coleção, a trigonometria será retomada no vo- 
lume 2, aprofundando as técnicas de cálculos, ampliando 
suas aplicações, culminando no estudo das funções trigo- 
nométricas. 

As ideias básicas da Trigonometria surgem das aplica- 
ções de conceitos como o teorema de Tales e a ideia de se- 
melhança de polígonos. 

Tales é considerado por muitos o primeiro filósofo da 
História, e seu teorema é uma das primeiras grandes des- 
cobertas científicas. Ele formaliza a ideia de proporção e com 
ela define um conceito fundamental: o de semelhança. 

A forma mais usual de se apresentar o teorema de Ta- 
les é com um diagrama de feixes de retas paralelas inter- 
sectados por duas retas transversais. Embora ele seja mui- 
to simples, duas ideias costumam gerar confusão nas 
cabeças dos alunos. A primeira confusão está no fato de 
que, quando o teorema enuncia que “a razão entre dois 
segmentos quaisquer de uma transversal é igual à razão 
dos segmentos correspondentes da outra”, não está óbvio 
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que os segmentos da mesma transversal podem estar par- 
cialmente sobrepostos. Essa situação aparece no exerci- 
cio 3,em que a razão precisa ser encontrada entre o tama- 
nho total dos três terrenos com o tamanho de cada um 
deles. A ideia de segmentos correspondentes é bastante 
intuitiva. Uma maneira direta de definir essa relação é que 
segmentos correspondentes são limitados pelas mesmas 
duas retas paralelas. 

A outra confusão costuma aparecer quando as trans- 
versais se cruzam, como no exercício 2. Os alunos têm a 
tendência de considerar os valores da direita como per- 
tencentes à mesma classe, e os valores da esquerda como 
pertencentes à outra classe, estabelecendo razões entre 
segmentos contidos em retas diferentes. 

O exercício 5 apresenta o problema da projeção de uma 
sombra. Essa técnica de comparar a sombra de um objeto 
com sua altura está na origem do surgimento da trigono- 
metria e também pode motivar o estudo da semelhança 
em triângulos. A figura do exercício 6 ajuda a reforçar que 
não importa a posição do feixe de paralelas nem os ângu- 
los formados pelas transversais. É importante destacar que 
é possível traçar no ponto A uma paralela às retas BB’, CC” 
e DD”. 

Os exercícios sobre semelhança de triângulos em geral 
não apresentam dificuldades na parte algébrica. O que é 
importante ressaltar é a argumentação. No exercício resol- 
vido 3, por exemplo, a primeira frase é muito mais impor- 
tante para a solução do problema do que as equações, pois 
ela apresenta a justificativa lógica para o que será feito. Os 
exercícios 7, 8 e 12 exigem essa argumentação. Nos demais 
exercícios os alunos deverão reconhecer o que torna os triân- 
gulos semelhantes, encontrar os lados homólogos, montar 
a equação e resolvê-la. Destaque para o exercício 12, que 
exigirá que o aluno perceba que, apesar de semelhantes, os 
triângulos não estão na mesma posição, portanto os lados 
homólogos não estão sobre a mesma reta. Os exercícios 14 
e 15 exigirão um pouco mais de álgebra, e o exercício 16 
exigirá uma abstração que será muito útil quando começar 
o estudo da trigonometria. Pelo mesmo motivo, é importan- 
te dar destaque à situação e aos exercícios apresentados na 
seção Uso de semelhança para medir distâncias inacessíveis. 

Os exercícios 20 a 26 expandem o conceito de seme- 
lhança para polígonos quaisquer. Uma maneira de justificar 
a possibilidade de usar a semelhança em polígonos é que 


qualquer polígono pode ser dividido em triângulos. Se os 
triângulos de um polígono forem semelhantes aos triângu- 
los do outro polígono, esses polígonos só podem ser seme- 
lhantes. O exercício 26 é muito útil para exemplificar a pre- 
sença da Matemática no dia a dia. Nele se explica os 
diferentes tipos de monitores de computador e TV. É uma 
questão cotidiana, mas que pouca gente entende. 

Terminado o estudo das semelhanças, o próximo passo 
é estudar o triângulo retângulo. Antes de entrar na Trigo- 
nometria propriamente dita, estudaremos suas relações 
métricas. 

O triângulo retângulo é uma escolha natural. Ele possui 
um ângulo reto e é muito simples de construir. Se o aluno 
olhar a sua volta, certamente encontrará centenas (ou mi- 
lhares) de ângulos retos. Os agrimensores egípcios já sabiam 
que bastava marcar doze partes iguais em uma corda para 
conseguir o triângulo retângulo mais simples de todos, com 
lados medindo 3,4 e 5 unidades. 

As relações métricas são um conjunto de relações espe- 
cíficas entre os elementos do triângulo retângulo que valem 
sempre, independente do formato do triângulo, bastando 
que seja retângulo. A mais conhecida de todas é o Teorema 
de Pitágoras. 

As relações apresentadas são uma seleção das expres- 
sões que apresentam alguma facilidade de cálculo ou 
alguma relação especial entre seus elementos. Um exer- 
cício interessante pode ser apresentar os elementos do 
triângulo para os alunos e pedir a eles que procurem essas 
relações. 

O exercício resolvido 5 e os exercícios 27,28,29 e 30 apre- 
sentam aplicações diretas das relações métricas. O exercício 
resolvido 6 e os exercícios 31,32 e 35 apresentam aplicações 
práticas e interdisciplinares. Os exercícios 33, 34, 36 a 40 
apresentam aplicações das relações trigonométricas a ou- 
tras áreas da Matemática. 

Todo esse estudo das semelhanças e das relações mé- 
tricas no triângulo retângulo fornece a base para iniciarmos 
o estudo da Trigonometria. 

Com os três lados do triângulo, temos seis razões pos- 
síveis. Considerando um triângulo retângulo qualquer, 


com hipotenusa a e catetos b e c, temos as raízes: 
aabbhc c 

ER ER A c—. 
b caca b 


Ao longo da História, cada uma delas recebeu um nome. 
Considerando o ângulo 6 entre o cateto b e a hipotenusa a, 


Y c b 
esses nomes são: — = seno 0, — = cosseno 6, 
a a 


b a 
— = cotangente 0, —— = secante 0 e 


= tangente 0, E b 


o|asa 


= cossecante 0. 


aja 


Algumas questões podem surgir: Para que essas relações 
servem? Por que não continuamos usando apenas os ângu- 
los? Medir um ângulo não é uma das coisas mais fáceis. 
Medir uma linha reta, que é uma coisa simples, já envolve 
algum erro. Agora, medir um ângulo, um espaço vazio entre 
duas retas, pode ser muito complicado. Cometer um erro de 
um centímetro na largura ou comprimento de uma estrada 
é praticamente insignificante. Cometer um erro de 1 grau 
na construção dessa mesma estrada pode fazer com que 
ela chegue a um destino totalmente errado. 

Dessa forma, a Trigonometria oferece a enorme vanta- 
gem de medir ângulos por meio de comparação entre as 
medidas de segmentos de retas. Com o seno, o cosseno € a 
tangente, duas medidas quaisquer de um triângulo retân- 
gulo bastam para se obter a medida do ângulo. 

Os exercícios 41 a 44 ajudam a fortalecer essa ideia de 
que as razões trigonométricas servem para comparar e me- 
dir ângulos. Os exercícios 45 a 51 introduzem a associação 
entre ângulos e os valores das relações quais relações trigo- 
nométricas. Os exercícios 46, 49, 50 e 51 apresentam uma 
importante ferramenta: usar as relações entre as razões 
trigonométricas para, de um valor, encontrar outros. 

O exercício 48 antecipa o assunto do próximo tópico: os 
ângulos notáveis. Nele há a explicação para esses ângulos 
serem notáveis: a diagonal do quadrado forma um ângulo 
de 45º com a base, o triângulo equilátero é formado por três 
ângulos de 60º, sendo que, quando o dividimos ao meio, 
obtemos dois triângulos retângulos semelhantes com ân- 
gulos de 30º e 60º. Outro motivo para esses três ângulos se 
destacarem é que eles representam as divisões mais simples 
de um ângulo reto: um terço, metade e dois terços. Essa ideia 
será muito importante no volume 2, quando será estudado 
o círculo trigonométrico. 

O exercício resolvido 7 apresenta o tipo de modelagem 
mais simples possível usando trigonometria. Esse tipo de 
problema é muito frequente em Engenharia e nos Esportes. 
No ciclismo de estrada, por exemplo, as montanhas são 
classificadas de acordo com inclinação média de suas su- 
bidas. Para isso, encontra-se a razão entre o quanto se sobe 
em altura (cateto oposto) e a distância percorrida (hipote- 
nusa), obtendo-se assim o seno do ângulo de inclinação 
da montanha. Os exercícios resolvidos 10 e 11 apresentam 
aplicações simples, variando o tipo de informação dispo- 
nível e o que se deseja saber. O exercício resolvido 8 mostra 
todas as passagens necessárias para a resolução de um 
problema. 
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É 


Os exercícios propostos 52 a 69 apresentam grande va- 
riedade de dificuldade e temas, possibilitando ao aluno 
praticar todos os assuntos estudados no capítulo. Desta- 
ques: o exercício 58 apresenta uma técnica muito antiga, 
motivadora do uso da trigonometria; o exercício 59 relacio- 
na a Trigonometria com conteúdos estudados pela Física; o 
exercício 63 mostra outra aplicação interessante de medição 
a distância, e o exercício 66, apesar de não apresentar ne- 
nhuma contextualização, oferece a oportunidade de mostrar 
aos alunos um atalho enorme para a resolução do problema, 
percebendo que um dos triângulos é isósceles. 

A seção Pensando no Enem apresenta exercícios desa- 
fiadores, que abrangem outras áreas do conhecimento. Os 
dois primeiros exercícios apresentam situações em que 
eventos cíclicos ocorrem. Além de entendê-los, é preciso 
reconhecer em que parte do processo começa e termina o 
que se quer descobrir. Os outros três exercícios apresentam 
problemas relacionados com medições a distância. Os exer- 
cícios 3 e 4 apresentam indicações históricas. 

As demais questões foram retiradas da própria prova do 
Enem e estão relacionadas ao conteúdo estudado na unidade. 

Na seção Vestibulares de Norte a Sul, o aluno tem a 
oportunidade de autoavaliar-se em relação ao conteúdo 
estudado na unidade. 


Atividades complementares à Unidade 4 


A atividade a seguir deve ser feita em trios de alunos. O 
objetivo dela é levar os alunos a conjecturar e demonstrar. 
2 
; E aa xX +x 
1. Considerem as funções quadráticas f(x) = E E 


x? +3x 


g(x) = X} + xe h(x) = . Cada aluno deve 


escolher uma das funções e com ela: 

a) determinar as imagens dos valores inteiros consecu- 
tivosx=0,x=1|,x=2,x=3,x=4x=5ex=6, 
escrevendo as 7 imagens obtidas em sequência, como 
no exemplo: (0, 3,7,12,18,25,33).Vamos chamar essa 
sequência de |, letra inicial de imagem. 

b) efetuar as diferenças entre os valores consecutivos 
dessa sequência (i, — i, i, — i, iy— ip etc.) criando uma 
nova sequência chamada D (diferença). Tomando por 
base o exemplo do item a e fazendo as diferenças 
consecutivas da sequência (0, 3,7,12,18, 25), teríamos: 
3-0=3;7-3=4,12—-7=5,18-02=6€e25-18=7. 
Assim, a sequência obtida seria D =(3, 4,5, 6,7, 8). 

c) Terminada essa etapa, o trio deve analisar conjunta- 
mente as três sequências D obtidas e tentar perceber 
uma característica interessante comum a elas. 

d) Conjecturem uma regra para essa propriedade ob- 
servada. Por exemplo:“Em uma função quadrática, a 
diferença entre as imagens de valores inteiros con- 
secutivos é sempre ..”. 

e) Será que isso é sempre verdadeiro? Testem a conjec- 
tura com mais uma função quadrática qualquer, cal- 
culando suas imagens para alguns valores inteiros 
consecutivos. 
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f) Demonstrem essa conjectura. Dica: Refaçam o pro- 
cesso anterior, usando uma função quadrática gené- 
rica, ou seja, f(x) = ax? + bx + c. Então, se n for um 
inteiro qualquer, seu consecutivo é... 


Resolução: 

a) Sequência de f: l = (0,1,3, 6,10, 15, 21) 
Sequência de g: A = (0, 2, 6,12, 20, 30, 42) 
Sequencia de h: 1, = (0, 2, 5, 9, 14, 20, 27) 

b) Diferença de f: D; = (1,2, 3,4,5,6) 
Diferença de g: D, = (2,4,6,8,10,12) 
Diferença de h: D, = (2,3,4,5,6,7) 

c) Deve-se perceber que as três sequências são PAs. 

d) Em uma função quadrática, a diferença entre as 
imagens de valores inteiros consecutivos é sempre 
uma PA. 

e) Sim, parece verdadeiro, pois o teste funcionará, se as 
contas foram feitas corretamente. A certeza só pode 
ser dada se demonstrarmos. 

f) Seja f(x) = ax? + bx + c. Calculamos a imagem de 
dois inteiros consecutivos, ne n+1: 

Ff(n)=an? + bn +c 

fin +1) = a(n+1} + b(n+1) + c = 
=an?+2an+a+bn+b+c 

A diferença D(n) entre as duas imagens calculadas é 
D(n) = f(n+1) — f(n) = 2an +a + b 

Reescrevendo a como 3a — 2a, temos: 

D(n) = 2an — 2a + 3a + b = 2a(n — 1) + (3a + b) 
ou seja, D(n) é uma PA de a, = 3a +b e razão 2a. 
Assim, demonstramos que, em uma função quadrá- 
tica, a diferença entre as imagens de valores inteiros 
consecutivos é sempre uma PA. 


A atividade a seguir é de exploração e de investigação, 
e contribui para o desenvolvimento do raciocínio lógico dos 
alunos. 


2. Doze números naturais estão escritos em uma linha. O 
quarto número é 4 e o décimo é 12. A soma de quaisquer 
três números vizinhos é 333. Investigue, descubra e es- 
creva os doze números. 


Resolução: 

Possível solução: chamando de x o quinto número, o 
sexto será 329 — x (pois, 4 + x + 329 = 333) e, assim, 
escrevemos a sequência: 

>» ,%xX,329 — x,4,x,329 — x,4,x,329 — x 
Logo: 

329 —- x = 12 >x = 317 

Então, a sequência de números é dada por: 

4, 317,12, 4, 317, 12, 4, 317, 12, 4, 317,12 


A atividade a seguir representa uma aplicação das pro- 
gressões (geométricas e aritméticas) a uma situação real. 
Essa situação é importante, pois contribui para o desenvol- 
vimento da educação financeira do aluno, que será útil tan- 
to na vida pessoal quanto profissional. 


3. Os principais tipos de conta são a conta de depósito à 
vista, a conta de depósito de poupança e a “conta- 
-salário”. 

A conta de depósito à vista é o tipo mais usual de conta 
bancária. Nela, o dinheiro do depositante fica à dispo- 
sição do cliente para ser sacado a qualquer momento. 
A poupança foi criada para estimular a economia popu- 
lar e permite a aplicação de pequenos valores, que pas- 
sam a gerar rendimentos mensalmente. 
A“conta-salário” é um tipo especial de conta de registro 
e controle de fluxo de recursos, destinada a receber sa- 
lários, proventos, soldos, vencimentos, aposentadorias, 
pensões e similares. A“conta-salário” não admite outro 
tipo de depósito além dos créditos da entidade paga- 
dora e não é movimentável por cheques. 


Disponível em: <www.bcb.gov.br/?CONTASFAO>. 
Acesso em: 26 fev. 2013. 


João e Maria resolveram abrir duas contas bancárias: 
Maria abriu uma conta poupança e João, uma conta 
corrente. Considerando que no país onde moram a uni- 
dade monetária seja o “Taco” ($T), que a inflação é tal e 
que todo final de mês o banco corrija o saldo deposita- 
do na poupança em 10% e que cada um abriu sua conta 
com $T 1000,00, faça o que se pede e, quando necessá- 
rio, utilize a tabela a seguir: 


12=121/18=133/114=1,46] 11=1,61 | 1,16 = 1,77 


1,7 = 1,95 | 118 = 2,14 | 1,1? = 2,36 | 1,1 = 2,59 | 1,1" = 2,85 


|. Supondo que o casal não fez nenhum outro depósito 
depois da abertura de conta: 


a) preencha a tabela com os valores que cada um tem 
em conta no dia primeiro de cada mês a seguir: 


Saldo em $T | 1° dejan. | 1° de fev. | 1° de mar. | 1° de abr. 


João 1000,00 


Maria 1000,00 


b) A sequência de valores que representam o saldo 
da conta de João pode ser classificada como uma 
progressão aritmética? E como uma progressão 
geométrica? Se sim, qual é a razão? 


c) A sequência de valores que representam o saldo 
da conta de Maria pode ser classificada como uma 
progressão aritmética? E como uma progressão 
geométrica? Se sim, qual é a razão? 


d) Se João depositar todo início de mês $T 1000,00, 
quanto terá no final de dezembro desse mesmo 
ano? 

e) Qual será a soma dos 12 termos da sequência de 
valores obtidos no item anterior? 


f) No caso de Maria, se ela fizesse apenas o primeiro 
depósito, $T 1000,00 no início de janeiro, quanto 
ela teria no final de novembro? 


Il. Faça um diagrama cartesiano dos saldos ao final de 
cada mês na contas de João e Maria para o caso de 
um único depósito de $T 1000,00 no início de janeiro. 
Considere apenas os 6 primeiros meses. 


IlI. Faça um diagrama de barras para a situação descrita 
no item d. 


Resolução: 
l. a) João: (1000,00; 1000,00; 1000,00; 1000,00) 
Maria: (1000,00; 1100,00; 1210,00; 1330,00; 1460,00) 


b) Tanto pode ser uma PA como uma PG, ambas cons- 
tantes. No caso de PA, a razão é zero e, no caso de 
PG, a razão é 1. 


c) No caso de Maria, a sequência é uma PG de razão: 
1100 
= — >59=11 
1000 


d) O saldo da conta de João no final de janeiro será 
$T 1000,00, 2 000,00 no final de fevereiro; 3 000,00 
no final de março, e assim sucessivamente, ou seja, 
uma sequência na forma de uma PA de primeiro 
termo igual a 1000 e razão também igual a 1000. 
Assim, o 122 termo dessa PA é 12 000,00. 


e) S, = (a; Ludo = 
_, 5, — (1000 + og EAN 


f) Para Maria teremos uma sequência na forma de 
PG (1000,00; 1210,00; ...) da qual queremos o 
112 termo, assim: 
a, =a: q"? = a, = 1000 -1,102 -0 = 
= 1000 - 2,85 = 2850 
II. A 


João 
1000 e .-———- porie EE TETEN . 
+ + » 
jan. fev. mar. abr. maio jun. 
A 
Maria 
T60 kaate E pe pa DS o DD TS i . 
TAGO ae caes cnnnaDa sao decks ra dica . 
1330 dadsso amas somas E AA . 
UANO 2500 <uossssBhe cos - 
MOO ps asno ams s note que a curva é 
1000 F -==-- e uma exponencial 
+ = 
jan. fev. mar. abr. maio jun. 


Manual do Professor 


HI t Saldo de 
depósitos 
(5101010 sean Sade saum 


BOQU ess =eroassaBss 5 Dis ais 
4000L-- 00 


3000L...... 00.00... | 
2000 smsa meio. -S -F nam 
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A atividade a seguir representa um momento de inter- 
disciplinaridade com Física. 


4. Quando um objeto se encontra sobre um plano inclina- 
do, sofre a ação de uma força de reação normal ao apoio, 
conforme figura abaixo. (Neste caso foi desprezada a 
força de atrito.) 


A força peso age na vertical, dirigida para o centro da 
Terra (de cima para baixo). Fixemos um plano cartesia- 
no com o eixo x paralelo ao plano inclinado e o eixo y 
apontando para a direção da força normal, perpendicu- 
lar a esse plano. A força resultante na direção x é Px e 
pode ser escrita em função do ângulo 9. A força normal 
tem o mesmo módulo de Py: N = Py. No sistema de 
referência adotado, a força peso é representada por duas 
componentes: Px na direção x ou horizontal, e Py na 
direção y, ou vertical. 

Qualquer uma das componentes pode ser calculada por 
expressões simples da Matemática. 

Veja na figura acima que a força peso é dividida em duas 
componentes, Px e Py, e que a componente Py é neutrali- 
zada pela reação normal. Dessa forma, fica a componente 
Px para ser vencida. 

A ideia de plano inclinado é muito utilizada em arqui- 
tetura e na construção civil. Um bom exemplo disso é o 
cálculo da inclinação dos telhados de um modo geral. 
O objetivo de calcular a inclinação do telhado é determi- 
nar a altura da cumeeira ou o comprimento do pendural, 
no caso de telhados de madeira. 

A inclinação dos telhados é medida em porcentagem 
ou percentual, e geralmente ouvimos: “O telhado tem 
inclinação de 10%”, ou “O telhado tem inclinação de 
30%”. Mas o que significa isso? 


10% é igual a £- .Colocando-se a unidade centímetro 


(cm), temos: 
10% = AcM, , OU seja, a cada 100 cm (1 metro) na 
100 cm 


horizontal, o telhado sobe 10 cm na vertical. 
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Podemos observar que a inclinação é igual ao valor nu- 
mérico da tangente do ângulo 0. Veja a figura: 


100 cm 


Agora, faça o que se pede: 

a) Calcule a altura da cumeeira (parte mais alta) de um 
telhado de duas águas com 8 m de largura e inclina- 
ção de 30%. 

b) No item a, qual é o significado da taxa de inclinação 
dada? 

c) Considere um plano inclinado formando um ângulo 6 
com a horizontal e um bloco de massa m em sua su- 
perfície. Despreze o atrito e encontre a expressão de 
suas componentes Px e Py em função desse ângulo. 
Considere também a aceleração da gravidade no local 
iguala g e lembre-se de que força peso (Pem Newton, 
N) é igual a mg. 

d) Considere um plano inclinado com um ângulo de 30º 
em relação à horizontal e sobre esse plano um bloco 
de 40 kg. 

* Faça um desenho ilustrando a situação e destaque 
o triângulo de forças. 

* Calcule o valor das componentes Px e Py. 

* Qual deverá ser o valor do ângulo de inclinação nes- 
ta situação se a força normal for de 200 N? 

e) Na China ou no Japão, os telhados são bem curvados, 
já na Suíça e em alguns outros países que nevam os 
telhados são altos e bem inclinados. Pesquise o porquê. 


Resolução: 


a) Se o telhado terá 8 m de largura e é duas águas, sua 
cumeeira estará no meio, a 4 m da largura. Como o 
telhado tem inclinação de 30%, então: 


h 
ee 
4m l 4m l 
tan 0 4 > 30 4 >0,3 4 >h=1,2 m 
4 100 4 4 


b) Significa que a cada metro horizontal de telhado a 
altura devera elevar-se em 30 cm. 


c) 


A força peso será P = mg; logo, sen 8 = x e 


Px = P ; sen 9, ou Px = mg: sen 9. 


P 
Para a componente Py, vem que cos 6 = L e 


Py = P ; cos 8 ou Py = mg : cos 8 


N (força normal, de reação) 


e Px = mg sen 0 = Px = 40 - 10 ; sen 30° = 


=40-10- 5 = 200 N 
Py = mg cos 0 = Py = 40-10 - cos 30º = 
3 


Saou = 2003 N 


* A força normal é uma reação da componente Py, 
portanto queremos Py = 200 N. Logo, teremos: 
Py = mg cos 0 => 200 = 40 - 10 - cos 0 => 
= cos 0 200 À => 0= 60º 

400 2 
e) Telhados curvos jogam a água da chuva para longe do 
“pé” da casa e telhados com alta inclinação possibili- 


tam um escorregamento natural da neve acumulada. 


Atividade prática: uma atividade prática ajuda a tornar 
a aula mais atraente, diversificada, ilustrada e, consequen- 
temente, mais produtiva. Embora nos últimos anos tenha 
ocorrido uma melhora considerável no processo de ensino 
da Matemática, a sua aprendizagem tem representado ain- 
da um obstáculo para grande parte dos alunos, e por essa 
razão é necessário que o ideal da clareza, da motivação e da 
fácil compreensão da disciplina seja perseguido, procurando 
minimizar os entraves do seu ensino. É nessa direção que 
propomos a construção de um material concreto. Essa ati- 
vidade pode ser feita em forma de projeto. 

A construção de um teodolito, junto com a sua utilização, 
tem por objetivo cristalizar o conteúdo aprendido em sala 
de aula. Também visa tornar a Matemática mais significa- 
tiva para o aluno, contextualizando e relacionando a teoria 
coma prática. Dessa forma, o aluno poderá utilizar as razões 
trigonométricas (seno, cosseno e tangente) para resolver 
situações-problema. 

O teodolito é um instrumento muito utilizado para me- 
dir ângulos verticais e horizontais. É basicamente um teles- 
cópio, montado sobre um tripé e usado em redes de trian- 
gulação. Os alunos precisarão, além do teodolito que será 
construído, de uma trena ou uma fita métrica e da tabela 
com as razões trigonométricas apresentadas no livro. 

Materiais necessários: 

e pote plástico com tampa (por exemplo, copo de requeijão) 

e xerox de um transferidor de 360º 

e pedaço de arame de 15 cm a 20 cm 

e canudo ou tubo de caneta 

e cartolina grossa, isopor grosso ou base de madeira de 
aproximadamente 20 cm por 20 cm 

e cola 


Procedimento para a montagem: 

e Recorte o xerox do transferidor e cole na base de madeira, 
cartolina ou isopor. 

e Cole a tampa do pote no centro do transferidor,; ela servi- 
rá como base para a rotação do conjunto que formará o 
teodolito. 

e Fure diametralmente o copo com o arame, próximo à 
maior base (boca do copo). 

e Cole em cima da menor base o canudo ou tubo de caneta na 
mesma direção do arame. O arame será o ponteiro do teodo- 
lito, e o canudo ou tubo de caneta será a luneta do teodolito. 


g 
E 
> 
2 
£ 
E 
8 
9 
2 
S 
8 
< 
õ 
5 
E 
K 
3 


Agora, de posse do teodolito, peça aos grupos que de- 
terminem: 


a) a altura da sala (pé-direito); 
b) a altura de uma árvore; 


c) a distância até um determinado ponto. Pode ser uma 
distância inacessível, por exemplo, a altura de uma torre 
ou de um prédio em que não seja possível chegar à base. 

Nas duas primeiras medições o aluno precisará conhecer 
a distância no chão, ou seja, a distância horizontal do teodo- 
lito à parede (cateto oposto) e o ângulo (usando o teodolito). 
Dessa forma, basta utilizar o cosseno do ângulo. É importan- 
te lembrar de levar em consideração a altura em que o teo- 
dolito será utilizado. 

Na terceira medição o aluno deverá fazer duas medições 
com o teodolito e verificar a distância entre as duas medi- 
ções. Após as medições, basta aplicar a tangente usando 
cada um dos triângulos retângulos. 


Paulo Manzi/Arquivo da editora 


O professor deve usar livremente a imaginação e propor 
outros exemplos para incentivar os alunos na realização 
dessa atividade. É importante lembrar os alunos de que a 
altura em relação ao solo em que for colocado o teodolito 
também deve ser levada em consideração. 


Caiu no Enem 

Nesta seção o aluno encontra as questões das últimas 
provas do Enem que estão relacionadas aos conteúdos abor- 
dados neste volume. Essas questões estão classificadas de 
acordo com as unidades. 
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Í Resoluções dos exercícios 


Observação: As resoluções que não estiverem nesta seção 17. 
aparecem ao lado do respectivo exercício no livro do professor. 


Capítulo 1 


7. a) N = 0,333... > 10N = 3,333... = 3 + 0,333... =3 + N 
>9N=3>N= 1 
b) N = 0,1666... > 10N = 1,666... = 1 + 0,666... 
14 ; E 90N =15 >N i 


c) N = 0,242424... => 100N = 24,2424... = 24 + 0,2424... = 


a) U c) 
B 
A 
C 
t 
b) (u: 
B 
A 
C 
Bt 


Resolvido passo a passo 


6. a) Catálogo C,:50 - 3000 = 150000 


M+NS99N=U45N= É 
33 
d) N = 0,12577... => 1000N = 125,77... = 125 + 0,77... 
125 + L 59000n=1132>n= 28 
2 250 
6 1 = 
8 — =06 -=05 0,52 = 0,5252... 
10 2 
E 4 
0,5 = 0,555... 508 0,25 


0,25< 1 < 0,52 < 0,5 < Ê < 4 
2 10 5 


12. c) Toda soma de dois números pares resulta em um número par. 


d) Se p e q são números pares, então podemos escrever: p = 2n e 
q = 2m, em que n e m podem assumir qualquer valor natural 
(0,1, 2, 3, ...). Assim, p + q = 2n + 2m = 2(n + m) = 2k, pois a 
soma de dois números naturais, n e m, resulta em um número 
natural k. Como p + q está representado por 2k, sendo k um 
número natural, concluímos que p + q é um número par, como 
queríamos demonstrar. 23. 


13. a)7 
b) |m- 3|=m-3 


d) —3 -5 = —15 

e)9+7=16 

f) -7 

g) Bl= 

h) |2x = 1| = |2(—5) = 1| = |-10 - 1| = -11| = 11 


14. PQ = |238 + 127| = 365 24 
PM =|-31+ 127| = 96 


MQ = |238 + 31| = 269 


16. a) C4 = {x |x E U ex € A} = {1,3,5,7, 9} 

b) C8 = {x | x E U e x ¢ B} = {0, 2, 4, 6, 8} 

c) CS = {x |x E Ue x ¢ C} = {0,1, 3,5,7,8, 9} 
d) CE = {x |x E A ex ¢ C} = {0, 6,8} 
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Catálogo C,:45 - 4000 = 180000 
Catálogo C,: 40 - 6000 = 240000 
Total: 570 000 páginas impressas. 


b) O catálogo C, é composto por 4 tipos de página. Um tipo é 


exclusivo do catálogo C, (38 páginas), um tipo é compartilha- 


do com o catálogo C, (6 páginas), um tipo é compartilhado 


com o catálogo C, (2 páginas), um tipo é compartilhado com o 


catálogo C, e o C, (4 páginas). (Veja o diagrama de Venn para 


saber essas quantidades). Assim, para as 38 páginas exclusivas 


serão feitas 3000 impressões, ao custo de R$ 1,00 cada. Para as 


6 páginas em comum com o catálogo C, serão feitas 7000 
cópias (3000 + 4000), ao custo de R$ 0,80 cada. Para as 2 pá- 
ginas em comum com o catálogo C, serão feitas 9000 cópias 
(3000 + 6000) também ao custo de R$ 0,80 cada. E para as 
4 páginas em comum a todos os catálogos, serão feitas 13 000 
cópias (3000 + 6000 + 4000) ao custo de R$ 0,70 cada. 
Assim, o preço unitário de um catálogo Ç, é: 


38-14 


6-0,8+2:0,8+4:0,7 


a) [U—— c) 


a) Vinte e cinco alunos leram Iracema. 
b) Dez alunos leram só Helena. 
c) 10 +10 +15 +15 = 50 

Portanto, a classe tem 50 alunos. 


R$ 47,20 


25. U 31. n(A U B) = 18 + 23 — 7 = n(A U B) = 34 


l F 
12 fo) 11 32. A: pessoas que gostam do programa A. 
AZN B: pessoas que gostam do programa B. 
4 A N B: pessoas que gostam de ambos os programas. 
E A U B: pessoas que gostam do programa A ou do programa B. 
Temos que: 
a) 100 — (12 + 11 + 4 +10 +14 + 3 + 5) = 100 - 59 = 4 
41 estudantes MAUBRE TE 
b) 12 +1 +4=27 n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B) 
27 estudantes Assim: 
76 = 41 + 56 — n(A N B) = n(A N B) = 21 
26. Conjunto A: sites que contêm a palavra AMOR 21 pesquisados 
Conjunto B: sites que contêm a palavra BELEZA 
Conjunto D: sites que contêm a palavra DESESPERO 34. a) S so o 
amor beleza — desespero = (A N B) — D 
b) =« ce >n 
A B 2 
c) -—e e = 
—3 1 
2 
d) ea—— o o> 
2 7 
D 
e) < o > 
—4 
27. Consideremos: f) 0 6 
A: famílias que assistem ao programa A 
B:famílias que assistem ao programa B 38. A 
C: famílias que assistem ao programa € e 4: 
5 T TE 
dl sy oO = 
ANB T 7 
qe e—a 
£ 2 4 
D ~ 7 3? i = 
a) 1000 — (315 + 170 + 10 + 15 + 50 + 75 + 311) = 1000 — 946 = 54 C-D = 3º x ai 
54 famílias 
b) Trezentas e quinze famílias assistem somente ao programa 4. ANB . é 
c) 311 + 54 = 365 1; 4 
365 famílias CADA E - 
28. U A REGET = $ i 


Logo,1 € (A N B) — (C— D). 


39. Por exemplo, poderíamos numerar assim: 


a) b) 


a) 100 — (16 + 7 + 6 + 12 + 8 + 8) = 100 — 57 = 43 
Assim, 43% não leem nenhum desses jornais. 
b) 13 — 6 = 7; 7% leem os jornais A e B e não leem C. 
c) 16 +7 +6 +8 +8 +12 = 57;57% leem pelo menos um jornal. 


29. 14 =10 +9- n(A N B) = n(A NB) =5 


Al U BE = (AUB) NCE = 
30. Consideremos: A B = região 4 U região 6 = região 2 U região 5 U 
A: os que acertaram a primeira questão U região 8 
B: os que acertaram a segunda questão 15 10 
Como a classe tinha quarenta alunos, o 
41. a) 0,09 - 298 = 26,82; Resposta: R$ 30,00 


número de alunos que não acertou nenhuma ) : 
das questões é dado por: b) 0,46 - 141200 = 69188; Resposta: 70000 habitantes 


40-15-10-10=5 c) 0,22 - 503 = 110,66; Resposta: 100 km 


Portanto, cinco alunos erraram as duas questões. d) 1,1: 80,50 = 88,55; Resposta: R$ 88,00 
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43. 


45. 


48. 


49. 


50. 


52. 


3 pontos 2 pontos 1ponto 

5 — o 
4 1 1 

4 Ri 3 

3 3 = 
3 2 2 
3 1 4 
3 — 6 
2 4 1 

2 3 3 

2 2 5 

2 1 7 
2 — 9 
1 6 — 
1 5 2 
1 4 4 
1 3 6 
1 2 8 
1 1 10 
1 — 12 
— 7 1 

— 6 3 
— 5 5 
— 4 7 
= 3 9 
= 2 n 
— 1 13 
— = 15 

27 maneiras. 
(2280 - 10º) : (1496 - 10°) = 2280 : 1496 = 1,52 


Aproximadamente 1,52 AU. 


a) 159 - 2,029 milhões = 332,6 milhões 
b) 159 - 1,82 milhão = 289 milhões 


a) E polegada ou 1,75 polegada 


b) 2 *2,5=2,25:2,5 = 5,625 cm (menos) 


c) 100 cm : 2,5 cm = 40 polegadas 


a) Por exemplo: peito de peru, hambúrguer simples e hambúrguer 
duplo; peito de peru e X-salada. 

b) Hambúrguer duplo e hambúrguer simples (587 : 296 = 1,9) 

c) 738 : 194 = 3,8 
X-salada 


a) 3 + 90 = 270 
90:2=45 
270 + 45 = 315 km 
Resolvendo de outra maneira: 
3h30 min =3,5h 
3,5 < 90 = 315 km 
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53. 


54. 


b)km = 85% _ 340 
h > “1 xa E x 
340 : 85 =4 
x=4h 


a) Diâmetro da Terra: comprimento — km 
Temperatura do planeta Terra: temperatura — grau Celsius 
Peso do planeta Terra: massa — tonelada 
Movimento de translação e de rotação da Terra: tempo — 
ano e dia 
Superfície do planeta Terra: superfície — km? 
Volume do planeta Terra: volume — km? 
b) 6500 000 000 000 000 000 000 = 65 - 1020 
c) 58 — (-89,2) = 58 + 89,2 = 147,2 
d) Um trilhão, oitenta e três bilhões, duzentos e trinta milhões 
3 
4 


) 
e) de 510 milhões = 382500000 km? 
582 km em 60 min 
:6 :6 


97 km em 10 min 
Em aproximadamente 10 min. 


Para refletir 
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* Nem sempre. Por exemplo, entre os números inteiros 6 e 7 não há um 
outro número inteiro. 
* Entre dois números racionais, x e y, sempre há um outro número racional z. 


+y 


Basta fazer: z = Ei 
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c 
d) Para x = 10, temos: 
c=1,20:10 = 12 (R$12,00) 

Para x = 20, temos: 

c=1,20:20 = 24 (R$ 24,00) 

Para x = 50, temos: 

c=1,20:50 = 60 (R$ 60,00) 

e) c= 120 2o 
1,20 


1,20x = 120 => x 


100; 100 peças 


. a) Q =72 +10x 


b)16=x+6=x=10 

Q = 72 + 10 - 10 = 172 (R$ 172,00) 

c) Q = 212 = 72 + 10x = 212 > 10x = 140 > x = 14 
Foram atendidos 14 + 6 = 20 clientes. 


d)C=x+6 


. Este exercício está relacionado com o conteúdo de velocidade 
média, estudado em Física. 


x(h) d(km) 
1 50-1+6=56 
2 50:2 + 6=106 
3 50:3 +6=156 
4 50:4+6=206 
5 50:5 +6= 256 


. Sejam V(x) = 0,80x a função que define o valor recebido pela venda 


do produto e C(x) = 40,00 + 0,30x a função que define o custo to- 
tal do produto: 
a) 0,80x = 40,00 + 0,30x = 0,50x = 40,00 = x = 80 
b) V(200) = 0,80(200) = 160,00 
C(200) = 40,00 + 0,30 - 200 = 10,00 + 60,00 = 100,00 
O comerciante terá lucro de R$ 60,00. 


12. 
~ = 
A B 
É função. 
13. 
A B 


Não é função, pois O E A e não tem correspondente em B. 


16. a)y= Jx, então f(x) = Jx 
b) y = x, então f(x) = x? 


ea A 


A B 
b) D(g) = {1, 3, 4}; CD(g) = {3, 9,12}; Im(g) = {3, 9,12} 
9 


19. a) x- 6#0>x#*6 
D(f) =R — {6} 
b) D(f) =R 
c) x-7>=0>x>7 
D(f) ={xER|x>} 


d) D(f) = IR 
x-2=0 f[x>2 
8) TEA E 


D(f) ={xER|x>2ex +3} 


22. 
w 


23. 


% A=42=16 


24. adaB=(2-P+0-P = V64 +03 


vVIi6 +9 = V235 =5 
b) d(A, B) = J6 - 0? + C1- 0} = y3 + 
= V9 +1 = V10 
31. a) x y=f\x)=x-2 Ay 
=} 
2 0 
Dx | y=fd=x 
0 0 
1 1 


x 
li 
X 


(o) 
N/O 


Yx 


n|=|oj|x 
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g) e) Não é sobrejetiva; não é injetiva — não é bijetiva. 


1 z 
A o fo Ay f) É injetiva; não é sobrejetiva — não é bijetiva. 
g) É injetiva; é sobrejetiva — é bijetiva. 
1 
—3 —— 2 
3 42. a) É sobrejetiva; não é injetiva — não é bijetiva. 
1 b) É injetiva, não é sobrejetiva — não é bijetiva. 
=2 ZS c) É injetiva, é sobrejetiva — é bijetiva. 
| | d) É injetiva; não é sobrejetiva — não é bijetiva. 
= 2 3 2 e) É injetiva; é sobrejetiva — é bijetiva. 
1 
2 2 46. 6,11,16,21,26,31,36,41,46,51 
7 7 Logo, o 10° termo é 51. 
2 1 47. 4,12,36,108,324,972 
2 Logo, o 6º termo é 972. 
3 1 Pensando no Enem 
1. Determinação da frequência cardíaca em repouso (FCep) do ho- 
33. Sen = —1, então f(x) = —1, para —1 < x < 0. mem de 40 anos: 
Sen = 0, então f(x) = 0, para 0 < x <1. 15 s ——— 20 batimentos 60-20 
Sen = 1,então f(x) = 1para1 <x <2. 605 EC > ep = 80 bpm 
Assim, o esboço do gráfico pedido é dado por: E Gi K ; 
Determinação da frequência cardíaca máxima (FC máx) para ho- 


ay mem de 40 anos: 
2+ FC, = 220 — 40 = 180 bpm 
Assim, a frequência cardíaca de treino (FC, mo) para essa pessoa é 
Eri Tal dada por: 
REA FCueino = 80 + 0,7 - (180 — 80) = 80 + 0,7 : 100 = 150 bpm 
—2 ; 0 1 2 Resposta: alternativa c. 
oe] 
2. Após 1,5 h,a distância percorrida pelos irmãos é: 
1—R João: S(1,5) = 100 - 1,5 = 150 km 
Pedro:S' = 86-15 = 129 km 
O domínio e a imagem da função são dados, respectivamente, por Portanto, a distância entre eles diminuirá 150 + 129 = 279 km e 
D(f) = IRe Im(f) = Z. será de 447 — 279 = 168 km 


Resposta: alternativa c. 


Resolvido passo a passo 


3. O gerente deseja verificar quais dias houve mais reclamações resol- 


) so-1os _ 20000 hectares vidas do que recebidas, assim observando o gráfico vê-se que esses 
3000 dias são terça e quarta-feira. 
-10° Resposta: alternativa b. 
WS 15000 hectares P 
4000 
Outros contextos 
60 -10f = 12000 hectares 51,2 
5000 2. a) IMC = 4 a =20 
b) A área plantada diminui. b) Peso normal. 
c) A produção aumentará. 
A produç c) IMC -a 30 à p=361>h=19m 


Para refletir 
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* Na PA, (1, 8,15, 22, 29, 36, 43, ...), de razão r = 7,0 número que vem depois 
do 43 é dado por: 


38. a) Não é injetiva, pois linhas horizontais interceptam o gráfico 
mais de uma vez. 
b) Não é injetiva, pois linhas horizontais interceptam o gráfico 


mais de uma vez. 43+7=50 

c) É injetiva, pois linhas horizontais interceptam o gráfico uma « Na PG, (2, 6, 18,54, 162, 486, ..), de razão q = 3,0 número que vem depois 
única vez. do 486 é dado por: 

d) É injetiva, pois linhas horizontais interceptam o gráfico uma 486:3 = 1458 
única vez. 


Vestibulares de Norte a Sul 
39. a) É sobrejetiva. 1. 
b) Não é sobrejetiva, pois existem elementos de IR que não são 
imagens de nenhum elemento do domínio. 
Por exemplo, 12 E IR e não é imagem de nenhum elemento do 
domínio. 


40. a) É sobrejetiva; não é injetiva — não é bijetiva. 
b) É injetiva; não é sobrejetiva — não é bijetiva. 
c) Não é sobrejetiva; não é injetiva — não é bijetiva. n=4+5+6+17+18=50 
d) É sobrejetiva; é injetiva — é bijetiva. Resposta: alternativa b. 
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2. f39) + f(2b) + flc) 


3a = 57 >5<57<6 
2b=5255<5,2<6 

C yE r A a 
Portanto: 


fBa) + f(2b) + flc) =5 + 5+ (-2)=8 


Resposta: alternativa d. 


3. Sejam n(M) o número de elementos do conjunto M e n(N) o nú- 
mero de elementos do conjunto N. Então o número de subconjun- 
tos de M é 2"™) e o número de subconjuntos de N é 2”"™, Como o 
número de subconjuntos de M é igual ao dobro do número de 
subconjuntos de N, temos: 
20M) = 2. 20N) = 21 +N = n(M) =1 + n(N) 

Como n(M U N) = n(M) + n(N)- n(M N Nen(MNN) =1 
temos n(M U N) =1 + n(N) + n(N) — 1 = 2n(N). 
Resposta: alternativa e. 


4. Amaior variação anual na taxa de desemprego na Grande São Paulo 
até 2002 ocorreu de abril de 1997 a abril de 1998 e foi de 2,9%. 
Resposta: alternativa c. 


5. A = {2n,n E Z} = {..., —4, —2, 0, 2, 4, ..} = conjunto dos números 
inteiros pares 
B = {2n -1,n E Z} = {.., —5, —3, —1,1, 3,5, ...} = conjunto dos nú- 
meros inteiros ímpares. 
Analisando as afirmações, temos: 
I) Verdadeira 
Il) Verdadeira 
HI) Verdadeira 
Resposta: alternativa e. 


6. 1) Errado, pois, após 16 dias, a massa é de 0,25 g. 
2) Correto, pois, após 24 dias a massa é menor do que 0,13 g. 
3) Correto. 


Como M, = Mi então: 


MM 
Mm M 
2 
4) Errado, pois para mE ser constante, M(t) deveria ser constante. 


Obviamente isso não acontece. M(t) é decrescente. 


7. Representando no diagrama de Venn, temos: 


A E )h=0 


) 
A | 
E o to 
) c= 640 
) 


Do início do texto, temos: 
at+b+c+d+e+f+g+h=2000 
a+(d+9g)+e+(b+f+c) =2000 
a + 280 + 140 + 1220 = 2000 > a = 360 
a + d + b = 980 = 360 + d + 420 = 980 > d = 200 
d + g = 280 = 200 + g = 280 >g = 80 
a) Votaram nos três candidatos, 80 filiados. 
b) Votaram em apenas um candidato: 

a + b + c = 360 + 420 + 640 = 1420 filiados. 


8. A função f(x) = xX? + (a + 3)x? — 5x + b passa pelos pontos (—1,0) 
e (2, 0). Logo: 
r 1) o (PP + (a + 3): (-1} - 5- (-1)+b=0 
fR)=0 2) + (a +3)-22 -5-2+b=0 


1+a+3+5+b=0 a+b= -7 
E E E Ei Re —10 
Resolvendo o sistema, temos a = —1e b = —6. 

Então: 
f0) = + (a + 3) -02 — 5- 0 + b = f(0) = b = f(0) = —6 
Resposta: alternativa b. 


9. 
curso superior Porcentagem: 
ZOE 0,25 = 25% 
120 


plano de saúde 


Resposta: alternativa a. 


10. Novembro:n =20et=8 
Q= 20: 20 + 30 + 8 = 400 + 240 = 640 pares produzidos 
Dezembro: n = 25 e t =10 
0=20-25 + 30-10 = 500 + 300 = 800 pares produzidos 
Aumento: 800 — 640 = 160 pares produzidos 
Resposta: alternativa e. 


Capítulo 3 


ka= rris] 


b) s) 3ed +4 1+4=3 


c) f(0) = —3 - 0 + 4 = (valor inicial) 
d) fik +1) 3(k +1) +4 3k—-3+4 3k+1 


2. Maior valor inicial: g(x), pois f(0) = 3-0 + 2 = 


=— iara > —. 
4 4 473 


fx + h) — f(x) 


. = = =3 
h h h 
Assim, a taxa de variação da função f é igual a 3. 
3 3 
+h +>- + — 
gx +h -go _ ++] px à) a ira 
h h h 
Assim, a taxa de variação da função g é igual a 2. 
Portanto, f(x) tem maior taxa de variação. 
3. b)-2:2+b=5 4+b=5b=9 
Portanto, f(x) = —2x + 9 
4. b) f(x + h) = 8 + 0,50(x + h) = 8 + 0,50x + 0,50h 
fix + h) — f(x) = 8 + 0,50x + 0,50h — 8 — 0,50x = 0,50h 
Então, para h # 0, temos que: 
_ f(x+h -f(x) _ 0,50h = 0,50 
h h 
Vamos encontrar a taxa de crescimento da função de outra 


maneira: 

Como 0,50 é o coeficiente de x, então a = 0,50. 

O valor inicial dessa função é f(0) = 8 + 0,50 -0 = 8. 
c) f(100) = 8 + 0,50 - 100 = 8 +50 = 58 

O custo de 100 peças é de R$ 58,00. 
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5. a) * largura=1cm 

perímetro = 2:5 +2-1=10 + 2 = 12 cm 
* largura = 1,5 cm 

perímetro = 2 -5 + 2 -1,5 = 10 + 3 = 13 cm 
* largura = 2 cm 

perímetro =2-5+2:2=10 +4=14cm 
* largura = 3 cm 

perímetro = 2-5 + 2-3 =10 + 6 = 16cm 
* largura = 4cm 

perímetro = 2:5 +2-4=10 + 8 =18 cm 


b) Largura (cm) | Perímetro (cm) 
1 12 
1,5 13 
2 14 
3 16 
4 18 


c) f(x) =2:-5 + 2x =10 + 2x 
d) Como f(x) = 10 + 2x, temos que a taxa de variação dessa 
função é 2 e o seu valor inicial é f(0) = 10 + 2 - 0 = 10. 


6. c) Para que o plano A seja mais econômico, devemos ter: 
f(x) < g(x) = 50x + 100 < 40x + 180 = 10x < 80 >x < 8 
Para que o plano B seja mais econômico, devemos ter: 
fix) > g(x) = 50x + 100 > 40x + 180 = 10x > 80 >x > 8 
Para que os dois planos sejam equivalentes, devemos ter: 
fix) = g(x) = 50x + 100 = 40x + 180 = 10x = 80 =x = 8 
Assim, o plano A é mais econômico para x < 8; o B, para x > 8; 
e eles são equivalentes para x = 8. 


5=a:2+b 
9. y=ax+tb> -4 = at 
a+b 4=>b=a-4=3-4 1 
Então, f(x) = 3x — 1. 
Como a função é afim, a taxa de variação éa = 3. 


“62878 


10. a) Como o gráfico é formado por pontos de uma reta, temos que 
C(x) = ax + b. Então: 
C(600) = a - 600 + b = 14000 
C(900) = a - 900 + b = 15800 
Resolvendo o sistema formado pelas equações acima, obtemos 
a = 6 e b = 10400. Assim, a função é C(x) = 6x + 10400. 
b) €(1200) = 6: 1200 + 10400 = 17600 


Ta)fl)=5>al+b=55a+b=s5 
7 


f3) 7=a(—3)+ b 3a +b 7 
Então: 

a+b=5 a+ ý =5 

K 3a- ý = 


4a =12 > a =3 
a+b=5>b=5-3=2 
Logo, f(x) = 3x + 2. 
Podemos resolver esse exercício de outra maneira: 
Para f(1) = 5, temos x, = ley, =. 
Para f(-3) = —7,temos x, = —3 ey, = —7. 


Como a = ST mão: 
X2 — X1 
a= 22? =- 22 -3 
-3-1 —4 
Como b = Jx TJX , então: 
X2 —X1 


Logo, f(x) = 3x + 2. 
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bDH-)=7>-a+b=7 
fQ)=1>20+b=1 


Então: 
a+b=7 a- ý 7 
+ 
2a+b=1 2a+ 5 =1 
3a = -6 >a = —2 


a+b=15b=7-2=5 
Logo, f(x) = —2x + 5. 
Vamos resolver esse exercício de outra maneira: 
Para f(—1) = 7, temos x, = —1ey, =7. 
Para f2) = 1, temos x, = 2e y, =1. 
Y2 7 Yı 


Como a = ——— então: 
X2 — X1 


1-7 -6 
2-1) 3 


YıX2 — Y2X1 
Xi = X1 


Como b = , então: 
72-1(=) _14+1_ 135 


b = 
2=(-1) 2+1 3 


Logo, f(x) = —2x + 5. 


12. a) f(0) = a - O + b = 1000 = b = 1000 
FS) =a: 5 +1000 = 250 = 5a 750 >a 150 
Portanto, a função afim tal que f(0) = 1000 e f(5) = 250 é dada por: 
V= —150t + 1000 
b) Para t = 6, temos: 
V 150 - 6 + 1000 
c) 1000 — 100 = 900 


900 + 1000 = 100 


13. a) f(x) =2x+3 c) fix) = -2x +5 
x | f% x | fog) 
— 1 (0) 5 
1 5 2 1 


yx 


yx 


14. a) 


1 
x fo) = Ea 
0 0 
2 1 

a g(x) =x 
0 0 
2 2 


Observa-se que: 

* quando a taxa de variação, a, é positiva, a reta é ascendente e quan- 
to maior o valor de a, mais a reta se afasta da posição horizontal. 

* quando a taxa de variação, a, é negativa a reta é descendente (e 
quanto maior o valor absoluto de a, mais a reta se afasta da 
posição horizontal. 


15. 


t s=2t-3 
— —5 E 
0 —3 


a+b=1 a- ø 1 
+ 
2a +b = 2a + Bb = 
34 = =1s a = =— 
a+b=15b=1-1=2 
3 3 
1 2 
Ent =--x+ £. 
ntão, f(x) 3X 
b) (3,0) e (0,4) 
fB)=3a+b=0 
fo) =b=4 
3a + b = 0 > 3a 45a k 
4 
Então, f(x) = Fa +4. 
17. a) f(0)=2:-0+m-3=5>m=8 
b)f3)=2:3+m-3=0>56+m-3=0>5m=-3 
18. f)=a+rb= 
f-)=-2a+b=-4 
a+b= a+b= 
—2a +b = —4 2a- ý = 


a+b=55b=5-3=2 
Então, f(x) = 3x + 2. 


b)| x fix) =3x+2 
-2 —4 
0 2 


Yx 


19. a) f(x) = —3x + 4 = (0) = 4 > corta o eixo y no ponto (0, 4) 


3x+4=0 3x 45x 


[59] 


b) Decrescente. 


20. a) |) Ro á + 


> corta o eixo x no ponto 


y=x-3 X+y= Z 
2y=0>y=0 

x+ty=35x+0=35x=3 

A(3,0) 

y=-x+3 


3=-x+3>5x=0 
B(0,3) 


y=x—3 
=3 
=x—-35x=6 
c(6,3) 


21. Temos que: 
“fo)=-2x+b 
“f)=-3 
Assim: 
2:1+b 36-2+b 365b 1 
Portanto, f(x) = —2x — 1. 


x fl)=-—2x—1 
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E 


y=ax+b 
0 = a(—3) + b 3a+b=0 
2=a:0+b 7? b=2 

2 
3a+b=0 3a+2=0>5a 3 


Então, y = Éx +2. 


Vamos resolver esse exercício de outra maneira: 
Para (—3, 0), temos x, = —3 ey, = 0. 
Para (0, 2), temos x, = 0 e y, = 2. 


y2— yr 


Como a = ———. então: 
X2 — X1 
ARE = 2 
0-(-3) 3 
Como b = PAu EP uA então: 
X= Xi 
poda aé y 
0 — (-3) 3 
Ou, simplesmente, b = 2, pois 2 é o valor y onde a reta intercep- 
ta o eixo y. 
Logo, y = =x FZ 
b) x fd y=ax+b 
0 2 Eu a =2 
4 o 0=a:4+b 4a+b=0 
4a + b = 0 = 4a + 2 = 0 = 4a 2>a ] 


2 
Então, y = -4x +2. 


Vamos resolver esse exercício de outra maneira: 
Para (0, 2), temos x, = 0ey, = 2. 
Para (4,0), temos x, = 4e y, = 0. 


Como a = PAP AN então: 
X2 — X1 
0-2 1 
a= ETR 
4-0 2 
Como b = Ska Ya então: 
X2 — X1 
p- 24-00 Bos 
4-0 4 


Ou, simplesmente, b = 2, pois 2 é o valor de y onde a reta in- 
tercepta o eixo y. 


Logo, y = -4x FZ 


c) b = 0, pois o gráfico corta o eixo y no ponto (0, 0). 


Ay _ Y2-yı _ 20-0 _ 20 io 
Ax X2— X1 2-0 2 
Então: 
fix) = ax + b => fx) = 10x + 10x 


Outra resolução possível: 
Para f(0) = O, temos b = 0. 
Para f(2) = 20, temos 20 = 2a + b. 


b=0 
a +b=20 
2a + b = 20 > 2a + 0 = 20 => 2a = 20 >a = 10 
Assim, f(x) = 10x. 
d) b = 20, pois o gráfico corta o eixo y no ponto (0, 20). 
A Ay _ Y2—yı _ 20-0 _ 20 Jo 
Ax X2—X1 0-2 —2 


Então, f(x) = —10x + 20. 
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Outra resolução possível: 
Para f(0) = 20, temos: b = 20. 
Para f(2) = O, temos: 2a + b = 0. 


20=b 
Do 
0=22+b>0=29+20 20 = 2a >a 
Assim, f(x) = —10x + 20. 

e) Para f(2) = 16, temos: 16 = 2a + b. 
Para f(4) = 20, temos: 20 = 4a + b. 
2a + b=16 2a — b 16 
PET 4a +b=20 * 

2a=4>5 4=2 

2a+b=1652:2+b=16>54+b=16 


>b=16-4>5b=72 
Assim, f(x) = 2x + 12. 


f) b = 14, pois o gráfico corta o eixo y no ponto (0, 14). 


20—14 6 
2-0 2 


Ay YA 
Ax X2—X1 
Então, f(x) = 3x + 14. 
Outra resolução possível: 
Para f(0) = 14, temos: 0a + b = 14. 
Para f(2) = 20, temos: 2a + b = 20. 


b=14 
2a+b=20 


a 


2a + 14 = 20 > 2a = 20 —- 14 > 2a = 6 
Assim, f(x) = 3x + 14. 


a 


3 


g) b = 0, pois o gráfico corta o eixo y no ponto (0, 0). 


Ay o pop 1-0 015 


a 
-5-0 —5 


Ax X2 — X1 
Então, f(x) = —3x. 
Outra resolução possível: 

Para f(—5) = 15, temos: —5a + b = 15. 
Para f(0) = O, temos: b = 0. 
—5a + b =15 
bea 
5a +0 =15 5a =15 >a 3 
Assim, f(x) = —3x. 
h) Para f(1) = 15, temos: a + b = 15. 
Para f(—4) = 20, temos: —4a + b = 20. 
a+b=15 —a — b = —15 
Der 20 > ]-4a +b = 20 * 


—5a = 5 >a = -1 


a+b=15 1+b=15>b=16 
Assim, f(x) = —x + 16. 


3 


4y 


23. a) x | fo)=x+2 
-1 1 
-2 0 

fud=2 
0 2 
1 2 
b)| x fix) =x 
2 2 
3 3 
x fx) =x-1 
—1 =2 
=2 =3 


Matemática e tecnologia 


fo)=x—3 


24. aay=yp+talx-ox)>y=6+3x-49)>y=3x—6 
b)y=0+(-2):[x-(-9]>y=-2x—8 
c) Temos que o coeficiente angular da reta é dado por: 
=6,=4 —10 


a= = =5 
-2-0 -2 


Assim: 
Y =Y +a: (x= xo) 


y=4+5:(x-0)>y=5x+4 


25. Coeficiente angular: a = gag 
2=( 4 2 


Y =Y, +a: (x — xo) 


26. a) x — 5 = 0 =x = 5 > corta o eixo x no ponto (5,0) 
0 = 5 = —5 > corta o eixo y no ponto (0, —5) 
b)-x+4=0 X 4=x = 4 —> corta o eixo x no ponto (4,0) 
O + 4 = 4 > corta o eixo y no ponto (0,4) 
c) —2x = 0 =x = 0 > corta o eixo x em (0,0) e corta o eixo y em (0,0) 


d) =x 1=0 > 1> x = 2 > corta o eixo x em (2,0) 
1 -0 —1= —1 > corta o eixo y em (0,1) 


27. a)x+4=05x=—4 
a = 1> 0 > f(x) é crescente 


+ x 
> 
= Z4 
f(x) = 0 para x = —4 
f(x) > 0 para x > —4 
f(x) <0 para x< —4 
b)-2x+1=0 2x 1>x - 


a = —2 < 0 > f(x) é decrescente 


28. 


29. 


E 
2 

fo) =0parax= + 

fo) >O parax< + 

fo) <O parax> + 

c) 3x- 5=033x=5>x : 


a = 3 > 0 > f(x) é crescente 


+ x 

> 
5 
3 
5 
fl) = O parax= + 
5 
fix) > 0 parax> + 
5 
fo) <0 parax < + 

dis Lx 0 ly =1>x=2 
2 2 

a= 5 > 0 > f(x) é crescente 


l 
N 
+ 
Yx 


fb)=Oparax=2 
fix) >0parax>2 
fix) <0parax<2 


aJ1-x=05x=1 
a = —1 < 0 > f(x) é decrescente 
fix) >0parax<1 

b) 3x + 12 = 0 = 3x 12 >x 4 
a = 3 > 0 > f(x) é crescente 
fix) <0 para x< —4 


2x+8=0 2x 8>x=4 
a < 0 > f(x) é decrescente > f(x) < O para x > 4 
3x- 6=0>3x=6>x=2 
a > 0 > g(x) é crescente > g(x) < 0 para x < 2 
Portanto, não existe valor real de x que satisfaça as duas condi- 
ções simultaneamente. 


E EE 2a +b=5 2a+5=5 
PM ep he GEN as h==6 
idade wa 
3 
ater sge pets ape! 
3 3 3 
E di MEM 
y Sa 3 
0H -o5x=1 


31. 


a)3-4x>x—7 
5D5x<10>x<2 
S=(xeR|x<2) 

b) x 3(x—1) 5x 


Ee <1> — — E < 
4 10 20 20 20 


4x c= 5x > —10 


5x— 6x + 6< 20 x<20- 6 x<14>5x=-—14 
S= {x ER |x > —14} 
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32. aal<x+I<551-1<x<5-150<x<4 1 2 4 


> 
s=(xeRlo=<x<a4) fog 
z 
b) 5—-2x<4 SAS] R g(x) 
XDE NEX 2x<6 x<3 h(x) a 
x 
1 > 
ay =g FO) g) hl) 
— o—o >— 
x<3 (Il) 1 2 4 
SE > 
1 = S={xER|x<10u2<x< 4} 
s l > - 
n | 3; 35. a) a =0 
=- 4 s > E 
SS 1 3 f(x) =2x— 3 (a = 2: função crescente) 
2 
1 2x-3=0>52x=3>5x 2 
s=&ker]+=x<3 2 
+ x 
33. a) f(x) = 5,00x — 230,00 3 a 
b) 5x — 230 < 0 = 5x < 230 = x < 46 = 2 
Então, o comerciante terá prejuízo se vender menos de 46 uni- 
dades. g(x) =1— x (a = —1: função decrescente) 
c) 5x — 230 = 315 => 5x = 545 => x = 109 1-x=0 x 1>x=1 
d) 5x — 230 > 280 => 5x > 510 = x > 102 RE 
e) 100 < 5x — 230 < 180 = 330 < 5x < 410 = 66 < x < 82 Es a 
34. a) (2x +1)\(x+2)< 0 3 
fix) = 2x + 1(a = 2: função crescente) 1 5 
2 1=052 1 ] ? ” 
x+ x x — E Es 
2 fo) E 
gix) + = E s=ixeR|I<x<+> 
+ x > = 2 
, g fo) i 
2 g(x) + >— 
1 3 
g(x)=x+2(a=1: função crescente) 2 
x+2=0=5x=—2 (x — x + 4) 
b) Eea >0 
F x 
> f(x) =x +1(a = 1: função crescente) 
2 x+1=0>5x=—1 
1 + x 
=} 2 > 
+ e > = —1 
fa = |= |+ 
> g(x) =x + 4 (a =1: função crescente) 
gx) = i a x+4=05x=-4 
fo) go) + = + + x 
ae > > 
—2 al. = C 
2 
s= [x ER|-2<x < 1 h(x) = x — 2 (a = 1: função crescente) 
x-2=05x=2 
b) (x — 1)(2 — x)(-x+4)<0 E 
fix) =x- (a =1: função crescente) A > 
x-1=05x=1 E 2 
do -4 -1 2 
>— > 
Al fx) f 
z 
g(x) = 2 — x (a = —1: função decrescente) g(x) Tag 
2-x=05x=2 h(x) H 
> 
+ x £): g0) - 
h(x) — o 
2 z —4 — 2 
h(x) = —x + 4 (a = —1: função decrescente) S=(xER|-4<x<-loux>2) 
—x+4=05x=4 
+ o 36. a) Loja A: R$ 17,00; Loja B: R$ 18,00 
a Portanto para comprar 4 livros o frete é mais barato na loja A. 
4 Ee 


b) Loja A: f(x) = 3x + 5; Loja B: f(x) = 2x +10 
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c) À Frete (em R$) 
Loja A 


Loja B 


Livros 
= 


O ponto de encontro mostra a quantidade de livros na qual o 
preço do frete é o mesmo nas duas lojas. Analisando o gráfico, 
percebe-se que para menos de 5 livros, o preço do frete é menor 
na loja A, para 5 livros o valor do frete é o mesmo nas duas lojas 
e para mais de 5 livros, o valor do frete é menor na loja B. 


37. a) f(x) = (x —1)8x +5) 
(x= 1)(3x+5)=0 
g(x) = x — 1 (a = 1: função crescente) 
x—-1=0>5x=1 


3x+5=053x 55X > 
+ x 
> 
- L2 
3 
-2 
3 1 
+ + > 
gx% = = + 
> 
hx) =- + F 
>— 
go) -h(x) + = + 
— o 
ns 1 
3 
D-[xER|x<-Soux=1] 
2x —3 
b) f(x) = —1 
w = (E 
2x —3 1>05 2x —3 — x >05 %3 >0 
x x X 


g(x) =x — 3 (a = 1: função crescente) 
x—3=0>x=3 


d e 
> 
= 3 


h(x) = x (a = 1: função crescente) 


x=0 
+ xX 
Ee 0 
(0) 3 
g) -= = Ra 
hx% = + + 
go) di 
h(x) 


D=(xeR|lx<00ux=>3) 


x—1 
9f) = as 
x=] =0 

x—5 


g(x) =x — 1 (a = 1: função crescente) 
x-1=0>5x=1 


+ x 
> 
“> 1 


h(x) = x — 5 (a = 1: função crescente) 
x-5=05x=5 


5 
w - [+ [+ 
h(x) = — + 
sd 4 [= [+ 
ho) 4 Ls 
5 


D=(xeR|x=1oux>5) 


40. Custo: C(x) = 0,50x + 1500 


Receita: R(x) = 1,50x 

Lucro: L(x) = R(x) — C(x) = x — 1500 

A expressão necessária é L(x) que não deve ser menor que O: 
x— 1500 = 0. 


42. b)fH-2)=3(-2)-1=-6-1=—7 
fB)=3:3-1=9-1=8 
fl8)=3-8-1=24-1=23 
f13)=3-8-1=39-1=38 
fis)=3-18-1=54-1=53 
fQ3)=3-23-1=69-1=68 
Portanto, —7, 8, 23, 38, 53, 68 é uma PA. 

c) r=3:-5=15 
9 = 2a +b 
a. y=axtb> h aa tp 2174] 


45. 


46. 


47. 


48. 


Logo, a lei é f(x) = 4x + 1. 


Como a trajetória é retilínea e a velocidade é constante, o movi- 
mento é retilíneo e uniforme. 

AS _ S—So _ 400—100 _ 300 
At t=fa 50 = 0 5 
Assim, v = 60 m/s. 


a) v= = 60 


b) Como t = 0, S, = 100 m e v = 60 m/s, então a função é dada 
por S = vt + S, ou seja, S = 60t + 100 (função afim). 


c) S = 60t + 100 = $ = 60-10 + 100 = S = 700 m 
d) S = 60t + 100 =1000 = 60t + 100 >t =15s 


P=4¢ 
A correspondência € — P é uma proporcionalidade direta (dobrando, 
triplicando, etc. a medida do lado, o perímetro dobra, triplica, etc.). 


Não é uma proporcionalidade. 

Contraexemplo: 

Para x = 1 cm, temos A = 1 cm? 

Para x = 2 cm, temos A = 4 cm2. 

Dobrando x (1 para 2), A quadruplica (1 para 4), ou seja, A não do- 
brou nem ficou metade. 


Sim; dobrando, triplicando, etc. o volume de um líquido homogêneo, 
seu peso correspondente dobra, triplica, etc. 
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50. Sim. Considerando h a distância entre as retas (largura do retân- 


51. 


52. 


54. 


gulo), temos: 
x 1 2 3 e G 
1h | 2h | 3h | | ch 
1h 2h 3h z ch h 
1 2 3 c 
Logo, x > A é uma proporcionalidade direta 


Ay 


X 
= 


A reta construída passa pelos pontos (2, 40) e (4, 80). 


Assim: 


a= ERRA = A0 20 (coeficiente angular) 
X2 — X1 4-2 2 


Y =Y, ta (X — X) =y = 40 + 20(x — 2) 20x — 40 


=y = 20x 


y=40+ 


a) Assim, as alturas, em centímetros, pedidas são: 
* 3º degrau: 20 -3 = 60 
* Te degrau: 20 - 7 = 140 
e 11° degrau: 20 -11 = 220 
b) Assim, os degraus procurados são dados por: 
* 120 = 20x = x = 6 (6º degrau) 
* 160 = 20x = x = 8 (8º degrau) 
* 280 = 20x= x = 14 (14º degrau) 


aJ7+7=14 
b)1-1=0 

o |-10-1=|-nl=mn1 
d) -3 -5 = —15 


b) x <3 > fix) = 


x+4=7—x 
x>=35fk)= 3 +x4 


x+4=x 


1 


Então, f(x) 1—-x,sex <3 
ntão, f(x) = : 
A x + sex =3 
J x |y x| y 
1 6 3 4 
2 5 4 5 

4y 


E ES RR A E DES N S 
yx 


pa EE MES BEN DA 
at n 


d) D(f) = R 
Im(f)={y ER|y >4} 
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55. a) |x — 6| =10 =x- 6=100ux- 6 10>x=160ux 
s=(-4,16) 
b)Bx-1]=5=>3x—-1=50u3x—1 5=>x=20u 
4 
Es 
3 
s- [2 
3 
g as E oo == u Tê 
[4 | 4 
x=1 8>x=9o0ux 7 
S= {-7,9} 
d) 5 + |-2x + 4| = 1 =|-2x+4|=6 2x+4= 60u 
2x+4 6 2x = 20u —2x 10>x Toux 
S = {-1,5} 


x? +6x -7=0 oux?’ +6x+5=0 
© D 
QDA =36 — 4(1)(-7) = 64 
He an 
2 
DA =36-4(1)(5) = 16 
x <i x=-loux=-—5 


S ={-7, —5, —1,1} 
b) þe — 5x| = 6 => xX — 5x 


6 ou xX? — 5x 6 


=x? -5x -6=0 oux? -5x+6=0 


O) D 

DA=25-4(1)(-6) = 49 

E x=6oux 1 

2 
DA=25-4(1)(6)=1 

51 

x=30ux=2 

2 

S = {-1,2,3, 6} 


59. a) f(x) = |x — 3] 


fod 


1X 


Para refletir 

Página 73 

Utilizando a função apresentada no texto, f(x) = 2,50x + 4,10, temos que: 
f(20) = 2,50 - 20 + 4,10 = 54,10 

Assim, a pessoa gastará R$ 54,10. 


1x 


Página 84 
eb) 2x-4=052x=45x=2 
c) x-8=05x=8 


* Quando x > + fix) > 0; quando x < - fix) <0. 


Página 96 

Temos que: 

“fo)=-2:0+8=8 
“fB3)=-2:3+8=2 
“f4)=2:4-8=0 
“fH5)=2:5-8=2 
“fs)=2-:8-8=8 


(x 
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4. a)a=2,b=0ec=0 
b) f(x) = 2(x — 3)? + 5 = 2x? — 12x + 18 + 5 = 2x? — 12x + 23 
a=2,b=-2ec=23 
c) fix) = (x + 2)(x — 3) = x —- 3x + 2x- 6=x2-x— 6 


d) f(x) = (4x + 7)(3x — 2) = 12x? — 8x + 21x — 14 = 12x? + 13x — 14 


e) fix) = (2x + 3)(5x — 1) = 10x? — 2x + 15x — 3 = 10x? + 13x — 3 


f) f(x) = 2(x = 3} + 5 = 2(x? — 6x + 9) + 5 = 2x? — 12x + 18 + 5 
= 2x? — 12x + 23 

fbd= 500 + (100 —5x),se1=x <20 a=2;b=-12ec=23 

500 + (-100 + 5x), se 20 < x <30 


60. Resolvendo 100 — 5x = 0, temos x = 20. Portanto: 


5, a) S = f(5) = m - 5? = m - 25 = 257 cm? 
Logo, a função é decrescente para 1 = x < 20, e seu máximo no b) S= 64r = TP >P =64>r=8m 


trecho ocorre em x = 1 (menor x): 
fa) = 500 + [100 — 5-1] = 500 + 95 = 595 


6. a) f(10) = 10? = 100 
fU5) = (152 = 2,25 


f3) =(243} =12 
b) = 256 >£ =16 


A função é crescente para 20 < x < 30, e seu máximo no trecho 
ocorre em x = 30 (maior x): 


f(30) = 500 + |100 — 5 - 30| = 500 + 50 = 550 c) D(f) = R*;Im(f) = R$ 
x seja, o maior número de pessoas ocorre no primeiro dia de 7. a) f0) =30-40)+1=3-4+1=0 
caca meS b) f2) = 3(2)2 — 42) +1=12- 8 +1=5 


Resposta: alternativa a. 


Outros contextos 


2. 1,7 — 10 - 0,01 = 1,7 — 0,1 = 1,6 f 


3. « f(2005) = 71,9 = 2005a + b = 71,9 
* f(2010) = 73,48 = 2010a + b = 73,48 
Resolvendo o sistema: 


20a +b=79.  mieb=csticê h) 3x2- 4x +1 
20109+h=7348 TA AR EITT A =16 — 4(3)(2) = 16 - 24 = -8 


Assim, f(x) = 0,316x — 561,68 e, portanto: 


8. a) 4X —-4x+3=254xX —-4x+1=0 


f(2020) = 0,316 - 2020 — 561,48 = 76,64 A=0 
Portanto, podemos esperar que a expectativa de vida em 2020 x DR asno 
seja de 76,64 anos. 8 2 
b) 4x — 4x + 3 = 3 > 4X —- 4x =0 >x -x=0 


4. Utilizando a função determinada no exercício 3, temos que: 


c) 4x2 — 4x +3 1>54X —-4x+4=05xX-x+1=0 

82,25 = 0,316x — 561,68 => 643,93 = 0,316x => x = 2038 A=1-400= -3 
Assim, o ano pedido é 2038. Á x real | f(x) = —1 

2628 000 2 

5. 20: 365 36 10 = 2628000 minutos = 2 = o. A] -ANH 
60 3 3 3 9 
= 43800 horas = -2800 -1825 dias = 1825 = 5 anos -4-92 +9 _ B-92 
24 365 9 9 
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E: 


10. a)fl6)=3:6—20 = —2 
b) f=1) = (~1} - 2 - (1) =1+2=3 
c) f(10) = —100 + 40 — 2 = —62 
d) f(9) = -81 + 36 — 2 = —47 
e) f(5) = 3: 5 — 20 = 15 — 20 = —5 
f) 0) =0-2-0=0 
g) f4) =#-2:4=16-8=8 
} } fi Ly24 
n. af) = txt aetilix tax 
2 
ERRA OXE iae 
2 2 
b)a= L, b=4ec=6 
2 
12. A, = 30: 20 
A=% 


A=A,—4A, = 600 — 4x 


B. a) P(n) = n? — n = P(10) = 10? — 10 = 100 — 10 
b) P(n) = n? — n = 42 
nR-n=42>Rr-n-42=0 
A =1-— 4(1)(—42) = 169 
1=13 $ 
n 
2 

Portanto, são 7 times. 


14. P(3) = 20(3) — 5(3)? 


15. a)x)—-3x=0 
a=1b=-3,c=0 
A=b-4ac=(-32-4:1:0=9 


90; 90 jogos 


n" 


7 en” = 26 (não convém) 


60 — 45 = 15 watts 


CC -b+VA _ -(—3)+vV9 _ 3+3 
2a 2-1 2 
x= 252 os 
>], 353 
Sa 
2 


Zeros da função: 3 e O. 
b) x +4x+5=0 
a=1,b=4,c=5 
A = b — 4ac = 4? — 4-1-5=16 — 20 4 
Logo, a equação não tem raízes reais; consequentemente a função 
fix) =x? + 4x + 6 não tem zeros reais. 
c) —-x2+2x+8=0 
a=-,b=2,c=8 
A=b?-4c=2-4-(-1)-8=4+32=36 
-b+vVA _ -2+36 _ -2+6 


2a 21) =2 
yiz =. z £ S53 
> 
yra 2206 -Z8 =4 
=2 = 


Zeros da função: —2 e 4. 


d)x?+10x+25=0 
a =1,b =10,c = 25 


A = b? — 4ac = 10? + 4 -1-25 = 100 — 100 = 0 

_ -beVA _ -10+VvV0 _ -10 _ 5 
2a 2:1 2 

Zeros da função: —5 (duplo). 

e)x-8x+16=0 

a=1b=-8,c=16 

A=b?-4ac=(-82-4:1:16=64-64=0 

p= Eya 8+0 Ss 
2a 2:1 2 


zeros da função: 4 (duplo) 
f) 25X2 +9x+1=0 
a=25,b=9ec=1 
A = b? — 4ac = 9? — 4 : 25 : 1 = 81 — 100 19 
Logo, a equação não tem raízes reais e, consequentemente, a 
função não tem zeros reais. 
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16. 


17. 


19. 


20. 


21. 


(m- x —-4x-1=0 

a=m-1(m71,b 4,c 1 
A<0>b?-4c<0>(-42-4m-1-)<0 
16+4m-4<054m<-2>m<-3 
Para todo m E IR tal quem < —3. 


kx— 6x+1=0 

a= k(k#0),b 6,c=1 

A > 0 > b — 4ac > 0 > (—6} 
=> —4k > -36 >k <9 

Para todo k E IR tal que k < 9e k #0. 


4-k-1>0=36 -4k > 0> 


(m-—-2)x—-2x+6=0 
a=m-2(m+2),b 2,c=6 
A = 0> b- 4ac > 0> (-2} — 4(m- 2):-6=>0 


4-— 24m +48 >= 0 24m = -52 > m <S ms 


Para todo m E IR tal que m < = emz2 


x —(k+1x+(10+k)=0 


x = 2x" 
É qui ni GM b pet k+1 
a 1 
mexe c plk 10 + k 
a 1 
x =k+)S3X=k+IS =a 
Vo Uk+7 
3 
pe gpa MD A gd 
3 3 
2 
PEHEA g 
9 
2k? + 4k + 2 = 90 + 9k = 2k? — 5k — 88 = 0 
a = 2,b = —5,c = —88 
A = b — 4ac = (—5})? — 4 - 2 - (88) = 25 + 704 = 729 
e -b+v4VA _ -5 +779  5+27 
2a 2:2 4 
p= St ns 
é Po 5-27 22 n 
2 4 2 


a) Usando a forma fatorada, podemos escrever f(x) = a(x — 1)(x — 3). 
E, se (0, —6) pertence à função, então f(0) = —6, portanto: 
fo)=a(o-1)(0-3)=>-6=a-3>4=-2 

Dessa forma: 


fix) 2(x — x — 3) 2(x2 — 3x — x + 3) 
2(x2 — 4x + 3) 2x2 + 8x— 6 
b) f(x) = a(x — 2)(x + 3) 
FO) = 4, portanto: > 
f(0)=a(0 - 2)(0 + 3) = 4 = a(-2)(3) => 4 = a(—6) > a E 
Dessa forma: 
fog e x +3) = -20 +x — 6) 
=-2x -2x +4 
3 3 
c) f(x) = a(x — 5)(x — 5) 
f(2) = —9, portanto: 
f2) = a(2 - 5)(2 — 5) 9 = a(—3)(—3) 9=a(9)=>a 1 
Dessa forma: 
fx 1(x — 5)(x — 5) (x? — 10x + 25) x? + 10x — 25 
x(x + 8) = 180 = xX + 8x — 180 = 0 
A = b? — 4ac = 64 — 4 - 1(—180) = 64 + 720 = 784 
_ -bŁvVA _ -8+vV784 _ -8+28 
2a 2-1 2 
x= 5E =10 
5S 
x" = + = —18 (não serve) 


Número de alunos em cada fila:10 + 8 = 18. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


a) f(x) = x — 2x 


x-—2x=0>xx-2)=0 
Assim, os zeros da função são 0 e 2. 


b) f(x) = 2x? + 8x 


x=00ux-2=0 


X 


2x +8x=0 

5x=-—4 

Assim, os zeros da função são —4 e 0. 
c) f(x) =x?— 16 

x —16=0>5x= +v16 x=*4 

Assim, os zeros da função são —4 e 4. 
d) fx) =x -11 

2-N=05x= + 


2x(x+4)=0=2x=0 


Assim, os zeros da função são —N en. 


a) f(x) = x? + 14x 


x=00ux+4=0 


X2+14x=0>5x(x+14)=0>x=00ux+14=0 
Assim, os zeros da função são —14 e O. 

b) f(x) = 3x2 + 3x 
3X + 3x = 0 > 3x(x + 1) = 03x = 0>x=0o0ux + 
ə>x=-]1 


Assim, os zeros da função são —1 e 0. 
c) fix) = 2x — 8 


2X2- 8 =0>2L=8>X=4»x= V4 >x 


Assim, os zeros da função são —2 e 2. 

d) f(x) = =x? + 36 
2x +36=0 x? 36 >X =36>x= +6 
Assim, os zeros da função são —6 e 6. 


d= 2023) edi Md es 3n-340=0 
A=b?-49c=(-32—4-1(-340) = 9 + 1360 = 1369 
no EbENÊ = —“(-3)+ [369 _ 3 +37 
2a 2-1 2 
n = = = 20 
À nº = SE a —17 (nãoserve) 


Portanto, o polígono tem 20 lados e se chama icoságono. 


Xtxtxtxtx=55xX+4x—-5=0 
A = b — 4ac = 16 — 4 - 1(—5) = 36 
o -b+NA _ -4+6 
2a 2 
,_ —4+6 
x= =1 
= 2 
„_ —4—6 ? 
xXx" = 3 = —5 (não serve) 
Logo, x =1 dm. 
(18 + x)(15 + x) = 378 => 270 + 18x + 15x + x? — 378 = 0 
=> xX + 33x — 108 = 0 
A = b? — 4ac = 33? — 4 - 1- (—108) = 1089 + 432 = 1521 
Ta -b+VA _ -33 + V152] _ -33 +39 
2a 2-1 2 
ns e LRE 
5 
x" = o EAE —36 (não serve) 


Logo, daqui a 3 anos o produto de suas idades será igual a 378. 


200 + 10x 200 


200(x 
X x—1 


200% 
10x? — 10x — 200 = 0> xX — x 
A = P — 4ac => (—1)}? — 4 - 1: (—20 
_ -b+vVA _ —(—) + v81 


2a 21 2 


200 + 10x? — 10x 


)=1+80=81 


x" = —— = —4(nãoserve) 


Logo, a velocidade do trem é 40 km/h. 


28. 42 +4-1=0 
A = b — 4ac = ?? 


_-b+vJVA 


29. fix) 


O 
Is: 
pp A 


“8,9) 


1) + 10x(x — 1) 


200x 


1x 


31. 
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35. 


36. 


39. 


41. 


Para f(x) = a(x — m}?, temos: 
Eixo:x = m; V(m, 0); Flm, +: 
f 4a 
d:y = -— 
y 4a 
aja=1em=2 
Eixo: x = 2; V(2, 0); Ff. 5)» ar 


b)a = -2em = -1 


` 1 
Eixo: x 1; VI 1.0); F| 1, | 
(-1,0) Sy=5 
d)a= lem=1 
2 1 1 
Eixo: x = 1; V(1, 0); h 5) y=-5 
d)a = el emas 
i 3 3 
Eixo: x 2;V(-2,0); F|—2, à 
(20) ( al Z= 
e)a=3em=2 f i 
Eixo: x = 2; V(2, 0); F|2, =>); y = —— 
(2,0) | z) y 12 
f)a=-5em=1 
Eixo: x = 1; V(1, O); A); =L 
20 20 


a) Ponto máximo: b(—1,0); d(—2, 0); F(1, 0) 
b) Ponto mínimo: a(2, 0); c(1, 0); e(2, 0) 
Esses pontos são os vértices das parábolas. 


a) c = 3, pois intercepta o eixo das ordenadas vértice (1, 2) então 
x,=1ley,=2 
Forma canônica: f(x) = a(x — x )2 + y, 
fo)j-ax-)+2=a(x-2x+)+2=0x-2x+a+2 
Como c = 3, temos: 
a+2=359=1 
Logo, f(x) = x? — 2x + 3. 

b) c = 4, pois intercepta o eixo das ordenadas 
zeros da função: x' = —1e x" =4 
Forma fatorada: f(x) = a(x — x')(x — x”) 
Então, f(x) = a (x + x — 4) = a(x? — 4x + x — 4) = ax? 
Como c = 4, temos: 
—4a = 4a = -1 
Logo, f(x) = =x? + 3x + 4. 

c) c = 2, pois o gráfico intercepta o eixo das ordenadas f(1) = 3 e 
vértice (0, 2) 
Forma canônica: f(x) = a(x — x)? + y, 
Substituindo o vértice, temos: 


3xa — 4a 


fix) =a(x- 0) +2=ax +2 
Mas: 
f)=3>0:2+2=359+2=354=1 


Logo, f(x) = x? + 2. 

d) c = 0, pois o gráfico intercepta o eixo das ordenadas 
zeros da função:x' = 0 e x” = 4 vértice (2,1) 
Forma canônica: f(x) = a(x — x}? + y, 
fo)j=-ax-2+1=a(x—-4x+4)+1=axº — 49x + 4a +1 
Como c = O, temos: 


4a +1=050=- 
4 
Substituindo a: 
1 1 
x x? a-f be +4-{ +1 
fo) 4 4 4 


fix) x 


Como a concavidade da parábola é 
para cima, a > 0. 

Como a parábola intersecta o eixo y 
no ramo decrescente, b < 0. 

Como a parábola intersecta o eixo y 
em (0,4),c = 4. 

Portanto, a função correta é 

fix) =2x -— 8x+4 

Resposta: alternativa b. 
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42. a) 22 


43. 


44. 


45. 


47. 


48. 


52)+6=4-10+6=0 
A(2,0) pertence à parábola. 

b) £ — 5(4)+6=16-20+6=2 
B(4, 2) pertence à parábola. 

c) (12 - 5(-1) +6 =1+5+6=12 
C(—1,10) não pertence à parábola. 


(m+)(2)-1=154m+4-1=154m 2>m 5 
a) xX — 11x +30 =0 
A =121-— 4-1-30 =121-120=1 
= (=): _ 11 PR E a 
21 2 
b)x+4x-21=0 
A =16 — 4-1: (—21) = 16 + 84 = 100 
x= st x =3ex 7 
2 
c) X2 — 36 = 0 > X = 36 >x = +36 >x'=6ex" 6 


d) 6x2 — 5x+1=0 


A=25-4:6:1=25-24=1 
5+1 ah aa A 
x= x ex 
12 2 3 
a) Eixo x: (5, 0) e (6,0); eixo y; (0, 30). 
b) Eixo x: (3, 0) e (—7, 0); eixo y: (0, —21). 
c) Eixo x: (6,0) e (—6, 0); eixo y: (0, —36). 


a < O (concavidade voltada para baixo) 

A>0 (2 zeros da função diferentes) > b? — 4ac > 0 > b? > 4ac 
c < 0 (valor de y em que a parábola intercepta o eixo y) 

b > 0 (a parábola cruza o eixo y no ramo crescente da parábola) 
Resposta: alternativa b. 


Resolvido passo a passo 


6. a) A máxima rapidez com - pessoas. 


b) Em linhas gerais, o aluno deve perceber que a constante k é 
maior quando o boato é sobre um assunto de maior inte- 
resse para o público-alvo. Assim, é esperado que um boato 
sobre um artista famoso tenha um k maior do que um boa- 
to sobre um cidadão comum. 


adfi)=x*-2-35a9=1,b 2 
A=4-4:1-(-3)=16 
x= Æ -2 =1 
“ 2a 2 
—A 16 
>" e E T A 
Y 4a 4 
V(1, —4) 
b) fix) = 2x2 + 3x — 5 >a 1q, b=3 
A=9-4:(-1)- (-5)= 9-20 = -1 
—b —3 —3 3 
x 
"2 2) -2 2 
-A _ -1 n n 
W= da gel 4º À 
E) 
2 4 
Jfy)=x—-4x+35a=1, b=4 


A=16-4-1:3=4 


x 2 
Y 2a 2:1 2 
e E 
á 4a 4-1 
v(2,-1) 
dy=x>5a=1,b=0 
A=0 
= a 
Veda o 
Es An 
Y 4a 
v(o, 0) 


edy=(x-22+3 
Forma canônica: y = (x — x) + y 
Logo,x,=2ey,=3. 
v(2,3) 


v 


49. a<0=2-k<0 k<-25k>2 


50. a > 04m +1>0>4m>-1>m> 


51. a) x? +4x+3=0 


A=16-4- (1): (3)=4 

x= ThS x = -1ex"= -3 
2 

Eixo x: (—1, 0) e (—3, 0) 


Eixo y: (0,3) 


v(-2, —1) 


b) -x + 6x- 9=0 


Eixo x: (3, 0) 
—b —6 

“22 2-1 

v(3,0) 

Im(f)={y ER|y = 0} 

+y 3 


0 


X, 


X 


52. X -x+2=3x-1>xX¥-—4x+3=0 


A=16-4:1:3=4 
"ET 


x 3 x =4ex'=1 

Substituindo x na equação da reta ou da parábola: 
x=15y=2 

x=35y=8 


Logo, há dois pontos comuns, que são (1, 2) e (3, 8). 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


a) Para cima, pois a > 0. 
b)2xX —-x—-3=0 


A=1-4-2(-3)=1+24=25 
x dE x 3 ex 1 
4 2 
E -b _ +) i -A _ -25 25 
T 2-2 a ENO a ara 8 
(5-8) 
4" 8 
3 
d 1,0 —,0 
oelh 
e) (0, —3) 
1 
fl x= — 
) x E 
25 
g) Im(f) = p ER|y > - a 
h) + fix) 
a 
TORERE 
' (5-9) 
(0,-3) aE 
EE: 
i| eixoix =} 
i 4 
Para a função f: A — [3,7], dada Ay 


por f(x) = x? — 4x + 7 ser bijetiva 
é necessário ser: 

* sobrejetiva: Im(f) = [3,7] 

* injetiva:x, £ x, > fix) = f(x) 
Como f tem a concavidade voltada 
para cima (a > 0) e f deve ser 
crescente, temos: 


Eus Di. re (EM), =2 
Y 2a 2-1 
Ater Re V(2,3) 
de 4a 4-1 
Paray =7 


X+4x+7=715xX-4x=0>5x=00ux=4 
Logo, o conjunto A, domínio da função, é A = [2,4]. 


a) x, = — = — = 40 unidades 
2a 2 
— 5600 
pre as ad 
“4a 4 
-b _ —4 
a) t, = — = — =2s 
t 2a =2 
b) h SEA O iii 
“ 4a =4 


c) -2+4t+6=0 
A =16 — 4(—1)6 = 40 
-4+210 _ 4+2N10 


i 3 t'=2— v10 (não convém) 


t= 


et'=2+ 10 =516=5minl0s =310s 


Seja x o número de lugares vazios (0 < x < 40). O lucro da empre- 
sa é dado pela função L(x) = (40 — x)(20 + 2x). Para determinar o 
lucro máximo, basta determinar a abscissa do vértice da parábola 
L(x) = —x? + 30x + 400. Assim: 

b 30 


Vi c 
“2a 2(-1) 

Portanto, temos o lucro máximo da empresa quando 15 passagei- 

ros forem transportados. 
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58. f(t) = E + bt — 156 
png Ea = m=» E =4>b=28 
⁄ 2a 2- (=) 2 


Resposta: alternativa c. 


59. Seja xo número de lugares não ocupados (0 = x < 100), o fatura- 
mento da empresa é dado pela função F(x) = (100 — x)(200 + 4x). 
Para obter o faturamento máximo, basta determinar a abscissa 
do vértice da parábola F(x) = (100 — x)(200 + 4x). Assim: 

F(x) = 20000 + 400x — 200x — 4x2 = F(x) = 5000 + 50x — x? 
x, —b —50 50 25 

2a 2:(-1) 2 
Portanto, temos o faturamento máximo quando 25 lugares não 
estiverem ocupados. 


60. a) O grilo retorna ao solo quando h(t) = O. Assim: 
3t-3? = 0 > t(3 — 3t) = 0 > t = 0 (não saiu do solo) ou 
3-3t=053t=3>5t=1 
Portanto, t = 1s. 
—A =9 9 3 
0,75 
da oq 4 


Portanto, altura máxima = 0,75 m. 


b) y, 


61. a) x- 3x-4=0 
A =9 — 4(1)(—4) = 25 


É 
x Reto x =4ex 1 


2 
A +. xX 
=l = /4 


fix) = 0 para x 10oux=4 
fix) >0parax< —-10ux>4 
flix)<Opara-I<x<4 

bx-4=05xX=45x=+2 


X 
= 


fix) = 0 para x 20ux=2 
fb)>0parax<-2Z20ux>2 
flix)<Opara-2<x<2 


62. X +7x+10=0 
A =49 — 4(1)(10) = 9 
-7183 


x x 
2 


A + x 
e 


DNE 


fix)>0parax< —5Soux> —2 


63. x2-2x+6=0 
A = 4 — 4(1)(6) = -20 


+++++EF+++t++ x 


S=Ø 


64. xX +5x+5m=0 


A=25-4-1:5m = 25- 20m <0 


20m < -25 >m > : 


s=[meRIm> 5 
4 


65. a) 3x? — 10x +7=0 
A=100-4:3:7=16 
10 +4 


x x =1ex” 
6 


7 
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+ 
+ 
x 


Nf 
3 


s=perpn<x<d 


b) -4x2 +9=0 4x? 95x 


3 7 3 BL) 
x=+ x ex 
2 2 2 
3 3 
2 {2 x 
S [ker] exe o 
2 2 
66. fx+27)=(x+22+1efD)=2+1=5 
(x+22+I<55xX+4x+4+1<55xX+4x<0 
xX +4x=-0>x(x+4)=0>5x=00ux+4=0>5x 4 


Raízes:x' = 0e x” = —4 


S={xER|-4<x<0} 


67. a) 3x — 3 — 6x = 2 — 2x + 6x > 2x — 9x -5> 0 
A = 81 — 4(2)(—5) = 121 


9+1 , A 1 
x =5ex 
4 2 
+ + X 
i 5 


s=preriT<x<2 


c) -2x2 -x+1=0 
A=1-4:(-2):1=9 
1+3 : 

x 
-4 2 


1 
= 2 2$ 


S perix= Tou x 


W 
n|= 
a a 


2 x 


2 


xX -—-Ix=-0>x(x-)=0>5x=00ux-7=0>5x=7 
Raízes:x' = 0ex"=7 


68. 3x < Ž 


+ É x 
0 7 
Portanto, o menor número inteiro positivo que satisfaz a ine- 
quação é 7. 
69. a) (I) xX — 5x < 6 =x- 5x-6<0 
A = 25 — 4(1)(—6) = 49 
ESEN ; 
x 
2 


X 


S=(-I<x<6) 
(Dx —-5x>6>5x-5x—-6>0 

A = 25 — 4(1)(6) = 49 
=p EF ; 


x x =3ex'=2 


2 
+ + X 
= 
2 3 
Sp=(x<20ux>3) 
Logo: 


S, —o Q 


S={-1<x<20u3<x< 6} 

b) (I) x2 + 6x+8>=0 

A =36 — 4(1)(8) = 4 
—6+2 ; 


yx 


S ={xS-40ux>-2} 


(ll)x+5<0=x< -5 


x 
DD ——+— 
=5 
S= {x< -5} 
Logo: 
Si e———————+* -— 
A =2 
Sh =$ æ 
S —— — 
-5 
S= {x< —5} 


c) (I) x? +3 < 4x >x? — 4x +3 <0 


A =16 - 4(1)8) = 4 
Ad 


3ex'=1 


X X 


S=(1<x<3) 
()x2+3=27>5xX-4>0 
x =2ex"= —2 
+ + x 
= 
—2 2 
Sp=(x<-20ux=2) 
Logo: 
$— 
Sı e" 
=2 2: É 
S — o 
3 
S={-2<x<3} 
d) (I) x2 — 6x >= 0 
Raízes:x' =0ex”"=6 
+ + x 
- 
(0) 6 


S ={x<00ux>6} 


(I) —x? +2x+3>=0 
A=4-4(-1)(3) = 16 
—2*4 


Sı É | Eu e 
5 + Fo = 


S={-1<x<0} 


70. a)l) f(x) =x- 3->raiz=3 


x 
o 3 


ID g(x) = —x? + 3x + 10 > raízes: x = —2e x" =5 
P eey 
7 Àr E 


Quadro de resolução: 


=2. 3 5 
fo) = o 
g) =i o 
fag E E H OT 
e o, 


S={xER|-2<x<30ux>5} 
b) 1) f(x) = xX — 3x > raízes: x' = 0e x" =3 


X 
ID g(x) = -x + 2> raiz = 2 
~~ X 
Quadro de resolução: 
Pas das 
fo) +i-i=1 + 
MEET 
To) gh) + +i- 
ee c 
0 2 3 


S=(xER|x<00u2<x<3) 
c) I) f(x) =x — 5x + 6 > raizes:x' =2ex"=3 


Pa 
+ 
yx 


ID) g(x) =x- 2—>raiz:x=2 
2/4 X 


Quadro de resolução: 


fd + Foro 
gi) =P +45 + 
E SE 
90) ——— s - 


S=-(xeR|x>3) 
d) I) f(x) = xX -— 3x + 2 > raizes: x' = —1e x" =3 
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ID) g(x) = x — 4 > raiz: x' = 4 at? 5.8 


S= S tvt 0 +0t+ 160 =S, =160 m 
+ X 2 2 
A v=v, +at=v=0 +5- 8 =40=> v= 40 m/s 
Quadro de resolução: 2º parte: O automóvel mantém velocidade constante (MU). 
1 2 4 
9 a RO ER ço v = constante = vı = 40m/s 
—+ - At = 20s 
g) -= E E + ESO 
K Eene fe eia E A 
e CS ao S, = S, + vt = 0 + 40 - 20 = 800 = S, = 800 m 
S=(xeR|x<1ouZ<x<4) 3º parte: O automóvel volta a acelerar (MUV). 
71. 1) f)=x-5x+6=raizes:x =2ex'=3 a=5m/s? 
Vo = 40m/s 
+ + x v = 80m/s 
2 3 4=0 
lI) g(x) = X — 16 > raízes: x' = 4e x" = —4 
E Av 40 
a 5 At=8s 
-4 4 2 .8 
£ S, =S, +v t+ I =0+40:8+ 28 = 320 + 160 = 480 
Quadro de resolução: 2 2 
—4 2 3 4 = S, = 480 m 
fix) todo! +: Assim, a distância percorrida é a soma das distâncias percorridas 
; ; i i p p 
gb) +: I : : A nas três partes. 
GRC o E E a S =S, + S, + S}, = 160 + 800 + 480 = 1440 = S = 1440 m 
o & y - 
=4 2 3 4 2º maneira: 
S={xER|x<-40u2<x<30ux>4} Construindo um gráfico da velocidade do automóvel em função 


do tempo, temos: 
72. a) ft) = -P +4t-3 P 


Ponto máximo: 
rab 4 4 
2a 2(—) -2 
vt =0s>alt)+b=0 2t+4=0 2t=-45t=2 
Portanto, depois de 2 s a partícula mudará de sentido. 
1 


b) f(t) = (4P + 2t + c> flt) = -P +12t— 16 
Ponto máximo: 
j= —12 Us Parte lia = AL > 5= AV + Av =40 m/s 
2a 2:(-2) —4 At 8 
vt =0=salt)+b=0 4t+1=0 4t PoSt=3 Parte 2: v = constante durante 20 s 
Portanto, depois de 3 s a partícula mudará de sentido. Parte 3:a Av 5 40 At=8s 
É At At 
1 
c) fit) = :2:t-—Bt+c D=-8t+15 
) fO 2 fe Como a área do triângulo (T) é igual à área do triângulo (IP), po- 
Ponto maximo: demos transladar o triângulo (1) para o local do triângulo O 
t zb 2 e 4 obtendo um retângulo. 
2a 2:1 2 


d=0>ab+b=0>2t-8=0>2t=8>t=4 
Portanto, depois de 4s a partícula mudará de sentido. 


d) fo) Lat? +bt+c no > ac 18t — 36 
> flt) = 2? — 18t — 36 


e t(s) 
Ponto máximo: = 
PoE BUS nas 
3 Área da região retangular: A = 36 - 40 = 1440 
v()-0>5a()b+b=-0>54t-18=0>54t=185>t=45 Logo, S = 1440 m. 


Portanto, depois de 4,5 s a partícula mudará de sentido. 


7 74. 1? maneira: 
73. 1 maneira: 


Temos três tipos de movimentos independentes. a= AL 0: 5 m/s? 
Iº parte: O automóvel mantém velocidade variável com acelera- 3 z 
E ; pat , at 
ção constante (MUV). S= S EVEA E S- S= vt+ ; 
a = 5m/s? 2 -202 
vw =0 AS = vt + 2 =100:20+ 220 = 2000 +1000 = 3000 
o 2 2 
At = 8s i Ee E 
a Logo, AS = 3000 m = 3 km (comprimento mínimo da pista para 
n= 


que o avião consiga decolar). 
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75. 


76. 


77. 


78. 


22 maneira: (graficamente): 


a= AV 5= X = v = 200 m/s (velocidade após 20 s) 


t(s) 


o] 20 


(B+b)a _ (200+10020 _ 
2 2 


Área = deslocamento = 
= 3000 m = 3 km 
Portanto, o valor da aceleração é de 5 m/s? e o comprimento míni- 
mo da pista é de 3 km. 


f0) = 2, f(2) = 5, f3) = 10, f(4) = 17, f(5) = 26, f(n) = n2? + 1, 

fin +1)=n?+2n + 2,... 

2,5,10,17, 26, ..., n? +1,n? + 2N + 2,... 

Sequência formada pelas diferenças de termos consecutivos: 3, 5, 
7,9,..,2N + 1, .., que é uma PA de razão 2. 


fü) = 0, f3) = 4, f5) = 16, f7) = 36, f9) = 64, f(11) = 100, .., 
f(2n — 1) = 4n? — 8n + 4,f(2Nn + 1) =4nº,.. 

0, 4, 16, 36, 64, 100, ..., 4n? — 8N + 4, 4nè?, ... 

Sequência formada pelas diferenças de termos consecutivos: 4,12, 
20, 28, 36, ..., 8N — 4, ..., que é uma PA de razão 8. 


Exercício 75: 

Razão da primeira PA: 1 
Razão da última PA: 2 

a=1 

2a”? = 2 -1:12 = 2 (correto) 
Exercício 76: 

Razão da primeira PA: 2 
Razão da última PA: 8 

a=1 

2ar =2:1:22= 8 (correto) 


a) f0) = 1, f(4) = 49, f(T) = 169, f(10) = 361... 
fBn +1) = 36n? + 12N + 1,... 
1, 49,169, 361, ..., 36N? + 12N +1,... 
Sequência formada pelas diferenças de termos consecutivos: 


48,120,192, .. 72n — 16, .., que é uma PA de razão 72. 
fBn+1)- fBn-2) 


b) Razão da primeira PA: 3 (r = 3) 
Razão da última PA: 72 
a=4 
2ar =2:4:32 = 72 (correto) 
Realmente, se r = 3 é a razão da primeira PA, 2ar? = 72 é a razão 
da última PA. 


Exercícios adicionais 


(x +52 
(x+52-25+21=0>5(x+52-4=0 
x+5=2>5x=—3 
(x+52=45x+5=+2 ou 
x+5=-25x=—7 


Zeros da função: —3 e —7. 


x-1=25x=3 


x—1=-25x=—1 
Zeros da função: 3 e —1. 


3. a) xX + 2x — 3 = (X + 2x) — 3 = (x2 + 2x + 1)— 1-3 
=(x+12—4 
Logo, f(x) = (x +1} — 4 


b) 2x2 + 8x — 5 = 2| (x? + 4x) >] 


afee +2:2x+4)-4 >] afi +2)? z] 
= 2(x + 2} — 13 
Logo, f(x) = 2(x + 2} — 13. 


4. a) fix) =(x- 2} -9 
(x-22-9=05(x-22=95x—2= +9 
>x—2= +3 
X= 35x loux—-2=35x=5 
Assim, os zeros da função são —1 e 5. 

b) fix) = —(x+12+4 
(x+12+4=0 (x +1} = -4> (x +1} =4 
x+ V4 >x+1=+2>x+1=-—2 
xX 30ux+1=2>5x=1 

Assim, os zeros da função são —3 € 1. 


1 
1 


5. Se, f(x) = a(x — m)? + k e a > 0, então o menor valor de 
fo) ék = fim). 
Portanto, para f(x) = 2(x — 1)? + 10, o menor valor de f(x) para todo 
x EIR é10. Isso ocorre para x = 1. 


6. -3X —-x+1=0 
a=-3,b=-—1,c=1 


b — 1 
a e 
2a 2(-3) 6 
1 1)? 1 
SEA cp E 
Í 6 6 6 
Eee hal s a A E 
36 6 12 6 12 12 
2 
3x — x+1 pe 7) H E: 0 
6 12 


Logo, o maior valor (pois a < 0) de f(x) para todo x € IR é = Isso 


1 
ocorre quando x = — 5 


Pensando no Enem 


1. Pela interpretação do texto e do gráfico e observando as identifi- 
cações dos trechos assinalados abaixo, temos: 


4 Temperatura (°C) 


godl 


607 


304 


H+ > 
1020304050 60 Tempo (min) 


Trecho (1): aquecimento no estado sólido (durante 20 min) 

Trecho (1)): fusão, ou seja, fase líquida e sólida presentes (durante 
30 min), a 30 °C 

Trecho (I): aquecimento no estado líquido (durante 10 min) 

Trecho (V): ebulição, a 90 °C 

Resposta: alternativa c (pois o trecho (I), de duração de 10 minu- 

tos, é correspondente ao estado líquido exclusivamente). 
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2. Sendo xo número de torcedores, então o número de lugares deso- 
cupados é 48 000 — x, e, para cada lugar desocupado, a arrecada- 
ção foi de 132 reais a menos. 

Valor que se deixou de arrecadar: 
(48000 — x) - 132 = 6336000 — 132x [e H pe 1) 0>x ly t 1, i 0 
Resposta: alternativa b. 


3. n=- exs- 


fix) = ax? + bx + c sendo: 


6x —-2x+3x-1=056X+x-—1=0 


3. vð = e -t(t- 8) = -Że + 15t Resposta: alternativa b. 

A velocidade adquirida pela bola assume o valor máximo no vér- 4. fix) =2x+b=>y=2x+b 

tice da parábola, ou seja: Então, para a função inversa f ~ ! temos: 

-A 225. —225 _ 2 s 
“mix “ag [a ss 223 15 seta x=2y+b>5>2y=x-b>y LE f'(x Ly 
4 z 2 2 2 2 2 
l Se f”! passa por A(1, —2), temos: 

Como 1 m/s = 3,6 km/h, concluímos que a velocidade máxima i b i b 

adquirida pela bola é 30 - 3,6 = 108 km/h. f0) F Po] ER 2 TAT b=5 

Resposta: alternativa e. 

Resposta: alternativa e. 

4. Sendo x e h as dimensões do retângulo, temos: 1-x I=% 1-x+1+x 

2x + 2h = 360 =x + h = 180 => h = 180 - x TE Err Tx 

A área do terminal é dada por: 

A =x: h = x(180 — x) = —x? + 180x až 

Como a área assume o valor máximo no vértice da parábola, temos: 1+x 

-A 232400 3100m? Logo: 
m 2a AR) = m 1+x>0>x>-1 


; E ; Resposta: alternativa a. 
Considerando 1 pessoa a cada 3 m?, concluímos que a capacidade P 


máxima do terminal de área máxima é: 


ia 8100 6. * L(2) 100 - 22 + 1200 -2 — 2700 400 + 2400 — 2700 
max eia 


3 30 2100 = —700 (prejuízo) 


7 Portanto, a afirmação | é falsa. 
Resposta: alternativa c. 7 


io —b —1200 
* Lucro máximo: x, = = =6 
2a 2- (100) 
Logo, a afirmação II é verdadeira. 


* (15) 110 - 152 + 1200 - 15 — 2700 


5. Como o acréscimo do sequestro assume o valor máximo no vértice 
da parábola, temos: 


16 
eb. 27 685 mo 100 - 225 + 18000 — 2700 = —7200 (prejuízo) 
“ 2a t- 27 — Portanto, a afirmação III é verdadeira. 

135 Resposta: alternativa e. 


Assim, o acréscimo máximo do sequestro ocorrerá no anos de 2040. 


Utilizando a informação dada no enunciado, concluímos que o acrés- 7. a) De acordo com o enunciado, temos que: 

cimo máximo do sequestro será f(40) = 15 milhões de toneladas. 2700=q : 500 + b 3 

R . ; >q=— eb = 2400 
esposta: alternativa a. 3000 = q : 1000 + b 5 


ra 3 
6. Considerando Pa potência, R a resistência elétrica e i a corrente elé- b) c) FAT 2400 = c(800) T A TR Z0 T 280 


trica, temos: P = Ri?. O custo de produção de 800 camisetas é R$ 2 880,00. 
Sendo o consumo de energia E, E 
temos: 


8. 1) Verdadeiro 
Existe p E€ ]0,1] tal que: 
flp) = fap) = 0,3p? — 0,6p + 0,4 = 0,5p? — 0,5p + 0,25 


E= kP >E = kR? 
que é uma equação do 2° grau cujo 
gráfico está representado ao lado. i 


Resposta: alternativa d. 022+01p-015=05p —0,1 ae 
Vestibulares de Norte a Sul Como p € 10,1), então p = o. VO no 0,65. 

1. O gráfico de f(x) = x — 2 é uma 2) Falso 

reta se o domínio for real. Como us fod Vamos tomar como exemplo p = 1. 

no caso o domínio é o conjunto , 

dos inteiros, o gráfico será nae 2 0 222,0) POSO SL 

tuído por ss ontos alinha- E 0s 0,2 =N= 0,2 

P P o | -2 |5(0,-2) Portanto, f,(1) <f;(1). 
dos. Dentre estes pontos temos: 


3) Verdadeiro 


Resposta: alternativa d. i , 
O risco total é: 


2. 8% de 500 equivale a 0,08 - 500 = 40. fip) Efa fo +f P) , 
Assim, a cada mês o valor do juro aumenta em R$ 40,00. 0,3p? — 0,6p + 0,40 + 0,3(1 — p)? — 0,6(1 — p) + 0,40 


2 fi fi fi 2 | fi 
A função J(t) que corresponde a esse aumento constante de 0,3p° — 0,6p + 0,40 + 0,3(1 — 2p + p°) — 0,6 + 0,6p + 0,40 


R$ 40,00 por mês é J(t) = 40t. 0,3p? — 0,66 + 0,40 + 0,3 — 0,6p + 0,3p° — 0,6 + 0,66 + 0,40 
Resposta: alternativa d. = 0,6p? — 0,6p + 0,5 
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4) Verdadeiro 
Seja R,(p) o risco total em B. Então: 
Rolo) = fip) + f0 — p) = 
0,5p? — 0,5p + 0,25 + 0,5(1— p)? — 0,5(1 — p) + 0,25 
0,5p? — 0,56 + 0,25 + 95 — p+0,5p?— 05 + 0,56 + 0,25 
= R,P) =P -p +0,5 
O ponto P, do vértice da parábola R,(p) é: 


9. Como as porcentagens variam linearmente com o tempo, temos: 
P(t) = a - t + b. Sendo Pa população de brancos, temos: 
p 000) = 70% É - 2000 + b = 0,70 


P(2020)= 62% ? Ja -2020+ b =0,62 7 f 7 70004 e b = 8,7 


Portanto, P(t) = —0,004t + 8,7. 

Os brancos serão minoria quando a sua população for menor que 
50%, ou seja: 

P(t) < 50% 0,004t + 8,7 < 0,5 
> 0,004t > 8,2 = t > 2050 
Resposta: alternativa a. 


0,004t < —8,2 


10. a) h(t) = 0 2t+8t-0>t(-2t+8)=0 2t+8=0 
>5>-2t=-85t=4s 
=A —64 
by=-— = ——— = 8m 
)y, 4a 4(—2) 


n. f(t) = 860 — dt = f(6) = 860 — d - 6 = 500 = 860 — 6d 

=> 6d = 360 => d = 60 

Logo, f(t) = 860 — 60t. 

Analisando as afirmações, temos: 

a) Falsa, em 3 anos o moinho valerá: 

f(3) = 860 — 60 -3 = 860 — 180 = 680, e R$ 680,00 não é 50% 
de R$ 860,00. 

b) Falsa, em 9 anos o moinho valerá: 
Ff(9) = 860 — 60 - 9 = 860 — 540 
múltiplo de 9. 

c) Falsa, em 7 anos o moinho valerá: 
f(T) = 860 — 60 -7 = 860 — 420 = 440, e R$ 440,00 é um valor 
menor que R$ 450,00. 

d) Falsa, em 10 anos o moinho valerá: 

f(10) = 860 — 60 - 10 = 860 — 600 
valor superior a R$ 200,00. 

e) Verdadeira, em 13 anos o moinho valerá: 
f(13) = 860 — 60 - 13 = 860 — 780 = 80 e, portanto, o moinho 
ainda terá valor de venda. 


320, e R$ 320,00 não é 


260, e R$ 260,00 é um 


Resposta: alternativa e. 


12. Pelo enunciado temos que: L(x) = R(x) — C(x); R(x) = 60x — x? e 
C(x) = 10(x + 40). Então: 
L(x) = R(x) — C(x) > L(x) = 60x — x? — 10(x + 40) 
L(x) = 60x — x? — 10x — 400 = L(x) x? + 50x — 400 
Fazendo o gráfico dessa função, temos: 


* zeros da função: 
x2+50x—400=0>x'=40ex'=10 
* vértice da parábola: 


=- -0 _ -5 
“2a 2(-1) 
A 900 
= 225 
Ho Cao AE) 
V(25, 225) 


Analisando as afirmativas através da observação do gráfico, 
temos: 

) Verdadeira 

Il) Verdadeira 

IlI) Falsa, deve produzir 25 itens por dia. 

IV) Verdadeira 

Resposta: alternativa c. 


x +x-1—-(0+x) 
9—-x? 


2 te 
ps 1 =0 
9-x 3— x 
x-4 
9— x? 


>0 


(Dog x —-45raizes:x =-2ex'=2 


E 
fo) E R en ; H 

E) a a] e 
o ES ES E 
g% So a EE RA 


S=]-3,-2]JU [2,3[ 
Resposta: alternativa c. 


Para refletir 
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A função não é injetiva nem sobrejetiva. 

Afunção não é injetiva, pois existem dois valores de x para os quais 

fix) =3 (x =1ex = 5). Portanto há elemento em B que é imagem de dois 
elementos distintos em A. 

A função não é sobrejetiva, pois não existe x E IR tal que f(x) = —3. Portanto 
há elemento em B que não é imagem de nenhum elemento em A. (Im(f) # B). 
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flx)= 4x +4x+5 
A=16+80=96 


x- 24y% _ -4 +446 _ —1+V6 

2: (—4) -8 —4 

Vo +V6 _ 1-46 0, -1-76 _1+v4/6 
Logo, x' = = ex' = 

—4 4 —4 4 

Como x, = a + , temos: 

1-6  1+46 2 1 
v 4 4 4 2 
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Capítulo 5 


1. a) 81 
b) (—2} = (—1} : 2 = —8 
c) (—2)6 = (—1)6 - 26 = 64 
d) 0 
e)1 


SP EITT ENT 


_ —4+24 _ 29 


108 108 


3. a) 1000000 
b) 1000 000000 


= 0,0001 


a) WUDS = 45 = 437 = 35 
ou 


4 ( 15 1.4 4 2 
(V3)5 32 323 = 13 10023 


Manual do Professor 


H 
7. a) Q75 + 642 83 i 47)? 


17. a) 


19. 


20. 


ROTA YF VT = ques dl 


1 
=92 = V9 =3 
per = 
) EUR 6 E e 
oj 4 4 2 
2 


16 < V20 < V25 => 4< V20 <5534< 3% <35> 


581 < 3V? < 243 


20 


Logo, 3 é menor que 250. 


ae- DT =D = 


b)E=17 + 0% =1+0=1 


. a) 8 - 10000 = 80000 
) 


b) 5 - 0,01 = 0,05 
c) 3,52 : 100000 = 352000 
d) 1,6 - 0,001 = 0,0016 


. a) E Vx = |x] 
)v 

) V 
DE eE 
e) F V49 =7 

f); VEP =|-3/=3 


g) V 
h) F, V=5 = 


Arno 


V—-25 ÉIR 


) V8 =V? =V? -2 =242 

b) V16 = V24 = 4/2 -2 = 234/7 

) v60 =vV2 -3:5 =2/15 

RR a 


a) 4/1250 = 42-54 =542 


12 = 5 1 
b) 3/0125 | is 
1000 10 2 


d) 5 = W23 = = 
) VN =V? -2 =V =V -8 = 478 
1 48 = 4V2 = A = Y0 
g) ND Mp eyr Nr = 

h) 826 Not Y = Rs 


a) mmc(3, 4,5) = 60 
AEE O SE am 
69/348 69/348 
b) VY Ye = Sb = Y 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


a) 2V2 +342 — 4/2 =442 
b) 125 +35 — V20 = 5? +35 — 22.5 
52.5 +345 — 25 = 55 +345 — 245 
c) 643 +75 +4412 — 27 
643 + 3.52 +4422 -3 -V3 
63 +53 +4:2: 43 32.3 = 
643 +53 +8V3 — 343 = 1643 


645 


a) 243 (v12 +43) = 2:43 12 +2-43 -V3 =2436 +2V9 = 
2-6+2:3=12+6=18 


b) 2 + v3)G - V3) = 6- 2V3 +343 -3 =3 443 
c) (V2 + v3) — 243) = 242 


2V6 +243 — 6 


d) 05 + DIS — 2/7) = 10 — 4435 +35 -14 
= —4 — 3435 
a) 5 -= D5 +D)=05/-2=5-4=1 
b) WT -= VDNT +2) = VT? - WNI} =7-2=5 
) 0+2} =02+2-1: VZ + (V2) =1+ 2V7 +2=3+2V/2 
d) V5 = V3) = (V5) -2-45-43 + (3V =5- W5 +3 
=8- 2/15 
a) 3 + v5 43-45 =/6+5)6-45) = 4322 — (45) 
=9-5 =V4 =2 
b) V7 +26 V7- 2V6 = V0 + 2V6)0 — 2,6) 
NP —-(0V6) =V49-22.6 = v49- 24 =V25 =5 
mmc(2, 3,4, 6) = 12 


WD = e R = N 

Ya! = 44t = N4s = W256 
YT = 4AT = YP = vas 
4/40) = 644072 = V40? = 4/1600 


Em ordem crescente, temos: 

W64 < W256 < Y1600 < 4403 
Logo: 

V2 < 3/4 < Y7 < $40 


a) (2+3) = |2 + 3| = 2 +v43,pois2 + V3 > 0 
b) (2-3) =p - 3/=2 


9 2-5) =p-4] 


v3 ,pois2 — 3 >0 


2+5,pois2- 5 < 0 


a) 3/625 + 3/40 —3/135 = 3/54 +42 -5 33.5 
=745.5 +42 5 -43 -34/5 = 
= 3/5 -3/5 + 235 -33/5 =545 +235 -335 = 43/5 

b) V8 -V6 +21 -J7 = 48 + V147 = 28.3 + 43-7 
= V24 -43 +43 NP =2N3 +73 =443 +743 =1W3 


o) 23h28 + Vias =" +33 = 
= $26 -8/2 + Y2 -36 = 28/2 + 38/27 = 582 


29. 


30. 


31. 


32. 


d) V6 (43 +42 -18 ) =v6:3 + V6:2 — V6-18 
=2:3:3 + 42:3-2 — V2-3-2:3? = 
=2:322 442.3 2.3.3? = 
3/2 +243 —2:3/3 =3/2 +243 — 643 =3/2 — 443 


i | 3/52 3/52 as 5? 
= (U=) = (3/5? p = (=) = (5) = 3/58 = 
= 45.5 = 5/5 


9 VZ YNE =P NPP = 


E)E) (6) E 


esp? dp = 48 +45 =2828 =2832 

a) (0) =4=1 
b) fB) = # = 64 
9f-)=4= -4 
a s|1)=47 = v7 =2 

1 +] 1 
8) s| 5) a ia 2 
f)4 =1>m=0 


a) Pelo gráfico, temos: 

@ = 44 = 2 > f(x) = 2x 
b) Pelo gráfico, temos: 

a! = 0,7 > f(x) = (0,7 


0)=2>baº=0>b=2 
a) f(x) = b -a > fO i > 
f0=6>ba!=652a=650=3 
> f)=2:3* 
f0=3>ba=4>5b:a=3 
4 b 
x )=12>b-a” =12 12 >b =12 
b) fo) = b - a* => fD a a a 
12a -a = 3 pgd 
a=] eb=6 
2 


al x |-2/1|0|112 
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|= 
a 


33. Crescente: a e c, d; pois me J3 são maiores do que 1. 


2 1 


Decrescente: b, d,e e f, pois Ear 0,01, e + são menores que 1 


e maiores que zero. 


35. a) f(2) = 2 - 32 =18 
b) g2) = 5>- 2 = 23 
c) h()=52-2=1 
df=) =2:37=2 E 


36. [= 
1 
— | 
4 
1 
=| o0 
2 
1 1 


yx 


Im(f) = R$ 


[10% Manual do Professor 


Matemática e tecnologia 
1 f(x) = 3x 


-2-15 -1-05 0 


-2-15-1-05 O 


2. a) Crescente, pois, a base é 4, logo maior que 1. 


b) Decrescente, pois, a base é + logo entre 0 e1. 


c) Decrescente, pois, a base é 3, logo maior que 1, mas mul- 
tiplicada por —2 resulta em simetria em relação ao eixo x, 
o que faz com que ela fique decrescente. 


d) Decrescente, pois, a base é 4, logo entre O e 1. E, multi- 


plicada por 4, mantém o seu comportamento que é de- 
crescente. 


3. a) Para determinar a imagem, observaremos qual o “valor 
limite” da função. 
Sabemos que a função exponencial f(x) = a* está defini- 
da para a > 0, pois não há x E IR que faça a* ser nulo, nem 
menor que zero e,a partir desse dado obtemos a imagem 
da função. 


Assim, a função f(x) = 4%, cujo gráfico é: 


Nunca cruzará o eixo x, sendo, portanto, sua imagem, o con- 
junto R$. 

b) Seguindo o mesmo raciocínio do item anterior: se 2* nun- 
ca chegará a ser igual a zero, então g(x) nunca chegará a 
ser igual a 1. O gráfico de g(x) é: 


Ay 


Aimagem de gé: y EIR / y >10u Jl, +æ]. 


x 
1) +2 
2 


Agora é fácil perceber que h(x) nunca chegará a valer 2 e, 
portanto, Im(h) = ]2, +f. 
d) i(x) = -2 - 3*— 1 

Neste caso, teremos 3* crescente, mas multiplicada por 
(—2) fica simétrica a 2 - 3* em relação ao eixo x, o que 
torna-a decrescente. E, como a cada valor da imagem 
subtrairemos 1, a função nunca chegará a ter o valor —1, 
sendo o seu conjunto imagem: ]—%, —1[. Veja o gráfico: 


. Duas soluções. 


37. 


38. 


Z; fO) = 2f) 


18; f(4) = 162;... 


Logo, [5.218,162...) é uma PG de razão 9. 


Logo, a razão da PG é: 
a' = 5 = 125 


40. f1) = 9, f{2) = 27 


41. 


42. 


43. 


g=b:a>27=b-a? 
Logo: 
27=9:a>a=3 
9=b:-3>b=3 
Portanto f(x) = 3 - 3*. 


a) 2 = 25 >x = 6 


s={6} 
b) 3x72 =3>x-2=2>x=4 
s=(4) 
o 57> =x- x 35X2-2x-3=0 
A=16 
x Ara x=30Ux 1 
2 
S = {-1,3} 


dw t= saaa 
sS = {2} 


e) 2-2 = 2> -xX +4x—-3=0 


A=4 
= E Sykes 
-2 
s=(1,3) 
f) 10-2 =1085x-2+6=05xX-x-6=0 
A=25 
1e x=30ux 2 
2 
s=(-2,3) 


g)32*=3 352 -x 3 x 55x=5 
s= {5} 


h) 3x75 
s ={2} 


(B33 T*>x-5=3-3x>x=2 


a) 3x7? = 81 > 3*7? = 34>x -2 =4>x=6 
S= {6} 


oea e E 
s={3} 


o 2-74 =323 227 = a5 
s=(-3,3) 


30ux 3 


PH =1527+3=20=5x+3=0>x=—3 
$S=1-3) 


a) 2*+1 + 2* = 48 > 2* - 2 + 2* = 48 => 3 ; 2* = 48 > 2* = 16 
52 = 2 53x=4 
s= {4} 


b) 2*+3 + 2+1 + 2* = 88 > 2* : ? + 2* - 2 + 2* = 88 
2x- 8 + 2%: 3 = 88 > 2* - 11 = 88 > 2 = 8 > X = Ë 
>x=3 

s={3} 
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44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


c) +7 = 87+- =B Hee 8 d) 3% < 3! + 3* - 32 < 108 = 3*(3 + 9) < 108 > 3* < 72 
7:7 + 7 = 56 >8: 7 = 56> 7=7>x=1 >3*< 9> 3*<3>x<2 
s={1} x 
=M 
d) 4: 2% + 2*7! = 72 arms Nn58:2+272=n0 2 
9. YX=N57=1657=25x=4 S= fo Rasa] 
s=(4) 
50. JI<27<16522<27<27250<x<4 
a) 3% + 2:3-15 =033 2 =F . +60 _ 258 S=(xeR|0<x<4) 
53% =3=5x=1 b)2-2<2*-3<201 2<x-3<-151<x<2 
3X = —5 => Áx nestas condições x 
s=1 J 


1 2 
S=(xeR|iI<x<2) 


b) 4* — 9 : 2* + 8 = 02%- 9:2+8=0 
9 = v81 — 32 9x7 


X = 3 3 XZ=1>x=0 
pegy 51. 3x71 + 3x = 4 = 3% 37! + 3 S 4 3X37 +1) S4 
s = {0,3} NE H) =4 3x. $ >45Y>4- o 3x=>3! 
)W-4:3X+3=0537-4.32+3=0 Ra 
z= 4* 16 — 12 452 »=15x=0 X 
2 2 DO 1 aa 
*=35x=1 
s = {0,1} S={xxER|x>1} 
4 4a? —a 4 3a +3 
5) (5) 4@? — a = 3a + 3 > 4@? — 4a -3 = 0 52. a) 2* — 16 = 0 > 2 = 16 > 2 = 24 >x >= 4 
D=(xeR|x=4) 
A=64 
do MERO mer D a cad D)MP-P>0>57">">x=>2x>5xX-2x>0 
8 2 2 5x(x-2)>0 
x =0ex=2 
+ =3º x+y=0 (=) -X -y =0 
x+2y = 91 > — = X +2y =1 
2 2 x+2y=1 y + + x 
e Rr = e 
y=1 0 2 
x+1=05x=—1 
x-y=-1-1=-2 D={xER|x<00ux>2} 
2.23 =2?  f2x+3y=-2 (—1) -2K -3y =2 53. Consultando a tabela, obtemos: 
> > , X 
a E +6y=1 2 +6y=1 a) f) = e! = 2,7183 
3y =3 >y =1 f(3) = é = 20,086 


2) = e™? = 0,13564 
2x+6=1>x= -Ż A 


g(4) = e* = 0,01832 


s= [+ i} b) e* = 7,389 
2 
Consultando a tabela, obtemos x = 2. 


4x*-1 = X > 2%- = ž 2x -2 =x>x=2 c) e™* = 0,368 
f2) =#7=4 
O ponto comum é (2, 4). 


x=1 


a)5x>3x+1052x>10>x>5 1y f 
X 
o > 


5 
S={xxER|x>5} 


b) 5- x? < —4 X<-95xX>9 
x =3ex = -3 


+ + X 
aa -— 
—3 3 
S=(xeER|x<-30ux>3) 
)3-2>325x-2>25x>4 as 
x 
o > 


4 
S=(xeR|x>4 
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A partir dos pontos da tabela, construímos o gráfico de fe g: 


Resolvido passo a passo 


300 000 
2995 


6. a) P(2010) = . 20,05 :2010 — 
300 000 


55 ` 295 = 300000 - 2 = 60000 


P(2010) = 


300 000 


P(2 030) = 2555 . 20,05:2030 — 


300 000 
2995 

Resposta: 2010: 600 mil habitantes; 2030: 1,2 milhão de 
habitantes. 

b) A população dessa cidade dobra de 20 em 20 anos. Isso não 
parece ser um valor razoável, condizente com o que se cos- 
tuma observar na realidade. 

c) Respostas pessoais. 

d) A cidade mais populosa do mundo é Pequim ou Beijing, na 
China, com 19,6 milhões de habitantes. 


P(2030) = - 21915 = 300000 - 2? = 1200 000 


Fonte: <http://topmais.org/top-10-cidades-mais-populosas- 
do-mundo-2012>. Acesso em: 10 abr. 2013. 


54. A função que relaciona a quantidade de carbono-11 presente em 
t 

3 O 1\20 

função do tempo é N(t) = N, |)". 


2 
Segundo o enunciado, devemos ter N(t) = 0,25N,. Então: 


t t 
0,25N, = No = No (2) 1 Si 


Wo (No t 
Gep" ses 
2 2 20 


Resposta: alternativa d. 


55. Afunção que relaciona a atividade de C-14 no fóssil em função do 
t 
z 115730 A 
tempo é A(t) = A, - z .Segundo o enunciado, A(t) = 7 e 
A, =896. Então: 


t 
7= 896: (1 Eram Ee 


TE (NE t 
) | j 7 t 
2 2 5730 


Resposta: alternativa d. 


1 
56. P= P, e= 4000 = 1000“ 5 = e 
k 
ig =14 => k= 8,4 


P = 1000e84:1 = 1000(e*?)2 = 1000(66,686)? = 4447022 bactérias 
Observação: os valores usados foram obtidos em calculadoras. 


57. O número de bactérias no instante t é f(t) = C - at. Como f(0) = 2000, 
temos que C = 2000. Como 30 min = 0,5 h, temos f(0,5) = 4000. 
Logo: 

4000 = 20000 => 2 = a% >q = 4 
Portanto, f(t) = 2000 - 4t. Assim, após 2 h temos 
f(2) = 32000 bactérias. 


58. a) Após 3 horas, temos 1 de 50 = 25 mg. 
Após 6 horas, temos 1 de 25 = 12,5 mg. 
Após 9 horas, temos 5 de 12,5 = 6,25 mg. 


Após 12 horas, temos 1 de 6,25 = 3,125 mg. 


b) É importante observar que, nesse caso, não podemos utilizar 
uma função afim para modelar a variação da medição, pois essa 
levaria à conclusão de que, ao final de 6 horas, não haveria mais 
antibiótico presente no organismo, o que é falso. O processo de 
eliminação do antibiótico do organismo apresenta o seguinte 
comportamento: à medida que a água é ingerida, ela é adiciona- 
da à corrente sanguínea e o excesso é eliminado por meio dos 
orgãos excretores. A quantidade de antibiótico eliminada é 
maior quando a quantidade de antibióticos presente é maior. 
Assim, é razoável adotar como modelo uma função exponencial 
f(t) = æ, pois a taxa de variação em intervalos de tempo de mes- 
ma duração é sempre a mesma. Utilizando f(0) = 50, obtemos 
C = 50. Utilizando agora f(3) = 25, temos: 


ft) =500>f8)=500>25=500>a=25 


1 
Portanto, f(t) = 50 - 2 3. 


59. h(1) = 79,041 + 6,39 -1 — e8261- 0,993 :1) = 
79,041 + 6,39 — e2268 = 85431 — 9,7 = 75,731 cm 
v(x) = 6,39 + 0,993 - e8261- 0,993 :1) = 6,39 + 0,993 -9,7 = 
= 16,0221 cm/ano 
Resposta: alternativa a. 


Leitura 


Es 5 E 
La = Q: (2) 5) Si 5 t t=150 
32 3 
1987 + 150 = 2137 


Portanto, o local só poderá ser reabitado a partir de 2137. 


Para refletir 

Página 148 

* M = C(1 + į" = M = 10 000(1,03)" 
30 meses — M = 10 000(1,03)?° = 25 000,00 
50 meses > M = 10000(1,03)º = 45 000,00 

32500 = 10000(1,03)" = 3,25 = (1,03) = n 
Aproximadamente 40 meses. 


l0g,053,25 = 39,87 


Página 166 
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Capítulo 6 


1. a) log, 27 = x> 3* = 27 > 3* = 33 >x = 3 
b) log, 125 = x > 5* = 125 > 5* = 3 >x = 3 
c) log 10000 = x = 10* = 104 >x = 4 

1 

2 


e) log, 0,01 = x = 10* = 0,01 = 10* = 102 > x 2 


d) log, 32 =x 5] 3252*= 25x 5 
2 


f) log, 0,5 = x => 2* = 0,5 > 2* > Pes 1 
1 
g) logoN8 =x=> 2 = V8 527=(2)7 >x : 
il 

h) log4 432 =x = 4* = 432 > (?)* = (25)2 = 2x > 

5 

>x= — 
4 
Ri 
i) log 1 16 =x S 16 >34% =} >x 2 
T 4 


2. a ë =8>0@ = >4=2 
b) at = 81 > at = 3t >q = 3 
c) a? =1,Y a E R* — {1} 


2 
d) a? d a? ( 1) a 1 
16 4 4 
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3. a) 2% = 64 > 2* = 26 >x=6 
Ê =126 >x = n26 
c) x2 = 625 > xX = 25? 
d) 10° =x>x=1 


E. 


x=25 


4. a)x>0 
(xeR|x>0) 


c)x?-16>0 
x =4ex'= —4 


bx-3>0>5x>3 + 
KeR|x>3) ZA 4 


KXER|x<-40ux>4) 


a) x-—-5>0>5x>5 
x-5#1>x#6 


{xER|x>5ex#6} 


2x—1>0 2x >1 ás 
b) 2 
2x —11 2x £2 x*1 


prerix> + ex 


x-3>05x>3 
6. a) 4x > 0 
x xl 


Quadro de resolução: 


KeR|x>3) 


x+4>05x>-—-4 
b) ijx-1>05x>1 
x-1A15x%2 


Quadro de resolução: 


q o- 


-4 


1 2 
{xER|x>1ex#2} 


c) (2!0826)l0g610 = 6!08610 = 10 
d) (3/0832)0827 = 210827 = 7 

e) 2! - 20823 =2-3=6 

f) 22- 2310825 = 4. (2!0825)3 = 4.53 = 500 


9. a) log (Xy) = log X + logy = 3 -logx + log y 


3 
b) og (252) log (mh) — log 3 = log m + log + logh 


logm+3-logr+logh — log 3 


log; y? 


10. a) log, (6 - 11) = log, 66 


b) log, (3 =log,7=1 
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log3 


12. 


13. 


. log, 100 = log, (22-52) 


c) log 34 = log 81 


d) logg 27 


= |og, 27 
logs 7 &r 


1 


A 3 3 
og; 7º os, 2= ts (7) tg (27) 


f) log, 5 + log, 4 = log, (5 - 4) = log, 20 


m 


. log2 =aelog3 =b 


a) log 6 = log (2 - 3) = log 2 + log 3 = a + b 
b) log 24 = log (8-3) = log 8 + log 3 = log 2? + log 3 
3 log 2 + log 3 = 3a + b 
c) log 300 = log (100 - 3) = log 100 + log 3 = log 10? + log 3 


2log10 + log3 =2 +b 


d) log 1,5 log 5 log3-log2=b-—a 


e) log 16 = log 24 = 4 log 2 = 4a 
_ log2 _ a 


log 3 b 


log2=xelog3=y 


a) log 5 log > log10 — log2 =1— x 


a 
2 


b) log v3 = log3 ; log3 ly 


c) log 3M2 = log 25 = — (log 12) = : (log (4-3)) = 


1 
3 
(log 4 + log 3) = L (log 22 + log 3) Le log 2 + log 3) = 
y 


3 


d) log log 37 1og3 y= -y 


e) log 0,06 = log os = log 6 — log 10 = (log (2 - 3)) — log 10? = 


log 2 + log 3 —-2log10=x+y—2 


3[log3] 3 y_ 3y 
2 \log2 2 x 2x 


f) log, 27 = log, 3? : log> 3 


2 

log (2 ) loga + log b? — log c = loga + 2 ; log b — log c 
c 

=5+6-2=9 


log, 2? + log, 5? = 2: log, 2 + 2- log,5 


= 2:20 + 2:30 = 100 


. a) log P = log a? + log b° = log (a? - b°) = P = a?b? 


3. 3 
b) log, P = log, œ + log, b — log, ¢ og, (2 2) P a 
c c 


. x= logo =Ë] = log 10 =1 


. log, X =4=>x= a 


a 8 
log a x=8>x= |2) 
i 3 
at= — >q = 38 
x=a°=38 
E 
2 
19. loga 5 lo E loga V2 = loga 5 “3logs 3 loga 2 
loga 3 loga 25 loga3 loga 5° 
SL 
= 3lo: 22 E 103 
2 logs 8 


20. 


21. 


22. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


20 
pisa log2 5 _ logo “4 logo 20 — logo 4 _ 
$ logo 6 logo (2-3) logzo 2 + logzo 3 
_ 1—2-logw 2  1-2a 
a+b a+b 


a) log 64,3 = 1,808 

b) log 0,00196 = —2,708 

c) log x = 1,35 => x = 1013 = 22,387 
d) log 914 = 2,961 

e) log 0,820 = —0,086 

f) log x = —1155 > x = 0,07 


) log 100 < log 279 < log 1000 > 2 < log 279 < 3 

b) log 1< log 6 < log 10 = 0 <log6 <1 

c) log 0,01 < log 0,071 < log 0,1 = —2 < log 0,071 < —1 
d) log,1 < log, 2 < log, 7 = 0 < log,2 <1 


a) log (2:10) = log 2 + log 10 = 0,30 + 1 = 1,30 
b) log (2 - 1074) = log 2 + log 107* = 0,30 — 4 3,70 
c) log (3 - 1071) = log 3 + log 107' = 0,48 — 1 = —0,52 
d) log (2 - 3?) = log 2 + log 3? = 0,30 + 2 - 0,48 = 1,26 
e) log (3? - 5) = log 3? + log 5 = 2: 0,48 + 0,70 = 1,66 
f) log (25-10) = log 5? + log 10 = 2 ; 0,70 + 1 = 1,40 + 1 = 2,40 
a) log (2 - 7) = log 2 + log 7 = 0,30 + 0,85 = 1,15 
b) log (2 - 5?) = log 2 + 2 - log 5 log2+2-log (?] = 
log 2 + 2(log 10 — log 2) = log 2 + 2 - log 10 — 2 - log 2 = 
2: log 10 — log 2 = 2 - 1 — 0,30 = 1,70 
c) log (35-10) = log 35 + log 107' = log (5-7) -1 = 
log 5 + log7 1= 10g ($) +log7-1 
log 10 — log 2 + log 7 — 1 = 1 — 0,30 + 0,85 — 1 = 0,55 
d) log (7 - 10) = log 7 + log 10 = 0,85 + 1 = 1,85 
log 3 
a) g3 = 8º — 048 = 1,60 
log 2 030 
log 3 
b) log, 3 = 282 = 248 L 0,69 
log 5 0,70 
log 9 log 3? . 
©) log, 9 = og9 _ log E 2-048 _ 096 9; 
log 8 log 2 3-0,30 0,90 
log 5 log 5 
d) loge, 5 = <E = S8> - 010 -035 
log 100 log 10 2 


x = 521000 > log x = 1000 - log 52 = log x = 1716 = x = 10116 
Portanto, 521900 tem 1717 algarismos. 


5 


e 1 a 10º). + 5 
pH = log ( As. =) log ( 2) log 10º — log 4,5 


5 — log 4,5 = 5 — 0,653 = 4,347 
log 5 0,70 
a) log 2* = log 5 > x: log 2 = log 5 >x 2 = 2,33 
) log 8 8 8 log 2 0,30 
s=(2,33) 
log 3 0,48 
b) log e* = log 3 = x: log e = log 3 >x 2 = 1,12 
) log 8 8 8 log e 0,43 
s=(112) 
log e 0,43 
c) log 5% = log e => x - log 5 = loge >x — = 0,61 
) log 8 8 8 log 5 0,70 
S = {0,61} 
d) æ = 6 => log æ = log 6 = log (2 - 3) = log 2 + log 3 => 
x: loge = log 2 + log 3 
_ log2+log3 _ 0,30 +0,48 =181 
log e 0,43 i 
S = {1,81} 


30. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


. log (3 - 2%) = log 10 > log 3 + log 2* = log 10 
x-log2 = log10 — log3 >x = 12088 1,73 
8 8 8 0,30 i 
. 3*=y=>y —-5y+6=0 
A=1 
y 5 - 1 y=3ey=2 
*=y53*-35x=1 
3* = y > 3* = 2 > log 3* = log 2 = x; log 3 = log 2 
“log? _ 030 _ 0,63 
log 3 0,48 
S = {0,63; 1} 
log (112)* = log 3 = x log (1,12) = log 3 > 
= log 3 o log 3 
log (24 -7 107?) log 2º + log 7 + log 107? 
a 0,48 - 048 “960 
4:0,30+ 0,85 — 2 0,05 
1500000 = 800000(1 + 0,12)" > (1,12) 2 
lo ao E (5) nals H2) = (5) 
8 100 8 8 g 100 8 8 
= log15-log8  1,176091- 0,903090 _ 
log 112 — log 100 2,049218 — 2 
PALE 5,547 = 5 anos, 6 meses e 18 dias 
0,049218 
Início: x 


12 mês: x + 0,02x = 1,02x 

2º mês: 1,02x + 0,02(1,02x) = (1,02)x 

Após n meses, a quantia depositada terá sido multiplicada por 

(1 + 0,02)" = (1,02)". Para que a quantidade triplique, devemos ter 
(1,02) =3. 


Logo: 
log 1,02" = log 3 > n - log 1,02 = log 3 = 
_ log3  osmr _ 5548 
log 1,02 0,0086 


Assim, a quantia depositada triplica após 56 meses. 


A função que relaciona o montante da aplicação em determinado 
tempo t é M(t) = C,(1 + i)t, em que M(t) é o montante no tempot, 
Co é o capital inicial e į é a taxa decimal de juros. Segundo o enun- 
ciado, obtém-se t quando M(t) = 1300. Então: 

1300 


1300 = 1000(1 + 0,015) 13 = 1,015t 
1000 
F log 1,3 
log 1,3 = log 1,015 t = 17,6 meses 
log 1,015 


Portanto, após 18 meses. 


A função que relaciona o montante da dívida em determinado 
tempo t é M(t) = C,(1 + j)t, em que M(t) é o montante no tempot, 
Co é o capital inicial e j é a taxa decimal de juros. Segundo o enun- 


ciado, queremos t quando M(t) = 600. Então: 
120 


600 = 505(1 + 0,09)! = 120 = 101 - 1,09t => SO: =1,09 > 
log = log 1,09t => log 120 — log 101 = t - log 1,09 = 
_ log 120 — log 101 
log 1,09 
_ log 12 + log 10 — (log 1,01 + log 100) 
log 1,09 
_ log(2?-3)+1- (0,004 + 2) 
0,038 
_ 2:log2+log3 +1— (0,004 + 2) _ 
0,038 
_ 2:0,3+0,48+1-(0,004+2) _ 2,08-2,004 _ 0,076 2 
0,038 0,038 0,038 


Portanto, em 2 meses. 
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É 


37. Considerando que a temperatura da água fervente é de 100 °C, temos: H aM 1 P 
p—s . min Etc: SD . Rd, — = Ro 
AT, = 100 — 30 = 70 °C AQE sea E gen» 
Após 5 minutos: 1 
AT(5) = 65 — 30 = 35°C £n e700 = En (5) 0,04t = —0,6931 
Mas, AT(5) = AT, - e“ >, então: > t = 17,3 = 17 anos, 3 meses e 18 dias 
1 
35=70 ese — =e-s 
DS e 42. a)f(9)=log,9=2 
Poderíamos também calcular a aplicando £n nos dois membros, b) g(4) = log, 4 = 
com auxílio da calculadora. c) D(f) = R$ 
Aplicando logaritmo de base 10 nos dois membros, vem: d) Im(f) = R 
See ao RA 
log 1) log ea => log 27! = log (e795 e) log, x = 4=>x = 4 = 256 
2 e Img => 
> -log2=5-loge-“>loge- = a = 20,06 g) gx) = 4* 
Após t minutos: hj fo) ar 
AT(t)=37-30=7 i) (g o f)(81) = g( f(81)) = a(log; 81) = g(4) = log, 4=1 
Então: 
1 43. a) f(2) = log,3 =1 
7=70.: e * > — =g% = e = 
10 b)g(2)=4+log,2=4+1=5 
Aplicando logaritmo de base 10 nos dois membros, encontramos: c) h(5) = log 10 =1 
log 5 = log em 1= log (e-9)! 1= t: loget > d) h(50) = log 100 = 2 
10 e) g(1) = 4 + log,1=4+0=4 
— 
1=t-(-0,06) >t= — gg 71666.. f) f(0) = log,1= 0 
Resposta: alternativa b. 
44. a) Ay 
a y y= lọg x 
38. Considerando t = 0 o instante da morte, temos: ; 3+ á 
AT, = 36,5 — 16,5 = 20 °C Es —2 PIE LT T 
Então: 
AT(t) = 20 eme t Vfi23456789 
Sendo t o instante da primeira medição e (t + 1) o instante da Er =] =24 
segunda medição, temos: 7 a 34 
- AT(t) = 32,5 — 16,5 = 16 °C 
16 = 20 -et 18 = gra log ( a ) = log er l 
20 10 9 2 
og 8 — log 10 = log (e-)' => log ? — 1 = t - log (€-) > 
; b) 
=>3-log2-1=t-log (e7°) 2 = DE log (e=º) Pes y 
= 0 1 
> log (e-º) = E (1) g 2 
e AT(t + 1) = 31,5 — 16,5 = 15 °C 
15 = 20 - e7 t+) = ee (t+) 1 1 
20 3 
> log (4) = log (€-t+9) > log 3 — log 4 = log (e-9!+1= 1 o 
=> 0,47 — log 2? = (t + 1) - log (e7?) = 3 e! 
0,47 — 2 - log 2 = (t + 1) - log (e7°) = 9 =2 
047-2-03=(t+1)-log (6-4) = log (e79) = 2033 (1) 
t+1 46. a) 
igualando (1) e (I), temos: ds y 
EA Ot — 0,1 0,3t = 0,03t = 0,1 U — 
t t+1 2 
ga o 3,333 horas 1 =l 
0,03 2 0 
Como t = 3 horas e 20 minutos, a morte ocorreu 3 horas e 20 mi- 4 P 
nutos antes da primeira medição, ou seja, às 14 horas. 
: 8 2 
Resposta: alternativa b. 
1 b) 
39. O O. et 5 50e-0,08t e-0,08t x y 
TARO. 10 
e7008t = 1071 = tne 908 = £n 107! 0,08t 1- n10 Es E 
4 
es NIOo 23020 28,78 = 28 anos, 9 meses e 18 dias 
0,08 0,08 
3 
40. Q = Q, e7" => 6000 = 4000€-(00258) = ¢0025t = 5 5 Se SI 
2 
tn OB = £n É) 2 o 
0,025t = £n 3 — £n 2 = 1,0986 — 0,6932 = 0,4054 3 1 
t= 2404 L 162=16mine12s > 2 
0,025 
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Matemática e tecnologia 


1. a) f(x) = logo x 


+15 |—1 +05 10 
—0,54 


Im(f) =R 


Raiz:x = 1 


Resolvido passo a passo 
6. a) Quando foi plantada, t = O. Assim, A(O) = 1,5 + log,1=1,5m. 
b) h(80) = 1,5 + log, 81 = 5,5 m 
c) h(t) = 101,5 + log, (t + 1) = 10 > log, (t+ 1) = 8,5 
385 > t = 385 — 1 = 11363 anos 


50. a) « condição de existência: x + 1> 0 >x > —1 
e. 22=x+1>x+1=16>x=15 
e verificação:15 > —1 (V) 
s$ = {15} 


b) « condição de existência: x? + x +2 >0 
e B=xX+x+2>X+x+2=8>xX+x-6=0 
A=25 
-1+5 ; 
x x 
2 
verificação: para x = 2: 4+2 +2>0=8>0(V) 
para x 3:9-3+2>058>0(V) 


s=(-3,2) 


2ex” 3 


c) + condição de existência: x > 0 e log, x > 0 
* 4 = log, x>log,x=4>x=2!=16 
* verificação: para x = 16: 16>0e 
l0g,16>0=16>0€e4>0(V) 
s=(16) 


d) « condição de existência:x? +7>0,x+1>0ex+1%1 
K+P=02+4+715X+4+2x+1-x]-7=0 
>2x=6>x=3 

verificação: para x = 3: 9+7>0e3 +1>0e3 +1#1(V) 
S= {3} 


51. a) + condição de existência: x(x — 6) > 0,x>0ex#1 

x=xx-60)>5x-6x=x5xX-—7x=0 
xx-)=0>x'=0ex'=7 

verificação: para x = 0: O(0 — 6) > 0 (F) 

parax=7:7-(1-6)>0e7>0e71(V) 

s=(7) 


b) + condição de existência:x +1> 0 
e 2082%+) =35x+1=35x=2 
* verificação: para x = 2: 2 +1 = 3 > 0 (V) 
sS = {2} 


52. a) 


condição de existência: x > O 
Fazendo log, x = y, temos: 
y-y-6=0 
A=25 
1+5 i 
2 


3 ey" 2 
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Como log, x = y, então: * verificação: para x = 64: 64> 0 (V) 


log, x =3>3 =x>x=27 S = {64} 
z 1 
log, x = -2>37 =x =x 9 b) + condição de existência: x > 0 
* verificação: para x = 27:27 > 0 (V) * logo x+ logi x 3 > logo X + logo x 3 
11 logio 100 2 
parax= —: — >0 (V) 1 3 
3 9 log, X + "logox=3 "logox=3 
s= ao 27 j 5 
9' log X = 2 = 10? = x > x = 100 
* verificação: para x = 100: 100 > 0 (V) 
b) + condição de existência: x > O s = (100) 
* Fazendo log, x = y, temos: 
2 — = 
Ne o PESO 58. Temos que: 
a hloa) = 8) = 20- 10g l =20 -log Joia 
= vera] ” 10 10 4 10 4 
7 10 


log,x=1=>x=2 


20 - (1 — log, 10 — log, 4) = 20 - (1 — log, 2?) = 20 -(1— 2 log, 2) 
20- (1— 2- 0,3) = 20 - (1 — 0,6) = 20 -0,4 = 8 

Assim, a altitude pedida é de 8 quilômetros. 

Resposta: alternativa b. 


verificação: para x = 2: 2 > 0 (V) 
s={2} 


53. a) « condição de existência: x — 1 > 0 
* log, [B(x - 1)] = log, 6 = 3x - 3 = 6 = 3x = 9 >x =3 o DARA 
. verificação: para x = 3: 3 -1> 02 >0 (V) 59. a) « condição de existência:x — 1> 0=x>1 
S ={3} * log, (x - 1) > 0 > log, (x — 1) > log, 55 >x -1>1> 
>x>2 
b) « condição de existência: x + 1> 0 * quadro de resolução: 
1 
“log 2(x +1) =1=3'= 2x +2=>2x=1=>x 5 fo - 
x>2 
* verificação: para x L: +1>0 >0(V) Ai x 
1 s é - 
=) | 
2 
S=(xeR|x>2) 
54. - condição de existência:x>0ex +2>0 a FR na 
: À b) + condição de existência:2x + 6 > 0 >2x > -6 >x > —3 
* logo X + log (x + 2) = log 3 = logo x(x + 2) = logo 3 sloe Orrea log SRS RES P 
x(x +2) =3 xX +2x-3=0 08; Ux 08; i x % 
À=16 * quadro de resolução: 
-2+4 KATAT ER É 
x= 7 x =1ex” 3 É 
ué o 
* verificação: para x =1:1>0e1+2>0=1>0e3>0 (V) É = 
para x 3:-3>0e-3+2>0 3>0e-1>0(F) == “4 E a 
Logo, x = 1. -3 =! 
S=(xER|-3<x<-1) 
55. e condição de existência: x — 2 > 0,x — 3 >0e2x-7>0 o RR: 
© log, (x— 2) + log, (x — 3) = log, 2 + log, (2x — 7) c) + condição de existência:2 — x > 0 x>-25x<2 
log, (x — 2)(x — 3) = log, 2(2x — 7) “log, (2 — x) > log,3=2 -x >3 x>1>x< -1 
(x= 2)(x — 3) = 2(2x — 7) = x? — 5x + 6 = 4x — 14 ssduadrode resolução: 
>x -—9x+20=0 x<2 === 
A=1 
Er Ss o > 
x = x =5ex'=4 saa = 
e verificação: para x =5:3>0,2>0€e3>0(V) $ o 
parax=4:2>0,1>0e1>0 (V) 
S = {4,5} s=(xER|x<-1) 
E 10 9 d) + condição de existência: x? — 1 > 0 
56. log, (10%) — log, (107?) = log, 10 > log, p ) log, 10 MANSA 
10% = 10 > 6x=15x ; 
+ E x 
= -= 
57. a) « condição de existência: x > O -1 1 
log4 x loga x 
* log, x Ee 3 log, 4 => log, x de log, 4 * logo; — 1) < log, 8 >X -1>8 >x -9>0 
84 2 x =3ex=—3 
log, x 2 log, x log, 4 l. log,x = log, 4 
4 3 4 4 3 4 4 $ + xX 
- 
=3 3 


wj= 


1 
log, x? = log 4> x 45x=$=64 
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60. a) 


61. a) 


quadro de resolução: b) « condições de existência: x? — 2x > 0 


x<-1 ou x>1 — = x =0ex"=2 
x<-—3 ou x>3 = y =- i + x 
i (0) 2 
$. 3º 3 = 
logi (xX — 2x) > logı 3 >X — 2x <3 >X —2x-3<0 
S=(xeR|x<-30ux>3) ER 3 
A=16 
condição de existência:3 -x>0ex>0>5x<3ex>0 È 
7 2+4 i ; 
Su 3-x x > x tex =3 
loga [ ) > loga x 3 <x53-x<2x 
2 2 


>-3x<c35x>1 
quadro de resolução: 


Xx<3 3 
f * quadro de resolução: 
x>0 NR ; ~ x<0o0oux>2 
; —I<x<3 
Res 1 s 0: 2; g 
s —> — qi 
+ ò O 4 » 
S={xER|1<x<3} —1 0 2; 3 


S={xER|-1sx<00u2<x<s3 
condição de existência:2x + 1>0ex>0>x> -4 ex>0 x | 4 o Sai 


log, (2x + 1) > log, (3x) = 2x +1>3x x>-15x<1 


quadro de resolução: Pensando no Enem 
x>— a = 1. M, = —10,7 + Elogio (Mo) 
x>0 E 5 De acordo com o enunciado, tem-se que o Terremoto Kobe teve 
; M,=73. 
x<1 o M, =? 
; 1; 2 o 2 
s : 7,3 10,7 + 3 logo (M) =18 3 log (M) = 27 = logo (M,) 
0 1 


=>107=M, 

mi ad Resposta: alternativa e. 

condição de existência:x —5>0ex —-4>0>5x>5ex>4 

log, (x — 5)(x — 4) < 1= log, (x — 5)(x — 4) < log, 2 > 2. P(5) = 110 + 25 = 110 + 32 = 142 m 
x2-9xX+20<2>5x)-9x+18<0 Resposta: alternativa d. 


3. t= ?; P(t) = 622 
622 = 110 + 2t > 512 = 2t > 2? = 2t > t = 9 semanas 
Resposta: alternativa b. 


4. O limiar da dor ocorre com 130 dB. 
Como a função é f(x) = 95 + 3 - log, x, então, para atingir 130 dB, 


quadro de resolução: 


temos: 

XD o Ga 35 

>; B0=95+3-l0g,x=35=3-log,x 5 = log, x 
XPA nmo ; - 35 
4 É = 23 = x= x = 3250 vuvuzelas para atingir o limiar da dor 
3<x<6 Ee ; ARETA Portanto, a alternativa e é incorreta. 
: ; Resposta: alternativa e. 
5 É E 


S=ixeR|5<x<6 
t | } Outros contextos 


condição de existência: x —4>0>x>4 1. I= 2 log (E) 
2go- 4) > 1 = 2810-4 > 2 > logo (x— 4)>0= Co a CRONE 
5x-4>15x>5 Para | = 8, temos: 
quadro de resolução: “2 ( E ) ( E ) = 
8 -lo lo 12 
x>4 — - E E ZETE 80 (7707 
x>5 o - E = 10? > £ = 10°? - 7 - 107? = E = 7 - 10° kWh 
5] 7-10 
s b - 
5 


7:10?  7-10º 


K z— = 1:10" residências 
s=XER|x>5) 100 10 
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3. Para | = 3,temos: 


3= £ logo (E=) > Ż = bgo (=) 
5 Riga 2 Bol7.103 


lo a ) E 
E1 |7707 7-107 


>E = 7:107 -10% > E = 7 -10° kWh 


= 1045 


' 


4. Para E = 7 - 10? kWh, temos: 


ie Zi 7:10? 
3 Cen 7707 


) = Elogio 10"? = 8,8 


Vestibulares de Norte a Sul 


1. Temos em 2 horas: 
k:2 
x = 1 
e =X e ? >— 


Assim, em 5 horas, teremos: 


1 
Xp: PRA = X, ` 0,177 = 17,1% de Xo 


Resposta: alternativa b. 


2. Temos que: 
* a população de ariranhas é dada por: 
A(t) = 120 - (1 + 0,05)! = 120 - (1,05)t 
* a população de micos-ledes-dourados é dada por: 
m(t) = 80 - (1 + 0,1} = 80 - (1,1}t 


De acordo com o enunciado, devemos determinar t (em anos) 


para que m(t) = 2: A(t) 
Assim: 


t t 
80: (11)! = 2 - 120 - (1,05)! (11) 20 ( 11 ) =3 


(1,05)t 80 105 


4 


Como > 1,047, temos que: 


(1,047)! = 3 > log (1,047): = log 3 => t - log (1,047) = log 3 > 
0,47 
0,019 


t: 0,019 = 0,477 => t 


Portanto, t = 25 anos. 
Resposta: alternativa a. 


t 
3. = vida de 5 anos > x = xX ' Si 


2 
t E E 
125 = 800 - [TP 12,5 Sj 125 Si 
2 800 2 8 000 2 
Ea 6 t 
1 Sj S Si 6 t t=30 
64 2 2 2 5 


Resposta: alternativa c. 


4. A sequência formada, (1,4,16, 64, ...), é uma progressão geométrica 


em que o primeiro termo é q, = 1e a razão é r = 4. 


Precisamos determinar n, para que a, = 1,5 milhão = 1,5 - 106 


Assim, como a, = 4}: q? ~ ', temos que: 
1,5 -106 = 1- 4" =! > log, (1,5 - 109) = log, 4" 7'1 => 


= log, (1,5 - 106) = (n — 1) -log, 4 > log, (1,5 - 106) = (n — 1) - 2 


Usando a aproximação dada: log 2(1,5 - 106) = 20,52, temos: 
20,52 


20,52 = (n-1)-2 1510,26=n-15n 


2 
Portanto, o número inteiro procurado é 12. 
Resposta: alternativa a. 
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5. «log, x + log, y=3>log, (xy) = 3 > xy = 5 > xy = 125 


(x>1ey>1) 
* Analisando a alternativa d, temos: 
xy = 125 
y x(30 — x) = 125 x? — 30x +125= 0 
x+y =30 


x =2955y=5 
x"=5>y=25 


Resposta: alternativa d. 


6. 1,=30+50- 1074 


T; = 30 + 130 - 107% 


X E 107% 3 
T, = T= 50 10€8=30-104> => 
10 5 
13 13 1 13 
10% kesio ( ) ts Lito ) 
5 Bis k Bis 


Resposta: alternativa c. 


7. Temos que: 
* para um terremoto de intensidade |: 


l= 2 lo E 2l lo 3 
3 Bio 7107 3 810 7107 


Es E 3r 
10 2 = E= 102 :7-10% 
7:10 
* para um terremoto de intensidade | + 1: 
F 3+ FE 


2 

= lo = lo 
3 “Bo 7.103 2 Bio 7-107 
+ E 3(1+1) 

10 2 = E E'=10 2 :7:103 


alt 340 +1) 3 3,3 3I 
d 2 .7-.10"2 E 
Ds 1:10 =10 2 2 <=102 2 Dos 
102 -7:107 


3 
= 10? = V10? = 10/10 =31,6 


Portanto, a energia liberada fica multiplicada por um número no 


intervalo de 30 a 40. 
Resposta: alternativa a. 


8. I) Para t = O, temos: 


ap. aP 
0) = 510° = a = 
v(o) a+(P-a):30 a+P-a 


P0 
5.103 = SZ Ë a = 510° 


II) P = 10a = 10? - 5 - 10° = 5 - 10" 
a) O valor de P é inferior a 10”. 
Logo, afirmação falsa. 


5-10? -5-10" 
2) = 
b) y(2) 5-10° + (500-10º — 5- 10?)3? 
25-10 
2 
ye) TRN 495 - 10° 
9 
25 -10% 25-10% 
2) = 2 
ye) 5-109 +55 -10° ye) 60 -10º 
=> y2)= > -10" 
12 
Logo: 
5 nn 
yo) q 102 10 
= FE = = 8,33 
a 5-10 12 12 


Portanto, inferior a 9. 
Logo, afirmação verdadeira. 


né 20 
100 20 
d > dias 
d 2 
x=% (15) x 5-2) =15 36l = 13,537 
20 20 400 


Resposta: alternativa b. 


10. Temos que: 


* a massa inicial do material contaminado é m, = 1g. 

* otempo de meia-vida é de 8 dias, ou seja, a cada 8 dias a massa 
inicial fica reduzida à metade. 

Assim, a massa de material radioativo pode ser dada pela função 

m(t) = Si , onde t é o número de dias após o início do proce- 

dimento. 


Precisamos determinar t, em dias, para que m(t) = 107º. 
Então: 


VE ne Do = x 
(5) 10628 =1076 > logo 2º = log, 1078 = 


> -4 log 2 = —6 log, 10 


Usando a aproximação: log, 2 = 0,3, temos: 
E 0,3 63t 48 160 
8 0,3 


Resposta: alternativa d 


n. 1 Mariposa ER 
150 ovos z: 
1? geração 
100 morrem 50 sobrevivem 
25machos 25fêmeas —~ = 
3750 ovos A 
22 geração 
2500 morrem 1250 sobrevivem 
625 machos 625fêmeas — 
Ao final de 1ano, completando 5 gerações, haverá (25)º descendentes 
fêmeas. Então: 
(535 = 51º = 9765625 
Resposta: alternativa e. 
12. Temos que: 
* para cerveja: 
pH = 4,0 log, [H+] = 4,0 > logo [H+] = —4 > [H+] = 1074 
(concentração de íons de hidrogênio na cerveja) 
* para o suco de laranja: 
pH=3,0 log, [H+] = 3,0 > logo [H+] = -3 > [H+] = 107º 
(concentração de íons de hidrogênio no suco) 
Assim, a razão pedida é dada por: 
1074 + 
= =10=07 
10 
Resposta: alternativa c. 
13. 3 = 6 >x = log, 6 


Em que x pode ser encontrado pela ordenada de f(x) = log,x para 


x=6. 


Resposta: alternativa e. 


Para refletir 


Página 196 
x>0 of — 
1 i 
0sxs3 o? eT m 
3 
S 07 mAT » 
3 


T 


xEeRļo<x= 4] 
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5. Neste caso, a„ = 47. Assim: 
471 =2n +5>2n=4>n=21 


Como 21 E IN*, podemos afirmar que 47 pertence à sequência e é 
o seu 212? termo (a,). 


6. aan=159,=5:1=5 
n=2>a,=5:2=10 
n=354,=5:3=15 
n=45a,=5:4=20 
etc. 

A sequência é (5,10,15,20,...). 


1 1 
bn=15a=— =— 
133 

1 1 
n=259,=5 =— 

2 32.9 

1 1 

n=359,= 5 =— 
z= 3.27 

1 1 

n=45a Ev dias 
* 3º gi 
A sequência é ar Ra = cat 

3 9 27 81 
c) n=1>4,= LE 

1+1 2 
n=25a,= Eca 

2+1 3 
n =3 >a, = DaDa 

3+1 4 
n=45a,= aaa 

4+1 5 
A sequência é ho EM E £ 

2 3 4 5 

7. a) Temos que: 
q,=2=2:1 
,)=4=2:2 
a,=6=2:3 
a, =..=2-n,comn E N* 
b) Temos que: 
q=1=2-1=2:1-1 
q,=3=4-1=2:2-1 
q,=5=6-1=2:3-1 
a=..=2:n-—-1,comnelINt 


8. Utilizando o termo geral obtido no item b do exercício anterior, 
temos que: 


dp =2:20-1=39 
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9. an=15a,=—2 
n=259,=(-12:a,= 1-2) 2 
n=35a,=(-1P-a, 1(—2) 
n=45a9,=(-1":0,=1:2=2 
n =5 >a; = (1P: a, 1:2 2 
etc. 


A sequência é (—2, —2, 2, 2, —2, ...). 


bn=15a,= 
n=254,=24,+3=21+3=5 
n=354,=29,4+3=2:5+3=13 
n=45a,=29,+3=2:13+3=29 
n=559,=29,4+3=2:294+3=61 
etc. 
A sequência é (1,5,13,29,61,...). 

10. n=15a,-6 
n=25a,=0,+3=6+3=9 
n=354,=4,+3=9+3=12 
n=459,-0,+3=12+3=15 
etc. 


A sequência é (6, 9,12,15,18, 21,24, 27,...). 
Logo, o 8º termo é 27. 


11. a)2x+1=2:20+1=41 
b)2x+1=2:77+1=155 
)2x+1=4152x=40>x=20 


Leitura 


1. A fórmula dada mostra que, a partir do terceiro termo, cada 
termo “novo” é igual à soma dos dois termos anteriores. 


Assim, os três termos pedidos são dados por: 
e 233 + 144 = 377 
e 377 + 233 = 610 
* 641 + 377 = 987 


12. a)5-2=8-5=N-8=4-n=3 
ÉPAer=3. 
b)10-15=5-10=0-5 5-0 5 
ÉPAer=-—s. 
)J3-245-351%2 
Não é PA. 


d) RS 

3 3 3 3 3 
1 
L 


ÉPAer= 


e) 1+ 3 -1=1+ 2⁄3 -1-43 


1+3V3 —1—243 


=3 
ÉPAer= 3. 

f) 2 1 3 2 1 1 
3 2 4 3 6 12 
Não é PA. 


133. aja, =a +r=7+4=10 
,=0+4=15 
a,=15+4=19 
a=19+4=23 
PA (7,11,15,19,23) 
ba=a+r=-6+8=2 
a,=2+8=10 
a,=10+8=18 
PA (—6,2,10, 18) 
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15. 


16. 


17. 


19. 


20. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


a =1;r=2;n= 50 


a =a, +49r=1+49:2=99 


a) Temos que: 
a=a,+6521=9,+6:3521-18=9,53=a, 


b) Temos que: 


ap =a +r 29 = a, + 11- (—4) 29 = a, — 44 


29+44=a 


1 


. n = 12;a} = —8; a = 36 


a a, + 11r = 36 8 + 1r > 11r =44>r=4 


12 
PA(-8,-4,0,4,..) 


a= 6;r = 8;a, = 62 
a,=a,+ (n -— 1)r = 62 


>8n=64>n=8 
62 é o oitavo termo. 


PA (9, ..., 4995) 

a = 9;a, =4995;r=9 

a,=a,+ (n -— 1) = 4995 = 9 + (n - 1)9 = 4986 = (n— 1)9 
>n -—1=554>n = 555 


(x — 22 + (x + 6}? 


(x +4} = ; 

2(x? + 8x + 16) = x? — 4x + 4 + xX? + 12x + 36 

2X” +16x+32= 2x” +8x+40>8x=8>x=]1 
PA (...,1, 25,49, ...) 
r=24 


Como a desvalorização é constante, temos uma PA em que 
a = 45000,a, = a, = ? er = —1500. Então: 

a, = a, + 5r = 45000 4 5(—1500) = 37500 

O preço do carro será de R$ 37500,00 após 5 anos de uso. 


Temos, sendor a razão da PA, que: 


ata=2>a,+2r+a+6r=252a,+8r=2 
Assim: 
a+a=a+a+8r=2a+8r=2 


Precisamos descobrir a primeira vez que o cometa passou após 1500. 
Pelo termo geral a, = a, + (n — 1) : 34 = 34n — 34 + a, 

Assim: 

2012 = 34n — 34 + a, => a, = 2046 — 34n 

1500 = 2046 — 34n = 34n = 546 > n = 16,05 

Temos, 2046 — 34 - 16 = 1502 (que foi a primeira vez que o cometa 
passou após 1500). 

Então, ele passou 16 vezes pela Terra. 


PA (x — 1,x,x +r) 

x EFxtx+/=453x=U45x=8 

(8 — r)}8(8 + r) = 120 > 64 - r = 15> P = 49>r'=7er" 7 
PA (1,8,15) ou PA (15,8,1) 


Seja a progressão aritmética de razão r, (a, [e PRA ap), correspon- 
dente à produção da indústria ao longo do ano, ou seja, a, é a pro- 


dução ao longo do ano, assim, a, é a produção em janeiro, a, é a 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


produção em fevereiro, e assim por diante, até a, que é a produ- 
ção em dezembro. 


Temos que: 

* a, = 190 =a, + 9r = 190 

*a—a,=50>a, +7r— (a, + 2r) =50 =a, +7r— a, — 2r=50 
=> 5r=50>r=10 

Assim: 

a, + 9r = 190 >q, + 9:10 = 190 > a, = 190 — 90 > a, = 100 
Então: 


a, = a, + 10r = 100 + 10 -10 = 200 


200 máquinas. 


Do enunciado, percebe-se que a quantidade de seguidores a cada 
dia é uma PA (20, 37, 54...). 

O termo geral da PA é a, = 20 + (n 
Então, se 17n + 3 > 1000, então: 
17n > 997 >n > 58,6 

Assim, após 59 dias ultrapassará 1000 seguidores. 


1): 17 = 20 +17n —17=17n +3 


Os degraus pisados nas “pisadas largas” formam a PA (8, 11, 14...). 
O termo geral é: 
a,=8+(n-1):-3=8+3n-3 
Fazendo 3n + 5 = 215, temos: 

3n = 210 = n = 70 passadas largas 


5+ 3n 


PA (5, 8, ...) 

a= 5a, =8;r=3 

a =1 

a, = 14 

Portanto, a soma é: 

5+8 +11 +14 = 38 


PA (—9, —2, 5, 12,19, 26, ...) 
Portanto, a soma é: 
9-2+5+14+19+26=5 


PA (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,...) 

aJ1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55 

bD)1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+N+2 +13 +4 
t14 +15 +16 +17 +18 +19 + 20 = 210 


a) PA (4,10, ...) 
a=4er=6 
a, = 4, + 29r = 4 + 29 - 6 = 178 
Sy = 30(4 +178) = 2730 
2 
b)n=20;a,=17;r=4 
a = 4, +19r=17+19:4=93 
Sy = 20(17 + 93) = 1100 
c) PA (2,4,...) 


a= 2;r = 2;n = 200 


Goo = 2 + 199 - 2 = 400 


200(2 + 400) 
Soo = e 40200 
PA (7, ..,a,o) 
026 (7 + a20) 
Sa n0>7+9a,->a,=64 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


PA (202, 206, ...) 
a=202er=4 
a; =202+34:4=338 
Ao = 202 + 49 : 4 = 398 


50(202 + 398) 


So = =15000 


soma encontrada = 15000 — 338 = 14662 
PA (x, 2x, ..., 20x) 


a= x;a,=20x;r=x 
20x = x + (n — 1)x = 19x = nx — x > 20x = nx>n = 20 


Sy = 7 6300 = 21x = 630 =x = 30 


PA (3,12, 21, ..., a.o) 
a =3;r=9;n=10 


ao =, +9r=3+9-9-84m 
s = 108 +84) L 435m 
2 
PA (20,17, ..., 45) 
a =20er= -3 
a; = 20 + 4(—3) = 8 
Ss = (20 + 8) = 70km 
2 
Voa degrau = 10 - 20 - 50 = 10000 cm? = 10 dm? 
Vos degrau = 2º Ve = 20 dm? 
Ve degrau =3. Ve =30 dm? 
Vos degrau = 10 * Vie = 100 dm? 
a 10010 + 100) L cod dm? 
2 
PA (12,14,16, ...) 
a=12er=2 
a,=12 + (n= 1)2=12 + 2n — 2 = 2n +10 
s= nla; + an) n(12 + 2n +10) 620 
m 2 2 
qn + 2) 2 620 = n(n + 1) = 620 >n? + Tn — 620 
A = 2601 
n= L El n'=20en” 31 (não convém) 


São necessárias 20 fileiras. 


PA (x — r,x,x+1) 

x- [+x+x4 180° > 3x = 180° => x = 60º 
x — r= 40° > 60° - r = 40° >r = 20° 

PA (40°, 60°, 80°) 


a) 2 =3 2 
1 9 
DE Bi g 
3 27 
Logo, a sequência é PG e q = 3. 
b 4 =2 6.3 a 
2 4 2 
Logo, a sequência não é PG. 
) 200 _1 100 _ 1 50 _ 
400 2 200 2 100 
Logo, a sequência é PG e q = L 
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É 


d) -10 _ -2 20 _ -2 =40 2 
5 —10 20 
80 _ -2 160, - 
—40 80 
Logo, a sequência é PGe q = —2. 
PES 16x 
x 4x 
64x =4 256x A 
16x 64x 


43. ag=5=4 
3 3.1 1 
ap a 
3 
xy 
c) q= a =y: 
aaao aii 
) q= -g7 710 =1000 
44. a)a=7eq= 
a,=7:3=7 
a, = 21: 3 = 63 


a, = 63 -3 = 189 
a, = 189 - 3 = 567 


E 
PG (7,21, 63,189, 567) 


b)a,=-5Seg=2 
a, = (—5)2 = —10 
a, = (—10)2 = —20 
a, = (—20)2 = —40 
PG (—5, —10, —20, —40) 
c) a, = 107 eq = 10º 
a, = 107 - 10? = 107' 
a, = 107! -102 =10 
a, = 10 - 10? = 10? 


PG (1073, 107,10, 10è, ...) 


5-5 10 


45. a)i 2 = 200% 
5 5 
b) i= 800 — 1 000 200 0,2 20% 
1 000 1 000 


46. Como a população cresce 5% por minuto, em cada minuto a popu- 
lação é de 105% da população do minuto anterior. Logo, a cada 


minuto a população é multiplicada por 105% = 1,05. 
Após n minutos, a população será B, - (1,05)". 


47. Como a torcida diminui 3% ao ano, em cada ano a torcida é de 97% 
da torcida do ano anterior. Logo, a cada ano a torcida é multiplicada 


por 97% = 0,97. 
Após t anos, a torcida será P, - (0,97). 


| oo 


48. a)q = 3 =4eq,=2 
a a, qro! 2.4n-1 2.4". 471 = 2. 22.272 = 22-1 
n 1 
bq= 5 =3ea=3 
a=aqri=3-3""1=31.3n.3-51=3n 
Jq=5en=2 
q 1 
a=a =] =2 RE = 721.27". 2 = 227" 
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49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


a) q= 7 =5ea=1 
a, =a: q,=1:54= 625 
27 
pigs = ea = 
ap =, q? = 9:3? = 32- 39 = 3" = 177147 


PG (3 000, x, 27000) 
x? = 3000 - 27000 = 81000 000 = x = 9000 unidades 


a)a,=128eq=4 


aca f>8-=a: 5a 2 
4 19 1 1 64 
b) a, =10 e q=10 
5 3 5 10º m2 
a, =a: =10 =q: 10a, E 10 
10 
3 
a, = 48ea,= — 
2 $ 2 
3 3 1 1 1 
a a... 5 489º 5 i 
7 = azg 2 =q 2 32 q 2 
16 
a= 1-28 -96 
q 


PG (x + 2,x + 6,x + 14) 
(x + 6} = (x + 2)(x + 14) 
X +12x+36= x” +16x+2854x=85x=2 


Como a capacidade diminui 4% por minuto, em cada minuto a 
capacidade equivalerá a 96% da capacidade do minuto anterior. 
Assim, a cada minuto que passa, a capacidade é multiplicada por 
96% = 0,96. Depois de t minutos, a capacidade do tanque será de 
C, ' 0,96t. 

Nesse caso, temos a PG: C,, C, > (0,96), C, - (0,96)2,C, - (0,96}, ..., 
Co" (0,96), de razão 0,96. 


a,= 30000 eg =2 
a,=a,' q? = 30000 - 2º = 240000 unidades 


a, = 10000 
q=0,9 

a = 10000 - 0,95 = 10 000 - 0,590490 = 5904,90 
Resposta: alternativa d. 


Em cada ano a população é de 102% a do ano anterior. Ou seja, a 
cada ano a população é multiplicada por 102% = 1,02. Logo, 
q = 1,02. Neste caso, temos a PG: 

P Po: (1,02), P, + (1,02)? , P, + (1,02} , ..., P, + (1,02) 

Assim, Po = P, * (1,02)º = 200000 - (1,02)'º = 243 800 habitantes. 


A quantidade de bactérias, a partir do 1º intervalo de 40 minutos, 
é a PG (1500, 4500..). 

4h são 240 minutos, portanto equivalem a 6 intervalos de 40 minu- 
tos. Assim, queremos obter o 6º termo da PG: 

a; = a, Q? = a; = 1500 - 3? > a, = 364500 bactérias 


a) a =1a,=52,9=2 


52:2-1 
s= 25A = 


b)a,=5,a, = 1280,q = 4 


; bYp c 
aii Área do A e(z SE { ) 
ç = 1280:4->5 _ 1705 = AZ DD FINI F 
H 4-1 
|P. a ni 
c) a, =1,a, = 2”,q = 2? E E A ain 
20.22 -—1 1024-4-1 1 
S = = =1365 a b c 
E 2 3 tg PP — Mp — bip — eh 
1 1 
a b c -40 = 10 
61. a,=2,9,= 256,5, = 510 a Velo RR = 4 
256q — 2 PG (40,10, ... 
510 = 224 s10(g — 1) = 256q — 2 ) 
1 
a = 40,4 = — 
510q — 510 = 256q — 2 = 254q = 508 >q = 2 4 
lim Sn a ts reage e E 
62. a, =3,q = 2,$S, = 765 nos = 4 3 3 
30" -1 R $ 
765 a 2" —1= 255 > 2" = 256 = 8 >n = 8 
70. a) 0,777... = 0,7 + 0,07 + 0,007 + ... 
1 1 TA ana i A 
63. q =1,0a= 9-5 10 100 1000 
i.l 1 a=, q=- 
a Eie 1 61 -e[ 27). 6 10 10 
6 1 64 6) \ 2 aus 32 Es 
Gen 32 : = 10 Rm E _ 1 w 7 
2 lim Sp ; . 
63 n> -| 10°10 ø 9 9 
Ra 10 
Então, 0,777.. = +. 
64. n=5,q=2,a,=60 9 
g= 602º = 1 60:31 . R$ 1860,00 b) 0,515151... = 0,51 + 0,0051 + 0,000051 + ... = 
2-1 1 E S: 
100 10000 1000000 
65. O número de visitas do blog, a partir da 12 semana, é a a : 
PG (4, 20,100... a= >, q= — 
a ; ; ne 100 100 
O total de visitantes no trimestre é a soma dos visitantes das 
12 semanas do trimestre. Então: Ro 
alg"=) "= lim S, = — 100 a o a 
is T h : 
p= A z = 5" — 1 = 48 828124 visitantes n> 1- 100 ` 100 100 99 
q-1 5-1 100 
1 =. 
66: 520a m 99 33 
5 A 17 
i 20 au ed fa Então: 0,515151... = —. 
lim Sn TE 26 7 25 33 
Mr 1 
3 c) 0,4333... = 0,4 + 0,03 + 0,003 +... 
1 4 E o Pg 
67. a) a =1,q= -5 10 lo 1000 
3 1 
1 3 2=. gs Ee geme ditu 
Aim Sn FE is 1 10° 17 0 
2 3 1 
1 fas ienes 2 00 EE EE Ms À 
ba=29= n>” 4 1º 100/10 19 g 30 
10 3 
2 3 8 
lim S 2 2 
pa 373 4.1 R+1_ B 
4 10 30 30 30 
1 Então: 0,4333.. = É. 
68. AG 7 30 
lim S$ x Da soa 8 
ua n 7 x: 3 2 xX xX 71. PA(x,y,9) e PG (x,y, 12) 
Ja 3 2. X+9 
2 
2 = 12x 


x+9=2y5x=2y-9 
y? = 12(2y — 9) = y? = 24y — 108 => y? — 24y + 108 = 0 


A = 144 

y= A y=8ey=6 
À x! = 27 (não convém, pois a PG é crescente) e x” = 3 
Área do A, = «Jplp — allp — bllp — c) =40 PA (3, 6,9) e PG (3, 6,12) 
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72. PA (a,b,c) e PG (a,b,c + 1) 


a+b+c=18 
he EE c=18-a-b 
2 

b? = a(c +1) 
Então: 
p- Á+IB- db p= 8-8 

2 > 2 
b? = a18 -a -b+1 b? = a(19 — a — b) 


2b =18 - b= 3b =18>b=6 


6? =a(19 — a — 6) = 36 = q (13 — a) => 36 = 13a 
>@ — 13a +36=0 
A=25 

B+5 , 


a a 
2 


c'=18-9-6=3ec'=18-4-6=8 
PA (9, 6, 3) (não, pois PA é crescente) ou PA (4, 6, 8). 
Logo, PA (4, 6, 8). 


E» REA EE F ER 


a = b, a =b:q a, = 4b; 
4b, +12=16b,>b,=1 

PG (1, 4, 16, 64) 

a=4:1=4 

PA (4, 8,12,16) 


74. PA (2, log x, log y) 
log y +2 
2 


log x = 2-logx=logy +2 


>logy=2-logx—2 

PG (2, log x, log y) 

(log x}? = 2 -logy > (log x}? = 2(2-logx— 2) > 
(log x)? =4-logx — 4 

P=4t-45P-4t+4=0 


log x =2=>x = 100 
logy=2:2-2=2=y= 100 


75. Denotando os números por a, a, à,,...,a 
temos q| = 3 eaj =5. 


10’ 


Como a soma de três termos consecutivos deve ser sempre 12, 


temos: 

a +a, +a =12>a, +a, =12-3=9 

a, +a, +a, =12=>9 +a, =12>4,=3 

a, +a, +a, =12=>3 +a, +a, =12 >a, +4,59 
ataçta-259+a,-=2>5a,=3 

a, +a; +a =12=>3 +a; +a; = 12 >a; +a;=9 
a; + a, + ao =12>9 +a 712 >43 


Observação: Como a soma de três termos consecutivos é cons- 
tante, temos a repetição dos valores a cada 3 termos, então, 
10 Z 3; 4} = a6 = Ag = 5 e para termos soma 12, 


a a a a 


1 4 7 
a, = a, = a; = 4. 


Resposta: alternativa a. 


Outros contextos 


3. Como t está em décadas, então para 40 anos, t = 4. 
P, =P: q= P, =7; 2t = P, = 7; 24 = 12 milhões 
Resposta: 112 milhões. 
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na ordem dos círculos, 


Capítulo 8 


2x +1 Z A Gx +6=20x-4>8x=10>x=2 
5x-1 6 
EP E O 
8 X 4 
6 2.3 2 
3y = 60 20 
0 y5 y y 


Z 
S y 
40 30 20 
xX y Z x+y+z 180 2 
40 30 20 40 +30 + 20 90 
* =25x=80m 
4 
y 
— =2>5y=60m 
30 y 
Z =2=>z=40m 
20 
XI X+? 3y 3=2x+65x=9 
2 3 
x 
1 
2 0,6 
xX l o ps =20 
12 0,6 0,6 
Resposta: alternativa d. 
A 2 B ERG, 5 D 
xX x N R 
B ` A 
Gt i 
p' 
2 19 l 5 5x=35x=2,6 
x 13 x 3 
Resposta: alternativa a. 
D 
A 
B G E: F 


O w D) 


D 
Ê 
£ 


Pelo caso (AA) temos que os triângulos ABC e DEF são semelhantes. 


grita de 
18 o n 
DO oem 
15 
2 or ém 
15 
10. A 
T 
10 MN=MQ=PQ=NP=x 
Como AMTS ~ ANTP, então: 
D 
15 k É a l 2x =12-x>3x=12 
15 12.=x x 2-—x x 
x >x=4 
Cada lado do losango mede 4. 
B E E 
y 16. 
20 
Como AABC ~ AEDC, então: E x 
AB ED 15 x 3 X 
4x = 45 > x = 11,25 
BC DC 20 15 4 15 O 50 A 70 M 
10 x 
50x = 1200 > x = 24 
T. 2 1 ou 105 3 50 120 
105 3 35 q 
17. 
12. AABC ~ AADB, pois Sori 2 
4,5 6 3 
E ão 6 8 4 
AABC e ACBD não são semelhantes: ET x E x Eu 
sais 6,45 ,3 
ACBD e AADB não são semelhantes: z * Ss x E 
13. (0) BxD 6 F 9 
Os triângulos OBA, ODC e OFE são semelhantes pelo caso (AA). 
Logo: 
2 2 2 É 3x=25x=4 
6 x 2 
18. 180 + 300 = 480 cm = 4,8 m 
20. a) Sim. 
ABS BC. eDi DE PR ao 
3x=12 AB BC cD DE EF 
x constante de proporcionalidade = 2 
22. a) 0 MH L 25(x + 14) = 15(x +30) >x =10 
25 15 
x + 30 = 10 + 30 = 40 
14. + x+14=10+14=24 
R: 40 m;R,;:24m 
pos 
15 3 
15—x 40 25 
24 3 
a Be- S 5 
78 39 3 
1000 _ 25 
360 9 
Note que a razão entre as áreas é o quadrado da razão entre as 
: 25 5)? 
medidas dos lados: — = |>| . 
2x 9 3 
G 
D a. l j ; A , 
15 24. a) Verdadeira, pois as medidas dos lados serão sempre proporcio- 
= nais, e os ângulos, iguais a 90º. 
2x = BOX 30x=205-15x=>45x=2255x=5 Eid 
15 15 E 
Logo: b) Falsa. Contraexemplo: 13 
4,5 3 


2x=2:5=10 


Manual do Professor — Capítulo 8 E 


32. 


XxX = 25? + 6? 
>x = 25,7 
Como são 3 cabos, serão necessários, aproximada- 
mente, 77,2 m. 


x = 625 + 36 > X = 661 


xl |25 
15 
15? = 12 + X? > X = 225 — 144 > X = 81 >x = 9 H 
23 
X = 15w > 2? = 15w >w gia Et 
15 5 
22=152>27= ES us 
15 5 
4 
iso y= 22 = 36 AB = 10cm 
5 o5 
OB = 8 cm 
28. 
8? = X + 5 > X = 64 — 25 > X = 39 > xX = 39 
OD mede 39 cm. 
34. a) 
a 
a=5+15=20 
b = 15a > b? = 15 - 20 > b? = 300 => b = V300 = 10V3 
e= 5a > l =5: 20 >c = 100 >c=10 
ah = bc = 20h = 1043 -10 =h = 10x3 = 5/3 
29. P= (7) + (NT) =7+18=2551=5 5 
5c=3V14 >c= ANIE. 
NT? =5x 7=5x x= Ž ou14 
y+14=55y=5-14=3,6 
x=10 
Ev 
m 9 m+n 9+16 10 25 2 5 
n 16 n 16 n 16 n 16 8 
>5n=32>n= 2 
m+n=10 m + 22 10=>m=10 22 18 
5 5 5 y 
2 2 18 2 
b? = am > b? =10- b? =36>b=6 5 > E à E 
5 x =12 +5 x = 144 + 25 > xt = 169 > x = 13 
eč=an> č 10- 22 C=-64>5c=8 
5 35. x 
Os catetos medem 6 cm e 8 cm. 10 
31. N d = 50? + 402 => 
d? = 2500 + 1600 > d? = 4100 15 15 
>d = 10/41 
50 d A distância que os separa após duas horas 
é 104/41 km (aproximadamente 64 km). 49 
xX? = 10? + 40? > xº = 100 + 1600 > xX = 1700 > x = 4/1700 
(o) 40 L =x= 10/17 >x=412m 
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36. a) AB? 


62 d? = 36 + 36 dœ = 72 d = 472 


32? + # > AB? = 9 + 16 > AB? = 25 > AB = 5m 37. a) œ 62 
=>d= 62 


D)e-C+r+esd=msd=NU? >d= N2 


38. a) 6 = k? + 3? 36 k+9 hº = 36 9 k = 27 
>h = V27 >h= 33 


1 
2 


E 
b) € r+(5) 14 


2 2 2 2 
4e Rafa E E E 
4 4 4 4 2 


39. a) Z = © + 2 >d = 36 + 4> d = 40 >d = 40 d = 2x410 
b) D? = œ + 3? > D? = 40 + 9 > D? = 49 > D = v49 D=7 


40. a) d= (2 >d= 62 
b) D? = d? + 62> D? = (6V2) + 62> D? =72 + 36 => D? = 108 


PQ = 6 + # > PQ = 36 + 16 > PQ = 52 = PQ = 24/13 m 
) >D= V108 >D= 6/3 
eà 4 
41. mas === 
15 5 
bjessa =A= Ss 
15 5 
o) tana= 2 =2 =0,75 
2 4 
= 2.4 
d)senB= — = — =0,8 
) B 15 5 
e) cosg = Z = Ž = 0,6 
OR? = Æ + 3? > OR = 16 + 9 > OR = 25> OR =5m 12 4 
f) tan 6 = — =— 
a) , 9 3 
43. a) À +Ê +Ĉ =180°=90° + B+C =180º> B+C =90° 
b) sen Â= -Ž; cosB=. tan ĝ= 2 
EEE yi y x x y 
a E RES E A 
l 4 | sen =. cos ĉ= ; tan ĉ= Z 
| | x Z 
| | | a 
3 7 44. a) sen G= EE = cos P= MI 
aro E sen Pee 
UV=4m FG 6 
are RÃ ea LR 
JRRARNRRA J EG EG tanf sn o sm 
| EF 11 
| on NT NT 
E sn dm 5 
| b) sen = EC = fo 
PE ER E E; pi 30 6 
IX 
a cos P-E -ML Ser sVm 
5 0 6 
2 2 
o) » (sen Ò? + (cos Ê? E) H vm Ee i 1 
6 6 36 36 
f) l > 
5 
5] sen É 6 5. 6.0.5 51 
cos F V1 6 Jm Ná 1 
31 6 E 
2 
sen? 6 + cos?6 = (sen) + (cos O” (E) E] 
ido ado 
36 36 36 
Ná 
. Sen G 6 mM mn 
cos 6 Eu 6 5 5 
ZW = 5 + 2? > ZW = 25 + 4> ZW = 29> ZW =429 =54m 6 
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2 49. 
46. a) sen? a + cos? a = 1> sen? a + (E) 1 x 1 
5 144 E 25 5 a 
sen?a =1 sen? a sena 3 
169 169 13 
5 1 
EEN tana = — 
tan a KAR 5 5 5 tana 3 
cos Q 
B X2=24+325)X=1+95x=10>5x= 10 
b) sena 16 5 16 x 208 maa cat. op. 1 1 v0 v10 
x B x 5 hip v10 v10 v10 10 
47. a)senB= É =6 42 16 
10 50. sen? a + cos? a = 1 ( ) + coa =1 + coa =] 
3 5 25 
cos B= 2 = 0,8 
10 cosa =1 16 cos? a Es cos a 
6 3 25 25 
tanB=>=> =0,5 
8 4 s1 SSRA 
Bar $ cos a = T 
b) sen ô= Ž = 1 = xX +16 =X+1>xX=16-1 
4 |X se=5>x= V15 
243 3 t 
O BaS 2 tania A oP: -5 -J5 
hip. 1 
1 
tan B= Z . 3 43 1 
AB B3 
BTD Resolvido passo a passo 
48. à) sen 45° € PA 5. a) d- tan 15° = 610 > d s d = 2259,3 m 
` o v2 2 $ E 
b) 2000 -tana = 610>tana= — tan a = 0,305 
cos 45º = EE dar 2 99 
(2 2 5Sa=1" 
€ c) Respostas pessoais. Pontos que podem ser abordados: pro- 
tan 45° = — =1 Es E o 
£ ximidades a áreas urbanas e centros geradores de tráfego; 
e tipo de solo, altitude, temperatura, direção preferencial dos 
b) 30º 2 1 ventos, etc. 
sen é aE 
€ 2 
(3 x X 
2 3 52. a) sen 50° 0,766 x = 7,16 = 7,1 cm 
cos 30° = = — 10 10 
£ 2 
e b) tan 70° = È = 2,747 = É =x = 2,9 dm 
e ÃO 4 $ 
tan30 = —2— = 2 8 8 
(3 3 c) cos 50º 0,643 y =12,44m 
2 y y 
£73. > sen70° = Z% 0,940 = 128 >x =13,23 =13,3 m 
c) sen 60° = cp AE x x 
£ 2 
EA 53. tan 40º = = = 0,83 > d = 12,05 milhas 
DOG e nd 
£ 2 
h 
54. tan 10° = — = 0,18 >h = 3,6m 
43 20 
tan 60° = 7 =3 
2 55. sen30°= 2 =1 >h=2500m 
5000 2 
d) 
30º 45º 0° 
e 56. a) cos 60° E : 4 x=8m 
1 J NEN A escada tem 8 m de comprimento. 
sen 2 5 EE b) a + 60° + 90° = 180° > a = 30° 
cos DER 2 E 57. tan30º= L =0958>5x=58m 
2 2 2 100 
h = 58 + 1,70 = 59,7 m 
v3 
tan — 1 
3 3 58. tan70°= £ =215>€=22m 
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59. V, = 10 - cos 30º = 10 - 


[5 
Z 


V = 10 ; sen 30° = 10-1 =5 

y 2 
60. 

h 120 

257 
sen 25° h 0,42 = ga h=504m 
120 
61. sen É X ; x 0,6x+24=x 
x+4 x+4 


5>0,4x=24>5x=6 


(x+42=2+y>(6+42=6 +y =>100 = 36 + y >y = 64 
>y. =64=>y=8 
Perímetro:x+y+x+4=6+8+6+4=24cm 
Área:x-y=6:8=24cm? 


62. B 
60º 
50m 
A E 

tan60° = E sd = AE sr ÃO AC=85cm 
50 50 50 

cos 60° Es 1 E BC = 100 
BC 2 BC 


Perímetro: 50 + 85 + 100 = 235 m 


4+h 
findo? 3 h 3h= 443 + hV3 
4+h 3 4+h 
43 
hfB — 3) = 443 >h 
( 3-3 
o a3 B+) p- 23 +12 
3-3; B+) 9-3 
12(/3 +1 
h= ( ) = 243 +) 
6 
Resposta: alternativa d. 
E h 
64. tan 15 0,27=>h = 540 m 
2000 
2000 


cos 15° = THA = 0,97 => d =~ 2062 m 


65. Pelas condições do problema, 
devemos ter 0° < a < 90°. 


Logo: 

A'B' = AB ; cos a > 

=> 5V3 =10-cosa> 
3, 


cosa a = 30º 
2 


100 m 


ABCD é isósceles — CD = 100 


sen 60º = x 3 =x = 5043 
100 2 


67. sen 20° = = = 0,34 >x = 2,04 
h=3 + 2,04 =5,04m 


68. 
h 
E A (N 
a 246 m 
oh 

tan 50° = — = 1,192 > h = 1,192a 
a 

tan 25° = h = 0,466 = h = 0,466(246 + a) = 1,192a 
246 +a 


114,6 + 0,466a = 1,192a = 0,726a = 114,6 = a = 157,9 = h = 188 m 
A altura da torre mede aproximadamente 188 unidades de com- 
primento. 


69. Observe a figura a seguir: 


; 
raio incidente normal 
i 
D 
B 


raio refratado 


i= ângulo de incidência 
= ângulo de refração 
a = Índice de refração do meio A 
N, = índice de refração do meio B 
Podemos relacionar esses elementos pela lei de Snell-Descartes: 
n, sen l= Ng’ sen r. Assim: 
3 2 v6 


n, -senî =n, -senf >1: ne * np = 
A g 2 2 2 


Pensando no Enem 


1. Cada equipe faz 10 jogos em cada turno. 
* Campanha do Samambaia 


Jogo 12345 6 7 8 910/11 1213 1415 16 17 18 1920 


Resultado |DEVVDEVVDE|VVDEVYVDENVYV 


Pontos 05130300: 1::3503::0011:[3,.:3700/1,03703:200 1, 03033 


Jogo 12345 6 7 8 910/1 1213 14 15 16 17181920 


Pontos no 1ºturno:15 Pontos no 2ºturno: 20 


15 + 20 = 35 pontos no campeonato 


* Campanha do Sobradinho 


Resultado |VEEVEEVEEVIEEVEEVEEVE 


Pontos PULSEIRA SA 


Pontos no 1ºturno: 18 Pontos no 2ºturno: 16 


18 + 16 = 34 pontos no campeonato 
Portanto, apesar de terminar o 1º turno na frente, o Sobradinho 
perdeu o título para o Samambaia, que terminou com 35 pontos. 
Resposta: alternativa c. 
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2. Para os dias dos meses de março a dezembro, na mudança para 7. Utilizando a figura e chamando de h a altura do balão, temos que: 


um ano não bissexto, a mesma data no mês “avança” um dia na > h ia h B 
semana, ou seja, como 27 de junho de 2008 foi sexta-feira, no ano tando 18 i 1,8 Br Aa = 31km 
seguinte será sábado, no seguinte, domingo e assim por diante. Resposta: alternativa c. 
Mas no ano bissexto, o “avanço” é de dois dias na semana, portan- 
to, a cada ciclo de 4 anos há um avanço de 5 dias na semana. 8. Traçando a perpendicu- P 
No caso de Samuel, seu 42 ano será bissexto. lar à reta AB passando 
Em 15 anos, ele terá 3 ciclos de 4 anos completos, e mais 3 anos por P tem-se o seguinte 
não bissextos, portanto, seu aniversário “avançará” 3 : 5 + 3 = 18 desenho ao lado. x 
dias na semana, ou seja, duas semanas completas (que cairia na Sabe-se que a = 30º, as- 
sexta) e mais 4 dias além da sexta, ou seja, terça-feira. sim o ângulo PBC mede ÁS /N\ 2H 
Resposta: alternativa b. 60°, ou seja, pode-se cal- A 2000m B C 
cular a tangente do triân- 
3. B gulo PBC: 
x TEE 
tan 60° = = > BC = ~= 
5 BC v3 
Calculando a tangente do triângulo APC, tem-se que: 
Cl N X ip X 
A x c tan 30° = — => 2000 + BC = 
2000 + BC 3 
o 5 x48 so 3 ES 3 
tan30 x É 
x 3 MENE 3 2000 + A = > 
3 A3 
x= 543 =5-1,73 = 8,65m o 
Resposta: alternativa c. Assim: 
x 3x 2x 
2000 + 2000 = x = 10003 
4. 3 B 3 
Resposta: alternativa b. 
s Vestibulares de Norte a Sul 
45º N60 
A D | 117 1. ConsidereP=1:2:4-8-16-32- 64-128. Inspirando-se na ideia 
4 7 de Gauss podemos multiplicar o primeiro termo pelo último, o 
O 
5m x segundo pelo penúltimo e assim por diante, ou seja: 
P = (1 - 128) - (2 - 64) - (4 - 32) - (8 - 16) 
O AABC é isósceles com AB = BC = 5 + x. Portanto, P = 128 - 128 - 128 - 128 = 1284. 
No ADBC, temos: Resposta: alternativa d. 
tan 60° Da 1,732 > 5 + x = 1,732x > 0,732x = 5 
x 
2. 
FAP Seja x a altura do poste. Então: 
Logo: % 4 y 
h=5 +x +1,17 =5 + 6,83 +1,17 = 13 m X tana E a e Rd 
Resposta: alternativa d. Resposta: alternativa d. 
5. B 6m 
ás | x 3. PA:(A,B,C)eA-C=100 (1) 
E PG: (a, b,c), sendo a = A, b = C e c = 80 = PG: (A,C,80) (Il) 
P E 30 c De (I), vem: 
Ea x D 1350-x = (A + CÈ = 100 > A? - C = 104 
1350 Mas: 
aaz d co ža 
O AABD é isósceles, então AD = BD = x. SR SEE => C4 = 80A 
No ABDC, temos: 
= 17 Portanto: 
tan30º = É = 3x = 2295 — 1,7x A E RAC 
1350 — x 3 A*- 804 = 10º => A 30 2554=5 
=> 4,1x = 2295 = x = 488 m = 0,5 km Então: 
Resposta: alternativa c. A: C=100 => 5C = 100 >C =20 
Logo: 
6. A parte de João é um triângulo retângulo de 30° (terça parte do ZAS 
ângulo reto). b=C=20 
x tan 30° = É = 0,58 = Ž 5x=116 b 
2 2 — =q>q=4 
a 
Área do terreno de João: 1 -2-116 = 1,16 km? C=A+2r>20-5=2x >r - 
$ ; 116 Daí: 
Isso equivale a —— = 0,193 = 0,19 = 19%. 15 25 
B=A+r=5+4 = 
D 2 2 
Resposta: alternativa e. Resposta: alternativa a. 
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4. O número de alunos que estariam obtendo a informação a cada 


minuto obedece a sequência (2, 4,8, ...). Dessa forma, temos uma 
progressão geométrica em que a, = 2, q = 2 e queremos identi- 
ficar ao. 

a,=0 qr>a=2"201]5a,=2">a,= 2512 

= d = 1024 alunos informados no décimo minuto. 


Resposta: alternativa b. 


P 
sen Q = a 
s 
E cos Q = e 
s 
q 
tan Q = f. 
P 
5 p Q Resposta: alternativa e. 


. A partir da análise do texto, podemos concluir que as distâncias 
percorridas pela bola são: 
12 trecho > 4 m (descida) 
2º trecho > 2 m (subida, recuperando metade da altura anterior) 
3º trecho > 2 m (descida) 
4° trecho — 1m (subida, recuperando metade da altura anterior) 
52 trecho > 1m (descida) 


Dessa forma, temos que a soma de todos os deslocamentos (me- 
didos verticalmente) efetuados pela bola será: 


S=4+(2+2)+(1+1)+..=55=4+(4+2+1+..) 
>5s=4+ -1 
em que i a 7 é a soma dos infinitos termos da PG (4, 2,1, ...) 
S=44 +. S=4+855=72 

De 


Resposta: alternativa a. 


x 
x 


cos 60° x=4m 


o 
N 
[0.0] 


sen 60º = £ 3 à z= 44/3 m 
8 2 8 


Do esquema, temos que AB = AA' + A'B. 
AA' = 4, conforme cálculo anterior. 

A'B = 4, pois A'BDC é um retângulo. 
Assim, AB =4+4=8. 

E 


10 10? = y? + 8 >y =6 
Logo, EB = 6 m. 


Como A'BDC é um retângulo: 
* BD=A'C=Zz= 443 m 
- h=ED= EB + BD = 6 + 443 


Portanto, a altura do poste é (6 + 4/3) m. 


8. As receitas mensais da empresa formam uma progressão aritmé- 
tica de primeiro termo R$ 1250 000,00 e razão R$ 40 000,00. Para 
encontrar a receita durante todo o ano de 2010 será necessário, 
inicialmente, determinar a receita do mês de dezembro. 

a, = 1250000; r = 40000; a, =? 


a, =a, + (n — 1): r= a, = 1250000 + (12 — 1) -40000 > 


n 1 
a, = 1250000 + 440000 > a, = 1690000 
A produção anual será obtida a partir da soma dos 12 primeiros ter- 
mos da PA. 
es (a, + an)n 5 = (a, + aņn)12 
n 2 12 2 
me (1250 000 H 690 000)12 Sp = R$ 17640 000,00 
Resposta: alternativa d. 
9. A Wer 
AL3ọ° tan 60° = 20 is 20x3 
x y 3 
JE 
o X _ 43 X 
sen 60 
y 2 5043 
50 3 
52x=505x=25 
AB=25+50=75 


"B 


10. Como são 12 filas e o número de poltronas, por fila, forma uma 
progressão aritmética de primeiro termo 21 e razão 4, podemos 
encontrar o número de poltronas da 12? fila. 

a = 23; r= 4a, =? 
a =a, +(n-1):r=a,= 21+ (12-1): 4a, = 65 

O total de participantes sentados será a soma das 12 filas de pol- 

tronas, ou seja, S}. 

_ (a +a)n e (a, + ap)12 ç (21 + 65)12 


n 2 12 > 12 2 


S 


=> Sp = 516 pessoas sentadas. 


Portanto, o total de participantes (excluindo o palestrante) será 
516 + 42 = 558 pessoas. 
Resposta: alternativa d. 
1. D * AABC 
tan 30º 2 SE E 
AB 3 AB 
>4B8=5V3m 
* AABD 
BD 
tan 60° = —— > 
54/3 
E ER EEN 
5/3 
=> BD=15m 
Logo: 
CD=BC+BD=5+15=20m 
Você sabia? 
Página 235 


Periandro de Corinto, Pítaco de Mitilene, Bias de Priene, Cleóbulo de Lindos, 
Sólon de Atenas e Quílon de Esparta. 


Para refletir 

Página 244 

Os agrimensores — também conhecidos como “esticadores de corda” — 
eram pessoas que trabalhavam para o Faraó avaliando os prejuízos das 
cheias do Nilo e restabelecendo as fronteiras entre posses. 
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Caiu no Enem 


.1:10+2:9+3:8+4:7+5:6+6:5+7:4+8-3 


+9:2=210 

Dividindo-se 210 por 11, obtém-se resto 1, portanto d, = 0. 
2:10 +3-9+4:8+5:7+6:6+7:5+8:4+9:3 
+0:2=244 

Dividindo-se 244 por 11, obtém-se resto 2, portanto d, =1-2=9. 
Assim, d, = 0 e d, = 9. 

Resposta: alternativa a. 


7 2 E Ear 
. Como 40% equivalem a z então, a melhor representação é a da 


alternativa c. 
Resposta: alternativa c. 


« O acréscimo de R$ 13 000,00 de lucro, comparado com o lucro de 


R$ 132 000,00 em 2008 é dado por: 
13000 _ 133 
132000 132 

Isso representa um desempenho bom. 

Resposta: alternativa c. 


= 0,098 = 9,8% 


. De acordo com o enunciado, cada tratamento inovador recebeu 


30% dos pacientes iniciais. No 1º grupo, foram curados 

35% de 30% = 0,35 - 30% = 10,5% dos pacientes iniciais e, no 2º grupo, 
foram curados 45% de 30% = 0,45 - 30% = 13,5% dos pacientes iniciais. 
Ao todo, os tratamentos inovadores curaram 10,5% + 13,5% = 24% 
dos pacientes iniciais. 

Resposta: alternativa b. 


. De acordo com os dados, o intervalo de alcance da pessoa é 


[0,4; 1,35]. Assim, a alternativa que atende a essa condição é a e, 
pois, apresenta os valores de 0,45 m e 1,20 m. 
Resposta: alternativa e. 


« O gráfico mostra que há relação entre as grandezas, porém, não há 


proporcionalidade. 
Resposta: alternativa e. 


. De acordo com o texto, se o tamanho da frota não mudou, uma 


alteração no índice de produtividade depende apenas de uma al- 
teração proporcional no número de passageiros. 
Do gráfico, obtemos que o índice de abril de 2001 foi 400, e o de 


outubro de 2008 foi 441, cerca de 10% maior (= = a). 


Assim, podemos calcular o número de passageiros em outubro de 
2008 como sendo 10% maior que o de abril de 2001: 

1,1 : 321,9 = 1,1 ; 322 = 354,2 = 355 

Resposta: alternativa a. 


. 1,04 - 23020 - 10? = 23 940,8 - 10? = 23 940 800 


Resposta: alternativa d. 


. 56% de 14900 = 0,56 - 14900 = 8344 


Resposta: alternativa d. 


. De acordo com o gráfico, a taxa de desemprego é 9,8% na região 


de Porto Alegre. Assim, teríamos 9,8% de 250 mil, ou seja: 

0,098 - 250000 = 24500 

Observação: Novamente, os cálculos não precisam ser exatos. 
Aproximando-se 9,8% para 10% teríamos 25000 desempregados. 
Como 9,8% é um pouco menor que 10%, assinalamos 24500, úni- 
ca alternativa com valores menores que 25 000. 

Resposta: alternativa a. 
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n. 


12. 


16. 


17. 


18. 


64 64 
m= >25 >R 

(altura) h 25 

8 
> n= = 60 100 cm 

It 160 160 E 

RIP = 2 > RIP 40 cm/kg? 

3/massa 3/64 


Resposta: alternativa e. 


De 2004 a 2010, a taxa de variação é dada por: 
968 — 750 _ 218 
2010 — 2004 


favelas por ano 


De 2010 a 2016, o acréscimo será então dado por: 
= - 6 = 218 favelas 

Assim, o total em 2016 será 968 + 218 = 1186 favelas. 
Resposta: alternativa c. 


. IMC = 20 kg/m? 
Circunferência do quadril = 100 cm 
Massa = 60 kg 
IAC =? 
k 
me = Taa o) O sys x= 
altura” m x 
AC - circunferência do quadril cm _ BS 
altura X yaltura m 
AC = 109 18 IAC 109 18 
B x 17 X 1,3 
100 — 39,78 60,22 
AC = 7 18 IAC 7 27,25% 
2,21 2,21 


Dado: IAC normal entre mulheres: de 19% a 26%. 

Logo, 27,25 — 26,00 = 1,25 = ela deve diminuir seu excesso de 
gordura cerca de 1%. 

Resposta: alternativa a. 


IMC = massa te 
altura” m 
Duílio: IMC 2t 26,4 27,275 
1,88 3,5344 
84 84 
Sandra: IMC = — = — = 29,066 
1,7 2,89 


Resposta: alternativa b. 


. Com base na interpretação do gráfico, pode-se perceber que o 


único período de queda está entre 2003 e 2006. 
Resposta: alternativa c. 


Dado que a temperatura do Sol é 5770 K e a luminosidade é 1. 
Certa estrela, de temperatura igual a 5 vezes a do Sol: T = 28850 K, 
estará na mesma classe espectral das que tem T = 28000. Logo, 
sua luminosidade será de 2 - 10º, ou seja, 20 000 vezes a do Sol. 
Resposta: alternativa a. 


Observa-se no gráfico que o mês que possui ponto mais alto foi 
Junho e que o ponto mais baixo foi em Agosto. 
Resposta: alternativa e. 


Sabendo que quanto maior o derretimento do gelo maior é o aque- 
cimento da Terra, observando o gráfico nota-se que 2007 foi o ano 
em que a extensão do gelo marítimo teve maior queda, ou seja, 
houve um maior derretimento. 

Resposta: alternativa e. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


A partir dos dados, pode-se montar a seguinte tabela: 


Investidor | Vendeu por | Comprou por | Saldo (venda — compra) 
1 150 460 R$310,00 
2 150 200 R$50,00 
3 380 460 R$80,00 
4 460 100 — R$310,00 
5 100 200 R$100,00 


Assim, conclui-se que o investidor que fez o melhor negócio foi o 
primeiro investidor. 
Resposta: alternativa a. 


A única maneira de resolver essa questão com os dados apresen- 

tados é desprezando o detalhe crucial de que não se deve compa- 

rar dinheiro em épocas diferentes (R$ 100,00 de hoje é diferente de 

R$ 100,00 daqui a 18 meses). Dito isso, temos as seguintes quantias 

totais referentes a cada opção: 

a) 18 - 125 = 2250 

b) Para quitar imediatamente as dívidas, João gastaria: 
10 - 150 = R$ 1500,00, referentes à dívida do cheque especial; 
0,75 - 5 - 80 = R$300,00, referentes à dívida do cartão de crédito. 
José lhe emprestaria os 1800 (1500 + 300), cobrando 25% de juros. 
Portanto, o montante seria 1,25 - 1800 = 2250. 

c) 12:150 + 5 - 80 = 2200 

d) 1,25 -1500 +5-80 = 2275 

e) 12:150 + 1,25 - 300 = 2175 


Assim, comparando apenas esses valores,o menor é o da alternativa e. 


Resposta: alternativa e. 


Pela tabela, percebe-se que a cada 5 bolas, o nível da água aumen- 
ta 0,35 cm. Desta forma, temos um aumento de 0,07 cm por bola. 
Como o nível de água com 5 bolas é 6,35 cm, então, com nenhuma 
bola é 6,35 — 0,35 = 6 cm. 

Desta forma, a expressão algébrica que permite calcular o nível da 
água (y) em função do número de bolas (x) é y = 0,07x + 6. 
Resposta: alternativa e. 


A inclinação dos segmentos de reta que compõem o gráfico indi- 
cam a taxa de variação do crescimento com o tempo. Assim, pre- 
cisamos de um gráfico cujas inclinações são maiores no começo 
(segmentos menos horizontalizados) e menores no fim (mais ho- 
rizontalizados). O único gráfico que atende ao especificado no 
texto é o da alternativa a. 

Resposta: alternativa a. 


* Primeira encomenda: 
Metros de moldura: 8(25 - 2 + 50:2)= 1200 cm = 12 m 
Metros quadrados de tela: 8(25 - 50) = 10000 cm? = 1 m? 
Custo total: 12 -15 + 1-20 + 10 = 210 reais 

* Segunda encomenda: 
Metros de moldura: 8(50 - 2 + 100 - 2) = 2400 cm = 24 m 
Metros quadrados de tela: 8(50 - 100) = 40000 cm? = 4 m? 
Custo total: 24 - 15 + 4 - 20 + 10 = 450 reais 

Portanto, o valor da segunda encomenda é maior do que o da pri- 

meira, mas não o dobro. 

Resposta: alternativa b. 


24. As frutas custam R$ 1,75 por kg. 


25. 


26. 


27. 


28. 


Deve-se construir um gráfico n X m, onde n está em kg e m em R$. 
Assim, a equação do gráfico pedido é m(n) = 1,75 n. 


31 


Resposta: alternativa e. 


y=x+4 > percurso da linha do metrô 


Dados EE 5) — localização do hospital público 


Dos pontos apresentados nas alternativas, apenas três perten- 
cem à reta y = x + 4. São eles: B(—3, 1), D(O, 4), E(2, 6). Calculando 
as suas distâncias ao ponto P temos: 


dz (-5 + 3} + (5-1? = 20 <5 
do = J(-5 + 0} + (5-4? = J26 >5 
dẹ = ĮJ(-5 - 2} + 6 - 6 = J50 > 5 


Logo, o que satisfaz a condição exigida pelo problema é o ponto B 
(=3,1) 
Resposta: alternativa b. 


De acordo com os dados do problema: 

12 > y, = 350000 + 100 000n 

2º > y, = 150000 + 120 000n 

Para encontrar a equação pedida, iguala-se as duas equações 

anteriores. 

Y, = Y, = 350000 + 100 0007 
100n + 350 = 120n + 150 

Resposta: alternativa a. 


150000 + 120 000n 


Sejam x a quantidade de trabalhadores e y os meses. 


x y 

1 876 305 

2 880 605 
y=ax+b 


876 350=4a +b 
880 605 = 2a + b 


Subtraindo a segunda equação da primeira, temos que a = 4300. 
Logo, substituindo o valor encontrado na primeira equação, temos: 
B = 876350 — 4300 = 872005 

Logo, y = 872005 + 4300x. 

Resposta: alternativa c. 


De acordo com o enunciado, os planos telefônicos são: 


K: R$ 29,90 por 200 min/mês + R$ 0,20 por min excedente 
Z: R$ 49,90 por 300 min/mês + R$ 0,10 por min excedente 


Reescrevendo na forma de equação, tem-se: 
K: ye = 29,90 4 0,2(x — 200) = 0,2x — 10,1 
L: y, = 49,90 + 0,1(x — 300) = 0,1x — 19,9 
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É 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


Construindo o gráfico com ambas as equações, tem-se: 


t k t + min 
0 100 200 300 400 500 


Resposta: alternativa d. 


Denotando LT como Lucro Total, FT como Faturamento e CT como 
Custo Total, temos que: 

LT = FT — CT > LT = 5q — (2q + 12) 
3q — 12 >= 0 > 3q >12 >q > 4 
Resposta: alternativa d. 


3q -12 


Com base nos dados do enunciado, pode-se escrever a seguinte 
equação: 

a 750 + 3x, sex = 100 

— [750+9x, sex < 100 


Tomando-se por base a equação, pode-se construir o seguinte 
gráfico: 

4 
2100 +----- 


O| 100 150 
Resposta: alternativa e. 
Igualando as duas equações, tem-se: 


20 + 4P = 46 - 2P > 6P = 66 > P = 1 
Resposta: alternativa b. 


De acordo com as figuras, dobrando o comprimento dobra a resis- 
tência, portanto, a proporção é direta. Dobrando a área da seção 
transversal, diminui a resistência pela metade, portanto, a propor- 
ção é inversa. E dobrando o comprimento, dobra a área da seção 
transversal, portanto, a proporção é direta também. 

Resposta: alternativa c. 


7t Tt 
5 + 20 = 48 5 28 > t = 20min (serve, pois 
0<t<100) 
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34. 


35. 


36. 


37. 


£ +20 =200 = t =128,6min (não serve, pois essa função tem 
domínio O = t < 100) 
Usando a outra função, temos: 


2 ler + 320 = 200 Es 16t +120=0 
125 5 125 5 
£ — 200t + 7500 = 0 = (t — 50) - (t — 150) = O 
=> t = 50 ou t = 150 (só podemos aceitar t = 150, pois essa função 
tem domínio t = 100) 
Assim, a peça deve ficar no forno do minuto 20 ao minuto 150, ou 
seja, durante 130 minutos. 


Resposta: alternativa d. 


Em 2030, x = 30. Então: 
y = 363€003:30 = 363609 = 363 - (e°)? = 363 - (1,35)? = 893 
Resposta: alternativa e. 


Considerando A a superfície corporal, k uma constante maior que 
zero e m a massa, temos: 


2 
A=km? 
De acordo com os dados, temos: 
infância:m 
maturidade: 8m 
Assim: 


Es 
3 


2 2 
Am = K(8m)3 = K/82m? = 4km? = 44, 


Resposta: alternativa b. 


Dos dados, temos: 


Fevereiro 


34500 


Janeiro 


33000 


Março 


36000 


34500 _ 23 36000 24 
33000 22’ 34500 23 


Sendo x = 33 000, vem: 


posa: 


Janeiro|Fevereiro| Março Abril Maio Junho 


23 | 23 24 


24 25 
x . k 
22 22 23 


22 24 


2 26 
22 25 


26 27 
22 26 


X X: 


Logo, em julho: 
pa 27 28 = 33 000- 14 
22:7-21, n 


Resposta: alternativa d. 


= 42 000 


52 cartas — 7 colunas 


AZ 535 54 50 6d 


quantidade de cartas em cada coluna 


Soma dos 7 primeiros números naturais: 
52 — 28 = 24 

Logo, sobraram 24 cartas para o monte. 
Resposta: alternativa b. 


HINO NACIONAL 


Ouviram do Ipiranga as margens plácidas 
De um povo heroico o brado retumbante, 
E o sol da liberdade, em raios fúlgidos, 
Brilhou no céu da Pátria nesse instante. 


Se o penhor dessa igualdade 
Conseguimos conquistar com braço forte, 
Em teu seio, ó liberdade, 
Desafia o nosso peito a própria morte! 


Ó Pátria amada, 
Idolatrada, 
Salve! Salve! 


Brasil, um sonho intenso, um raio vívido 
De amor e de esperança à terra desce, 

Se em teu formoso céu, risonho e límpido, 
A imagem do Cruzeiro resplandece. 


Gigante pela própria natureza, 
Es belo, és forte, impávido colosso, 
E o teu futuro espelha essa grandeza. 


Terra adorada, 
Entre outras mil, 
És tu, Brasil, 

Ó Pátria amada! 


Dos filhos deste solo és mãe gentil, 
Pátria amada, 
Brasil! 


Letra: Joaquim Osório Duque Estrada 
Música: Francisco Manuel da Silva 


Deitado eternamente em berço esplêndido, 
Ao som do mar e à luz do céu profundo, 
Fulguras, ó Brasil, florão da América, 
Iluminado ao sol do Novo Mundo! 


Do que a terra mais garrida 
Teus risonhos, lindos campos têm mais flores; 
"Nossos bosques têm mais vida”, 
"Nossa vida” no teu seio “mais amores”. 


Ó Pátria amada, 
Idolatrada, 
Salve! Salve! 


Brasil, de amor eterno seja símbolo 
O lábaro que ostentas estrelado, 

E diga o verde-louro desta flâmula 
- Paz no futuro e glória no passado. 


Mas, se ergues da justiça a clava forte, 
Verás que um filho teu não foge à luta, 
Nem teme, quem te adora, a própria morte. 


Terra adorada, 
Entre outras mil, 
És tu, Brasil, 

Ó Pátria amada! 


Dos filhos deste solo és mãe gentil, 
Pátria amada, 
Brasil! 
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